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《法 兰 西数 学 精品 译 从 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 
捍 越 的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 葛 基 性 的 贡献 。 他 们 像 灿 烂 的 
星斗 发 射 着 焰 眼 的 光辉 ,在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教 
科 书 、 各 种 专著 及 种 种 数学 中 著作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 。 在 他 们 当 
中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 卡 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 
让 德 、 傅 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 
WE DE LR PURI SS NIE DURS HABE PER Aor, 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 
继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 。 由 于 他 们 的 出 色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 
数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 传统 和 独特 的 风格 ， 
一 直 在 国际 数学 界 享 有 盛誉 。 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西 方 及 日 本 才 开始 起 步 , 并 在 艰 
难 曲折 中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 ， 
在 一 个 世纪 的 时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步 
伐 , 实现 了 跨越 式 的 发 展 。 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代 数学 家 持续 不 断 的 
艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 综合 国力 不 断 提高 所 提供 的 有 力 支 撑 , 根源 于 改革 
开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根源 于 很 多 国际 数学 界 同 仁 的 长 期 鼓励 、 支 
持 与 帮助 。 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影 
响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 
低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 。 足 以 证 明 这 一 点 的 是 : 
在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 的 栽培 和 法 
兰 西 数学 传统 和 风格 的 种 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 法 国 
数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 。 


cie 《法兰西 数学 精品 译 从 》 序 


由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 
较 大 的 限制 。 根据 一 些 数 学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著 名 数学 家 的 
热情 支持 , 高 等 教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西 数学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 
享有 盛誉 并 有 着 重要 作用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数 
学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 地 从 法 文 原文 分 批 翻 译 出 版 。 这 一 工作 得 到 了 
国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读 
者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 
数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 
影响 深远 的 , 特 为 之 序 。 


KH 
2008 年 5 月 
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本 书 基于 笔者 15 年 来 在 波尔多 、 巴 黎 及 南 锡 讲授 的 研究 生 课程 , TE 1990 
年 Élie Cartan 研究 所 出 版 社 版 的 基础 上 修改 、 更 新 、 增 订 而 成 , 其 英文 版 由 
剑桥 出 版 社 发 行 。 此 书 旨 在 给 年 轻 数学 工作 者 提供 自 洽 的 算术 问题 的 分 析 方 
法 导 引 , 同时 在 一 些 基本 问题 上 可 供 更 有 经 验 的 研究 人 员 查 阅 , 起 到 工具 书 的 
作用 。 这样 的 目标 必然 导致 要 有 所 取舍 。 本 书 的 原则 是 在 力所能及 的 前 提 下 
尽量 从 审美 的 角度 来 作 选 择 。 

上 述 双 重 目标 促使 了 在 各 章 中 采用 正文 一 注 记 一 习题 的 传统 模式 。 正 
文中 的 命题 一 般 都 有 详细 证 明 , 有 时 还 附 有 参考 文献 , 以 帮助 读者 初 读 时 建立 
整体 认识 。 相反 地 , 注 记 包 括 与 正文 相关 的 、 虽 不 应 忽视 但 在 泛 读 时 可 以 略 过 
的 定理 或 证 明 。 习题 兼 有 两 种 功能 : 一 部 分 经 典 的 习题 帮助 读者 掌握 学 到 的 
概念 ; 而 另 一 部 分 习题 则 是 真正 的 研究 成 果 , 有 时 其 至 是 新 近 发 现 的 成 果 , € 
们 主要 集中 在 第 三 部 分 。 当 前 教程 附带 的 习题 有 为 难 读者 之 势 。 笔 者 曾 天 真 
地 认为 , 通过 精心 编写 不 需 巧妙 构造 或 精湛 技巧 便 可 解答 的 习题 可 以 避免 这 
一 点 。 然 而 第 一 版 发 行 以 后 收 到 的 许多 对 习题 答案 的 询问 说 明了 这 很 可 能 是 
不 切实 际 的 幻想 。 于 是 笔者 与 吴杰 合作 撰写 了 习题 答案 , 以 绘 读者 。 然 而 , 习 
题 中 未 解决 的 问题 只 是 少数 ; 另外 , 习题 所 涉及 的 结论 都 是 最 常见 的 , 并 指明 
了 关键 步 又。 就 算 不 努力 求解 或 不 看 答案 , 习题 部 分 也 可 作为 非 正式 的 参考 
文献 。 

书 中 行文 均 力 求 偏重 于 方法 而 非 结 论 。 这 样 特定 的 尝试 性 选择 导致 了 全 
文 被 略 显 人 为 地 分 成 三 部 分 : 初等 方法 , 复 解 析 方 法 和 概率 方法 。 人 们 尽 可 以 
质疑 这 样 的 分 类 : 赁 什么 说 基于 Poisson 求 和 公式 的 van der Corput 方法 比 
用 复 积分 的 Selberg-Delange 方法 要 初等 ? 鞍点 法 的 第 一 步 是 Laplace 变换 的 
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反 转 积分 公式 , 为何 将 它 归 为 “概率 "方法 , 等 等 。 从 这 样 或 那样 的 标准 看 来 ， 
类 似 的 疑问 还 很 多 。 毋 庸 置疑 , 这 样 的 选择 是 基于 带 有 争议 的 偏见 之 上 的 。 比 
如 , 初等 方法 的 “定义 ”是 只 用 到 实 变 函数 的 方法 ; 采用 概率 观点 陈述 鞍点 法 
是 因为 它 在 概率 论 中 常常 用 到 , 同时 也 因为 在 数论 中 , 它 是 用 来 解决 概率 素数 
论 问 题 的 特殊 工具 。 总之, 本 书 的 分 类 原则 决 非 Bourbaki® 式 的 , 它 不 过 是 试 
图 为 初学 者 指明 方向 而 已 。 

虽然 本 书 的 内 容 并 非 均 有 新 意 , 但 总 是 力求 免 落 俗套 。 当 笔者 认为 需要 
的 时 候 , 便 会 对 一 些 经 典 结论 重新 演绎 : 要 么 采用 新 方法 (例如 Tchébychev 
估计 的 Nair 方法 ), 要 么 简化 运算 。 虽然 从 目录 上 看 改动 并 不 明显 , 但 笔者 希 
望 这 将 对 细心 的 读者 有 所 神 益 。 

书 中 有 些 结果 从 未 在 文献 中 出 现 过 , 主要 有 : Selberg-Delange 方法 得 出 
的 一 致 结论 (第 二 部 分 第 五 章 ); Ikehara-Ingham 定理 的 显 式 余 项 形式 (第 二 
部 分 87.5); 用 鞍点 法 研究 得 函数 (m, y) (第 三 部 分 第 六 章 )。Ikehara 定理 的 
实效 形式 与 Berry-Esseen 不 等 式 有 紧密 联系 , 这 个 真正 原理 上 的 一 致 令 笔者 
惊叹 不 已 。 另 外 , 力求 与 其 他 文献 (特别 是 Elliott 的 妙 作 ) 互补 的 合理 考虑 使 
得 选择 上 有 所 侧重 , 例如 Erdós-Wintner 定理 , Erdós-Kac 定理 或 Halász 定理 
的 证 明 , 等 等 , 见 第 三 部 分 第 四 章 。 其 中 最 后 一 个 定理 相当 于 Montgomery 的 
方法 在 他 所 指明 的 方向 上 的 一 个 拓展 。 

与 第 一 版 相同 , 同事 和 朋友 们 在 第 二 版 手稿 的 整理 和 精炼 上 给 予 了 我 许 
多 帮助 ,在 此 谨 向 Michel Balazard , Régis de la Bretéche , Gautami Bhomwik , 
Paul Erdős, Michel Mendès France, Olivier Ramaré, Jean-Luc Rémy, Imre 
Ruzsa, Patrick Sargos, Andras Sárközy ~ Marijke Wijsmuller 及 吴杰 表示 谢意 。 
如 果 没 有 他 们 的 帮助 , 那 勤 误 表 会 变 得 比 致 谢 还 要 长 得 多 (实践 证 明 这 可 不 
是 说 说 而 已 )。 最 后 , 衷心 感谢 Daniel Baret 在 本 书 于 法 兰 西 数学 会 出 版 社 出 
版 过 程 中 友好 而 高 效 的 协助 。 


Gérald Tenenbaum, 1995 年 3 月 于 南 锡 


® 法 国 数学 学 派 ， 著 有 《数学 原理 》 (Éléments de Mathématique). 一 一 译 者 注 


本 书 第 三 版 承袭 了 前 一 版 的 组 织 结构 以 及 叙述 风格 , 但 在 内 容 上 有 很 大 
扩展 。 这 主要 基于 三 重 目的 : 引进 最 新 进展 , 补充 方法 论 , 以 及 为 本 科学 生 , JU 
其 是 参加 中 学 教师 资格 考试 @ 的 学 生 提供 基础 知识 及 有 益 的 补充 知识 。 

文献 中 结果 的 更 新 主要 体现 在 注 记 和 习题 里 , 亦 有 自 成 一 节 的 ,例如 第 
三 部 分 86.5 中 的 Kubilius 模型 。 另 外 还 会 引进 某 些 命题 的 新 证 明 , 如 Tauber 
定理 (第 二 部 分 $7.2) 和 Halász 定理 (第 三 部 分 84.3) 。 最 后 , 新 近 的 科研 成 果 
也 促成 了 对 行文 的 一 些 重 大 改动 , 如 Turdn-Kubilius 不 等 式 及 其 在 脆 数 情形 
的 推广 。 

许多 新 进展 将 在 原 书 框架 之 下 得 以 体现 , 主要 有 : 第 一 部 分 84.7 中 Sel- 
berg 篇 法 的 一 个 不 其 为 人 知 的 一 般 形式 , 以 及 同一 章 习题 中 该 方法 在 素数 间 
小 差距 问题 中 的 应 用 ; Ramanujan 方法 在 因子 个 数 函 数 极 大 阶 估计 中 的 体现 
(第 一 部 分 第 五 章 习题 90); Kusmin-Landanu 不 等 式 (第 一 部 分 定理 6.7) 及 广 
X. van der Corput 定理 (第 一 部 分 定理 6.10); 数论 中 的 显 式 公式 (第 二 部 分 
84.4 及 88.6); 第 二 部 分 第 八 章 算术 数列 中 素数 分 布 部 分 的 显著 拓展 和 第 三 部 
分 85.6 中 引进 的 Jacobsthal 函数 以 及 关于 素数 间 大 差距 的 Rankin 定理 证 
明 。 

在 习题 中 还 补充 了 定理 的 直接 应 用 及 综合 问题 。 男 外 还 增加 了 为 本 科 生 
及 未 来 的 中 学 教师 准备 的 关于 Euler-Maclaurin 求 和 公式 的 新 问题 (第 一 部 分 
第 零 章 习题 ); Legendre 符号 和 二 次 剩余 简介 (第 一 部 分 第 一 章 习 题 ); À 1 均 
匀 分 布 理 论 导 引 (第 一 部 分 86.5); Diophantus 通 近 论 初 步 及 连 分 式 综 论 (第 
一 部 分 第 七 章 ) 以 及 Euler 工 函 数 指南 (第 二 部 分 第 零 章 )。 


© FAYED agrégation. 一 一 译 者 注 
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上 述 对 新 内 容 的 简介 远 不 足以 体现 目标 各 异 的 新 进展 之 间 错 综 复 杂 的 联 
系 , 男 外 它 也 不 是 面面俱到 的 。 对 全 书 进 行 了 重新 整理 , 甚至 重 写 了 一 些 章节 。 
新 加 的 125 个 习题 体现 了 一 种 整体 感 , 其 中 包括 对 一 些 重要 定理 的 其 他 证 明 ， 
还 给 出 了 一 些 定理 的 简化 形式 , 如 van der Corput 定理 或 Erdós-Turán 不 等 
式 。 然 而 行文 风格 的 初衷 没有 根本 性 的 改变 。 

笔者 谨 向 仔细 阅读 新 手稿 并 提出 意见 的 同事 们 , 尤其 是 向 Joseph Basquin, 
Régis de la Breteche、 Farrell Brumley , Cécile Dartyge , Kevin Ford , Bruno Mar- 
tin, Michel Mendès France, Aziz Raouj , Jean-Luc Rémy, Olivier Robert , Anne 
de Roton, Patrick Sargos, André Stef 及 吴杰 致 以 诚挚 的 谢意 。 


Gérald Tenenbaum, 2007 年 11 月 于 南 锡 


本 书 大 体 与 2008 年 巴黎 Belin 出 版 社 出 版 (收集 在 Échelles 系列 之 中 ) 
的 内 容 相同 , 但 对 发 现 的 笔 误 以 及 印刷 和 内 容 上 的 错误 作 了 修正 。 
作者 首先 对 他 的 朋友 兼 合作 者 吴杰 表示 深 玖 的 谢意 。 他 无 私 的 帮助 对 翻 
译 工 作 起 到 了 关键 作用 。 翻 译 过 程 中 的 语言 表达 , 学 术 观点 以 及 符号 系统 的 
选择 都 是 非常 棘手 的 事情 : 既 要 忠实 于 原著 , 又 要 方便 中 文 读 者 。 吴 杰 在 这 两 
方面 都 具有 敏锐 的 知觉 。 无论 是 在 准备 阶段 还 是 在 校对 阶段 , 他 都 友善 地 为 
翻译 工作 贡献 了 他 的 学 识 和 精力 。 
作者 同样 衷心 地 感谢 译 者 陈 华 一 。 书稿 长 达 近 600 页 , 从 目录 到 (NE) 
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于 某 些 参数 (此 时 对 参数 的 依赖 可 用 下 标 表示 )。 男 外 , Af xg RH Sf «Ky 
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有 限 集 A 的 基数 记 作 cardA 或 |4|。 
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第 零 章 ” 实 分 析 的 一 些 技巧 


80.1 Abel 求 和 法 


经 典 的 Abel 求 和 法 , EN Abel 变换 , 是 指 将 有 限 个 两 项 乘积 之 和 转换 成 
含有 其 中 一 项 部 分 和 的 乘积 之 和 的 过 程 . 

定理 0.1 (Abel 变换 ) 设 {as} 0 和 {bn} 是 两 个 复数 列 . 对 任意 
NeZ MEN* À 


(0.1) $5 an 如 = Anembnymiit XO 4n(bn — bnp), 
N<n<N+M N<n<N+M 


其 中 An := Do mea am (n > 0). 特别 地 ， 若 


sup |An| < A, 
N<ngN+M 


{bn} 0 3E RAPA TH, 那么 


(0.2) 


Anbn < Abn +1- 


N<n<N+M 


证 明 利用 ww = An — An-1 (N < n< N + M) 并 作 指 标 变 换 便 得 到 第 
一 个 结论 . THAT {bn} o 非 负 且 单 调 下 降 , 由 (0.1) 得 


p» Anbn 


N<n<N+M 


< AbN+M+1 + À ` (b, — bn+1) = Abner. O 
N«n&N--M 


"ds 第 零 章 ” 实 分 析 的 一 些 技巧 


推论 0.2 (Abel 判别 法 ) 设 {an} Lo 是 复数 列 且 {bn}>2o 是 非 负 且 单 
调 下 降 的 实数 列 . 若 


lim bn = 0, su an| € A, 
也 一 OO Hier p» n 
那么 级 数 22850 Qanbn WSL, EL 
(0.3) Y anbn| < 2Abn 41. 
n»N 
证 明 ”由 定理 0.1 立 得 . " 


fj 级 数 Y^ 2^ /n 的 收敛 半径 为 1. ER z = 1 外 , EER) ES. 


在 Stieltjes 积分 论 中 , Abel 求 和 法 是 分 部 积分 公式 的 简单 推论 , 它 是 处 
理 数 论 和 的 简单 而 有 效 的 工具 . 读者 可 在 Widder 著作 (1946) 的 第 一 章 找到 
有 关 Stieltjes 积分 的 大 部 分 概念 . 


定理 0.3 ik {an}, 是 复数 列 . > 
A(t):- Ma,  (t>0), 


nit 


那么 对 任意 函数 be C1([1,z]) 有 
Y; asb(n) = A(z)b(z) 一 J | A(t)V (t) dt. 


1£ntzrz 


证 明 ”由 分 部 积分 公式 , 要 求 的 量 为 
f b(t) dA(t) = EOLO) es J V (t) A(t) dt, 
由 此 即 得 命题 结论 . 回 
用 同样 的 方法 容易 得 到 其 他 一 些 经 典 结 果 . 先 看 两 个 重要 的 例子 . 
定理 0.4 ( 求 和 与 积分 的 比较 ) 设 f 是 区 间 [a b] 上 的 单调 实 值 函数 , 其 
中 a,b EZ. 那么 存在 实数 V= 0(a,b),0< 0 « 1, 使 得 


b 
S fm- f race 04) - f(). 
a«nxb is 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 f 在 Z 上 连续 . 引进 f 对 测度 alt] 的 Stieltjes 
积分 , 得 


b b b b 
5 s- f roa f soan- f roa=- [ rot. 


a<n<b 


60.2 Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5-5 


由 分 部 积分 公式 , 这 又 等 于 
we] + f arto - [ aro. 


不 妨 设 f 单调 上 升 , 这 样 df 是 正 测 度 . 从 而 存在 0,0 < 0 < 1, 使 得 上 式 右 
边 的 积分 等 于 98(f(b) — f(a)). 定理 由 此 得 证 . 口 


推论 0.5 Hn 21, 48 Inn! =ninn—n+1+0lnn, XP 9 = 9, € [0,1]. 


定理 0.6 (第 二 中 值 公式 ) Kf 是 区 间 [a,b] 上 的 单调 函数 , g 是 其 上 的 
可 积 函 数 , 那么 存在 实数 &, a < & <b, 使 得 


b € b 
dt = f(a d b t) dt. 
| (sto t= f( ) | a(t) eem a(t) 
证 明 4 G(t) = / “g(v) dv. 由 分 部 积分 公式 , 上 式 左边 等 于 


b b 
f f(t) dG(t) = G(b) f (b) — f G(t) df(t). 


不 妨 设 f 单调 上 升 , 这 样 df(t) HIE Stieltjes WE. 由 于 G(t) 连续 , 存在 
€ € [a,b], 使 上 式 最 后 一 个 积分 等 于 G(E) (f (b) — f(a)}. 合并 同类 项 后 即 得 要 
证 的 结论 . 口 
$0.2  Euler-Maclaurin 求 和 公式 


考虑 [0,1] 上 满足 以 下 条 件 的 多 项 式 序 列 {b, (x)} Co 


(0.5) br(7)=robr-i(7) (r2 1) 
1 
(0.6) f b.(x)dr =0 (r2 1). 


容易 证 明 , 上 述 条 件 蕴 涵 


yey 
p» OC = 


r=0 
由 此 可 计算 b, 的 表达 式 . 有 
bo(x) = 1, ba(z) = 23 — 37? n lg, 
net HS 


bo(r)=22-x+5, bs(x) = 2° — 5x + $2? — ia. 


"os 第 零 章 。” 实 分 析 的 一 些 技巧 


定义 第 r 个 Bernoulli 函数 B,(x) 为 在 [0,1[ 上 等 于 b AL 1 为 周期 的 
周期 函数 . id 
B, := B,(0), 
并 称 之 为 第 r À Bernoulli À. 不 难 验证 , 对 任意 7 > 1, A Bory = 0. PR 
给 出 了 一 些 Bernoulli 数 的 值 . 


T 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 
a ^ E 1 1 1 1 5 | 691 7 3 617 
的 2 6 30 42 30 66 2 730 6 510 


令 f HKE) [ww 上 的 CF 函数 , 其 中 ab e Z. 由 于 Bi(z) = (x) 一 ,有 
Y, f(n) = i f(Oalt] = [ f(t) dt — ra f(t) B, (2). 


a<n<b 


由 分 部 积分 公式 , 上 式 最 后 一 个 积分 化 为 
b b 
ji f(t) 4B, (t) = By - (f() — f(a) — y By (t)f"(t) dt 
a i: " 
= Bi (£0) - f(3)) - 5; f f'(t) dB2(t). 
容易 验证 Bt) 在 R 上 连续 , TE RA Z 上 可 微 , 且 在 其 上 满足 方程 B,(t) = 
2Bi(t). 另外 , 对 任意 7 23, Bi(t) ER 上 可 微 , 并 满足 
B! (t) = rB,. (t). 

BORE, 通过 Ba(t) 可 将 前 式 中 关于 Bz(t) 的 积分 转化 成 新 的 部 分 和 . 重复 该 过 
程 便 得 到 如 下 著名 的 定理 


定理 0.7 (Euler-Maclaurin 求 和 公式 ) 对 任意 整数 及 > 0 及 任意 [a,b] 
上 的 CET 函数 f (a,b e Z), 有 


S f(n)= a fa y COR > CAM (€) — f" (a) 


a<n<b 


* (kx 1j d + 7 nf Bri (0f (t) dt. 


作为 应 用 , 给 出 调和 级 数 部 分 和 的 一 个 估计 . 


定理 0.8 对 n>1, 有 
S loma. is nee 
m | YT on 12n2 60n?’ 


mtn 


3 H T 


KP y € Euler 常数 , 9 = 0, € [0,1]. 
证 明 对 f(t) =1/t,a=1,b=n X k—3 应 用 定理 0.7, 得 
1 1/1 1/1 1/1 PE 
2 z-harg(2-1)- a -1)* a -12)- /, t’ Bat) dt. 


2<m<n 


加 上 对 应 于 m = 1 的 项 并 令 n 趋 于 无 穷 , 得 


oo 
7=3+ 古 -证 -/ t5 B4(t) dt. 


由 于 对 任意 t, |Ba(t)| < A, 下 述 估计 成 立 
p ET dé s Dot 


从 中 便 得 欲 证 的 结论 . 口 
注 ” 由 上 述 计算 的 简单 推广 可 得 


k 
B, ? By (Et) 
mw 
y-zic z-[ eH dt (k 2 1). 


利用 这 个 式 子 可 近似 计算 y: RM 57, 1/m 的 展 式 中 减 去 该 表达 式 , 再 
优化 k (作为 的 函数 ) 即 可 , 有 y ~ 0.577 215 664. 


习题 


rz 


1. 对 ke Z+ 计算 E uem m 进而 证 明 偶 数 项 Bernoulli 


27i Jizj=a(2k+1) (ez — 1) 227+?! 
图 数 的 Fourier 展 式 具有 如 下 形式 : 
cos(2xmz7) 


Bo, (x) = (-1)!2(2r)! 2x) 7^ $ 


mal 


m?* (r 之 1), 


并 从 中 得 到 C(2r) 的 一 般 公 式 . 
2. 用 上 题 的 方法 证 明 B241(z) 的 Fourier 展 式 具有 如 下 形式 : 


sin(2rr7m2 ) 


Bargi (2) = (71) 7! Qr + 1)2(2)7771 $7 TS 


m>1 


(r > 0). 


当 r= 0 时 等 式 仅 在 R\Z ERZ. 为 什么 不 能 从 中 得 到 c(2r +1) 的 公 
式 ? 


8 SER 实 分 析 的 一 些 技巧 


3. Stirling AX. 
(a) 对 f(t) = Int FH 0 K Euler-Maclaurin 求 和 公式 , 证明 


n! = ne" V An(14- O(1/n)) (n > 1), 


Rh In À = 2 +2 2 B,(t)t~* dt. 
1 
(b) 用 分 部 积分 公式 证 明 Wallis 积分 


n/2 
W, = f (cos t)” dt 
0 


满足 递 推 式 
nW,, = (n — 1)Wn-2 (n 2 2). 


FHK n 一 oo 时 Won ~ x//2An B. Wonyi ~ / A/8n. 
(c) 证 明 Wn ~ Wasi (n > œ) H A = 2x. 
4. E kcN H f e C?*1([1,oo[, R) 使 得 fCF*? € Li([1, oo[). 证 明 存在 常数 
Cf) 使 得 对 任意 整数 n > 1 有 


Y fmy-[ fear) 
(0.7) ose T 
+> am O + Ck(f) + Rs (f), 
e 5)! 
其 中 当 n 一 00 时 Rin(f) — 0. 确定 Cy (f) 的 值 . 
假设 当 j > mm 时 fCI+D € L1(R). 利用 上 述 结论 , WHM k > m Hi, 
Ck(f) 的 值 与 k 无 关 . 
5. B (£) 的 变化 . Xf m>l,e€c{01} RreRF 


pam+e(Z) := (—1)”{B2m+e(£) 一 Bom+e}- 


(a) 证 明 对 于 0 入 x < 1 À p(x) = z(1— x), es(z) = 2 (x - 3) (1-2). 
(b) 计算 Dro Or (5) v" /rl, 并 推导 pai (3) =0 MW m 21 成 立 . 
(c) 证 明 当 m > 1 Bf, 有 vhuuu(r) = (2m 十 1){p2m(7) 一 1B2m|} À 
Phan (t) = —(2 + 2)eom i (2). 
(d) 用 归纳 法 证 明 当 m > 1 时 pzm(z) > 0 对 于 0<zxz<1 成 立 ; H 
(x£ — 4) pam+l(z) > 0 对 于 0<z<1,z 头 成立. 
6. 余 项 的 上 界 估 计 . 设 keN 和 且 f € C2*+2([1, oof, R) 使 得 f(2*+2) € L1([1, oof). 


A 


Shin(f) := 4f (n) + 5 ate) (0€ h € k--1, n e N*). 


1<j<h 


(a) 证 明 对 任意 整数 部 这 1 有 


(0.8) $^ /四 = f He) + Ska) + CEU + Rial 


lgman 


其 中 Cif) 是 一 个 常数 , ORES) 可 用 习题 5 中 的 函数 o. 表示 为 


09 RU GI f Genes) ds 


确定 Cz (7) HOE. 
(b) 附加 以 下 假设 
Br On 
H f€9 (x) € L({1, oof). UEFA 


Ca) = CU) Bias = Ria) = Ges). 


(c) 证 明 若 OHD 和 fC”) 在 [1,00 上 不 变 号 且 同 号 , 那么 Rt, nlf) 和 
Rz) 异 号 . 进而 得 出 


Box 


IRi.n(f)| < Ok Go D (n), 


亦 即 ，Euler-Maclaurin 公式 (0.8) 余 项 的 绝对 值 不 超过 主 项 末 项 的 绝 
对 值 . 
7. 证 明 对 所 有 整数 n> 1,k > 1, 有 
7 1 1 Bo; 
y= P» — Inn -— 2n + 25 nes + Ekn, 
其 中 > 是 Euler 常数 且 lekn| 和 Bo, /{2kn?*}. WEAR n= 50 K k = 7 HW 
计算 7 精确 到 小 数 点 后 24 位 . 
注 最 小 余 项 和 式 . DU [B5] ~ 2(25)!/(2x)*#. 当 n 固定 ， Xİ j 的 和 式 中 相 
邻 两 项 之 比 接近 于 (j/nny, 从 而 当 接近 于 an 时 , 该 方法 的 余 项 最 小 . 
此 时 epn 的 阶 为 e-2mm. 当 n = 10 Hf, BAGH k < 32 时 Bo, 的 值 , 便 可 计 
算 7 精确 到 小 数 点 后 27 位 . 
8. 证 明 对 任意 整数 n > 1,k>1 有 


iss 1 1 à Bo; 
(7 Do mtu ont À qe tem 
l<mcn 1«j«k 


其 中 |exn| < |Box]/n?***. 证 明 选取 大 = 8 Æ n = 100 可 计算 0? /6 精确 到 
小 数 点 后 33 位 . 


:10- FFE 实 分 析 的 一 些 技巧 


9. TERIA [1, N] 上 对 函数 
fe) =m (15) 


应 用 Euler-Maclaurin 公式 并 令 N & T ICH , 证 明 对 任意 固定 的 整数 有 > 2, 
当 9 从 石 边 趋 于 零 时 , 有 


II (s —) af + o(a eonim È 


n21 


81.1 概述 


加 法 和 乘法 给 予 自然 数 集 (,2,3,...) 一 种 双重 交换 半 群 结构 . 前 者 从 属 
于 自然 数 集 上 的 全 序 关 系 , 由 一 个 元 素 1 ER, 而 后 者 则 反映 整除 偏 序 关系 ， 
具有 无 穷 多 个 生成 元 素数 . 尽管 这 个 关键 概念 在 古 时 候 已 有 定义 , 但 人 
们 至 今 还 远 未 丘 得 它 所 有 的 奥秘 .下面 的 结论 充分 说 明了 素数 论 在 算术 中 的 
中 心地 位 . 习题 10~13 中 将 简要 地 介绍 如 何 运 用 Euclide 第 一 定理 来 证 明 它 . 


定理 1.1 (算术 基本 定理 ) 所 有 大 于 1 的 自然 数 可 分 解 成 素数 的 乘积 ， 
且 分 解 在 不 计 因 子 顺序 的 意义 下 唯一 . 

Euclide 第 二 定理 断言 素数 集 是 无 限 的 . 这 是 算术 基本 定理 的 简单 推论 : 
Xi pi = 2, po = 8,...,Dn 是 最 小 的 ”个 素数 , 那么 整数 


N=1+ [I z 
1&j€n 
不 能 被 pio po,... ,pn 中 的 任 一 素数 整除 , 它 的 最 小 素 因子 大 于 pn. 
习惯 上 用 r(z) 表示 不 超过 z 的 素数 的 个 数 . 这 样 对 任意 正 整 数 n À 
r(pn) = n. Euclide 第 二 定理 可 写成 


T(Z) 一 oo (x 一 oo). 


2300 多 年 以 来 , 数学 家 们 致力 于 量化 这 个 定性 关系 . 本 书 的 一 个 目的 , BE 
述 他 们 为 达到 这 个 目的 而 创造 并 使 用 的 各 种 各 样 的 方法 . 
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上 述 Euclide 第 二 定理 的 证 明 过 于 简单 而 非 实效 . 事实 上 , 有 


Pn+1 < 1 + I] Pj; 
1<j<n 


从 而 由 归纳 法 立 得 
pn<2 (n21). 
这 样 便 得 到 下 界 估计 如 下 . 
定理 1.2 
x(a) > ae 5 (x > 2). 


E In(In z/1n2) | 、1 In2 2 
n(x) > max{m EN : 2? <a) = ZED] > ro 


这 全 推出 命题 结论 . 口 


定理 1.2 中 的 下 界 估计 远 非 最 佳 . 在 长 达 一 个 多 世纪 的 时 间 里 , 人 们 (RE 
别 是 Legendre 和 Gauss) 猜想 有 渐 近 公式 


T(Z) ~ T (x — oo), 


直到 1896 年 , Hadamard (1865—1963) 和 La Vallée-Poussin (1866—1962) À 
分 别 独立 地 解决 了 此 猜想 . 他 们 的 方法 用 到 了 复 分 析 的 技巧 , 将 在 本 书 第 二 
部 分 介绍 . RE 1949 年 Erdős 和 Selberg 才 给 出 了 素数 定理 的 第 一 个 初等 证 
BA, 此 后 许多 其 他 初等 证 明 陆 续 见 诸 于 文献 , 其 中 Daboussi (1984) 的 证 明 尤 
为 优雅 , 其 原理 也 与 众 不 F®. 在 Tenenbaum 和 Mendès France (2000) 第 四 章 
有 详 述 . 


$1.2 Tchébychev 估计 


关于 r(z) 的 第 一 个 重大 突破 应 归功 于 数学 家 Tchébychev. 他 于 1852 年 
证 明了 以 下 估计 的 一 个 实效 形式 


(ei o1) < rz) < {c+o0} (2 > œ), 


其 中 cl = 1n(21/231/351/539071/30) ~ 0.921 29, co = cı ~ 1.105 55, 进而 证 明 
了 Bertrand 公设 : 每 个 区 间 Jn, 2n] (n > 1) 均 至 少 含有 一 个 素数 . 

将 用 一 个 简单 的 方法 证 明 下 述 结论 , 它 推出 Bertrand 公设 一 个 略 弱 的 形 
式 : 对 任意 € > 0, 存在 no = nole), 使 得 任意 区 间 Jn, (2 +e)n] (n > no) BY 
含有 一 个 素数 . 


© 其 证 明 不 用 Selberg 恒等式 ( 见 第 60 页 习题 75), 而 这 恰 是 绝 大 多 数 初等 证 明 的 关键 
之 处 . 


$1.2 Tchébychev 估计 -13- 


定理 1.3 In 24,78 


n Blon) n 
— < < —. 
me m tn) à {ma+ Inn Ife 


证 明 上 界 估计 由 以 下 经 典 结果 可 得 . 口 
定理 14 对 n>1, 有 


II»«^. 


psn 


若 暂 时 承认 该 结论 , MIHE t,1<t<n, A 


tr (m-(t) < [I p< qu. 


t«p&n 


取 对 数 后 得 
nln4 
Int DS 
选取 上 = n/(Inn)? 即 得 命题 结论 , 具体 数值 计算 留 给 读者 . 


定理 1.4 的 证 明 对 ”归纳 . 不 妨 设 n > 3. À n 为 偶数 , 则 不 能 是 素 


数 , 故 
]1z= I] »s47 «^. 


pin p&n-1l 


E n 是 奇数 , 设 n = 2m + 1. 我 们 的 推理 基于 全 体 n 阶 二 项 式 系数 . 由 
(^1) = (2m + 1)!/ml(m + 1)! Al 


( II p) | y ) < 于 22m+1 ~ 4m, 
m 
m+l<p<2m+l 


其 中 不 等 号 之 所 以 成 立 ， 是 因为 在 (1 + 1?) 的 二 项 式 展开 中 ， 
(204) = Pm) 出 现 了 两 次 . 对 mm 二 1 <n 用 归纳 假设 , 得 
ll»» I] > I] »s4"4-«4;, 


p&n pSm+1 m+l<p<2m+1 
定理 得 证 . 5 


定理 1.3 的 下 界 估计 将 由 Nair (19822, b) 的 一 个 极 简 单 而 有 效 的 方法 得 
出 . 它 基于 不 等 式 


n(n) < 


n(n) > (Ind,)/Inn (n 2 2), 
其 中 d, 表示 1,2,...,n 的 最 小 公 倍数 . 事实 上 , 若 p" || dn, 那么 存在 m < n 
使 得 p" | m. ATLA p" <n, H 


d, = II w” < J[n=nr™, 


psn, p" ||dn p&n 


这 等 价 于 上 述 不 等 式 . 欲 证 的 结论 于 是 由 下 述 定理 可 得 . 
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定理 1.5 (Nair) WT n27, A dn > 2”. 
证 明 Nair 的 主要 思想 是 考虑 积分 


1 
I(m,n) 一 i g"-l(1—z)'7" dx (1 € m & n). 
0 


一 方面 , (1 — z)^- 的 二 项 展开 式 说 明了 (m,n) 是 一 个 分 母 整除 dn 的 有 理 


数 (n—-m\ 1 1 
Ifmn)= M C1 ; Jr 


O<j<n—m 


另 一 方面 ，T(m,m) “很 小 ", 甚至 容易 计算 它 的 值 . 注意 到 对 任意 y,0<y<1， 
有 . 


y n—1 y™ lI(m n= /ere ds = » ies 
m—1 t ù , 


n 
l&msn 


IKMN 
从 而 
TL 


Nmn) =1/n("~ 1) = 1/m( 7) (1<m<n). 
这 说 明 对 1< mn 有 m(®) | dn, 这 样 


2 1 2 
"(7 | don | done: H (n+ »( p ) = (2n + »(7) | dant. 
由 于 ”和 2n+1 互 素 , 得 
n(2n + 1) ee | dant: 


最 后 , 因为 (27) 是 (1 + 1D)2n 展开 式 的 (2n + 1) 个 二 项 式 系数 中 最 大 的 一 项 ， 
所 以 


don41 2 nA” (n 2 1), 


从 而 
don41 之 2.4” = gare (n 之 2)， 
且 
don+2 > dany1 > 471 (n > 4), 
这 对 于 n > 9 证 明了 结论 中 的 不 等 式 dn > 27. 容易 验证 , XP T n = 7 和 
n = 8, 不 等 式 仍 然 成 立 : dz = 420, dg = 840. CO 


$1.4 Mertens 第 一 定理 . 15 ， 


81.3 n! 的 p 进 赋值 

对 于 素数 p 来 说 , 所 谓 p 进 赋值 , 是 指 把 正 整数 ” 映 为 其 素 因 子 分 解 中 
p 的 寡 次 的 数论 函数 , 记 为 v. 后 文中 将 用 到 下 面 简 单 的 定理 . 

定理 1.6 对 任 一 素数 p, 有 | 


vp(n!) = y |n/p* | (n > 1). 


k>1 
Æ Bk (nn)/Inp 时 ,和 式 的 通 项 为 零 , 故 为 有 限 和 . 
证 明 有 


wine» we» Ss de». 3, À 


mtn mn  1<k<v,(m) k21 m<n,vp(m)>k 
最 后 一 项 内 部 的 和 式 等 于 不 大 于 n 且 被 p 整除 的 正 整 数 个 数 , 从 而 等 于 
In/p* |. 这 样 便 得 到 要 证 的 表达 式 . 口 
推论 1.7 对 任意 素数 p, 有 
icons + ET (n > 1). 


这 是 定理 1.6 以 及 对 任意 实数 z 成 立 的 区 间 估 计 z — 1 < |z| < x 的 直 
接 推论 . 


§1.4 Mertens 第 一 定理 
相对 于 n(x), 某 些 依赖 于 不 超过 z 的 素数 的 值 具 有 较 易 掌握 的 渐 近 性 质 ， 
特别 是 下 述 定理 中 估计 的 表达 式 . 
定理 1.8 (Mertens 第 一 定理 ) 31 222,78 
In p 


` ps = Inz + O(1). 


psz 
ASH, 上 式 中 的 O(1) 项 取 值 在 开 区 间 ] —1—1In4,In4[ 中 . 
注 ImA4z138629. 


证 明 用 两 种 方法 对 n= |x| 计算 In(n!). 
一 方面 , 在 推论 0.5 中 见 到 


In(n!) 2 nlnn — n -- 1- 9,1nn, 
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其 中 0 < 93, <1. 
另 一 方面 , 由 n! 的 素 因子 分 解 得 


Inn! = ` Up(n!) In p, 
pgn 


由 推论 1.7 知 
np np 
Inn! « n — +n 
3 9 


a £c. plp- 1) 


Inn! > nx ap — 》 mp. 


psn psn 


由 定理 1.4, 最 后 一 个 关于 p 的 和 式 不 超过 n1n4, 所 以 


In p 
n —-nin4<ninn-n+(l+Iinn) <nlnn. 
>. (1--Inn) 


pan 
从 而 | 
SE = ST <émn+im4<mz+im4. 
Le À cn d 
pKa psn 
另外 ， 
Sa mcm 
2 PE — 1) nac 
«Y 3 at _ rat = In4, 
r21 27-1<m<2r m(m 一 ) r>1 
由 此 得 出 T 
nS P e nln4» nlnn- n4 1, 
pín 
最 后 得 到 
Inp 1 
>》 — >inn+--—(1+1n4) > Inz — (14+ 4), 
P&Z p 2 
定理 得 证 . 口 


81.5 ”两 个 新 的 渐 近 公式 


从 概念 上 讲 , Mertens 第 一 定理 异 于 Tchébychev 估计 . 它 给 出 素数 集 上 
一 种 加 权 和 的 等 价 形式 . 从 某 种 意义 上 说 , 它 是 以 素数 定理 (对 应 于 权重 为 常 
数 1 的 情形 ) 为 核心 的 一 系列 结果 的 原型 . 


81.5 ”两 个 新 的 渐 近 公式 . 17 ， 

以 下 将 看 到 定理 1.8 蕴涵 同类 型 的 其 他 一 些 结果 . 特别 地 , 它 可 以 导出 表 
达 式 
Yi o" e-i 


pla P P&I P 


的 估计 . 首先 说 明 这 两 个 量 之 间 的 密切 联系 . 


定理 1.9 令 co := C" _ 3 ~ 0.315 718. LA, x 22 
有 


-a{/ (1-5) -+ 


Dr 
LP 9 = V(x) c]0, 11. 
证 明 ”利用 co 的 表达 式 得 到 题 设 公 式 , 其 中 


oc = 2e DE {i (5 =) - =) 
2(z — 1 =l gc 
DE Y w^ < Yeni) < Lewes) NST 


p>z k22 >T 2p(p 


N 是 大 于 r 的 最 小 整数 . 于 是 证 明了 要 求 的 估计 . 口 
定理 1.10 存在 常数 cl, 使 得 对 zz>2 有 


D= Ingo +e +O(—). 


pK 
另外 , Tit Landau 记号 中 的 常数 为 不 大 于 214 In 4)(« 5) 的 数 . 
注 ” 用 后 面 的 定理 112 容易 得 出 c; 的 数值 逼近 , 有 
Cj = ^y — Co £e 0.261 497. 


证 明 ”由 Mertens 第 一 定理 , 对 +>2 有 


R(t) =} E esi (ij 


pet 


232 


Dif ux > 2)= [a +f dR(t) 
E: >_ Int P» tint Jo Int 


R(r) _ R(2-) | R(x) 
- 十 


= — In22 
P mi E Inz In 2 t(Int)? 
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其 中 对 含有 R(t) 的 积分 用 了 Abel RAE. 
令 R:= SUD( o 2— | R(t)]. 由 定理 1.8 的 上 界 估 计 知 


R(z) aye R(t) «| '2ROQ20m4) 


Ing t(Int)? | ~ Inz In x 
* ^ AR(t) 
a =-im2+1+ | Ein De d^ 
即 得 欲 证 的 公式 . 口 
定理 1.11 分 别 令 co 和 cl 为 定理 1.9 和 定理 1.10 中 定义 的 常数 . 对 
r22/ 


(ata) 
re 


PRT 


这 是 定理 1.9 和 定理 1.10 的 直接 推论 . 


81.6 Mertens 公式 


Mertens 第 二 定理 , LA "Mertens 公式 ”著称 , 具体 地 算出 了 定理 1.11 中 
出 现 的 常数 . 

定理 1.12 (Mertens 公式 ) 沿用 81.5 的 记号 , 有 co +cl = y, KP 7 
是 Euler 常数 . 从 而 


有 


证 明 对 oc>1, 令 
Qo) := 


由 求 和 与 积分 的 比较 容易 得 到 
(1 + 0) = - +00) (o0) 


另外 
D sug IQ- cu) <l +o) 


n[r pKa 
这 是 因为 上 式 中 对 p 的 乘积 等 于 和 式 Droi en/mlit+", RPE ”的 所 有 素 因 
子 都 不 大 于 z, en = 1; 否则 en = 0. 令 r 趋 于 无 穷 , 即 得 著名 的 Euler A5 


6(L+o)= I (a - as) | 


$1.6 Mertens 公式 «19^ 


现在 考虑 函数 
f(c) =Inc(1 +9) ae => Hes) = He) 


pi? 


由 于 和 式 的 通 项 为 正 且 不 大 于 1/p(p — 1), 级 数 f(o) TE e > 0 时 一 致 收敛 . 
特别 地 , 级 数 的 和 在 0 点 连续 , 亦 即 


lim f (0) = f(0) = co. 
以 下 将 Fo) 的 两 项 分 别 变形 . 一 方面 


In (1 +o) = In {1/0 + O(1)) = In(1/o) + O(c) = In ( 


- x) + O(c) 
= Leen +010) = ] an) +00), 


其 中 i 
lgnct 
FFE Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 知 
Inc(14-0) — c ji e7% H (t) dt + O(a). 
1 
另 一 方面 , 记 Plu) := Y c, 1/p, W 


1 ™ dP(u) Edo EE 
Va) T e cue du = 0 | e P(e’) dt. 


f(c) = J E e-**(H(t) — P(et}) dt + O(o). 
而 由 定理 0.8 可 知 
H(t)=Int+y+O(l/t) (t21), 
又 由 定理 1.10 知 
P(e*) 2Int-cG--O(1/t) (t21), 


MX 0 < o <5 À 


f(o) = of {7 一 cl 十 o( ==)” dt + O(c) 
dt 


=y-a+0(o+0 f qur) = y — & +O(oln(1/0)). 


最 后 得 到 co = f (0) = y — c1, 定理 得 证 . 口 
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$1.7 Tchébychev 的 另 一 定理 


Tchébychev 证 明了 , À r(z) ~ cx/ mnr, 那么 常数 c 必然 等 于 1. 
定理 1.13 
T(z) n(x) 


< 1 < lim sup 


lim inf 


z—o0 z/ nz "s I—oo z/Inx 
证 明 ”两 个 不 等 式 证 明 的 方法 类 似 , 只 证 左边 的 不 等 式 . 令 


c (a) 


z/lnz 


£ := lim inf ; 


对 每 个 > 0, 存在 zo = zole) > 2, 使 得 


r(t) > (=e) (Œ> zole). 


In 
这 说 明了 对 x > zo 有 
1 *dr(t) (x)  m(zxo) z z 
ps ae ee aaa +f moe 2 dt 


> -14-9 f m > (£ — £) ln z + Oe(1). 
由 定理 1.10 Al Z— e « 1. mM e 可 以 任意 小 , MU £ « 1. 口 


注 记 


81.2 Erdős 和 Kalmar 于 1939 年 分 别 独立 地 得 到 了 本 书 中 定理 1.4 的 证 明 . 
素数 定理 推出 对 任意 ce.> 0, 有 


I] peU*9" (n> no(e)). 

psn 
然而 有 必要 得 到 像 定 理 1.4 那样 一 致 的 ( 即 不 含 对 ”的 限制 的 ) EF. 在 该 方 
向 上 Hanson 于 1972 年 证 明了 


Il»s? (22). 
psn 
对 于 r(z) 以 及 Tchébychev 函数 (参见 83.6) 的 数值 区 间 估 计 可 参考 
Rosser 和 Schoenfeld (1962, 1975) 以 及 Schoenfeld (1976). 例如 有 


x 1 £ 3 
= a PE > 52). 
nz m) < rz) < zt 2 (z 2 52) 


2] 题 21: 


Nair (1982a) 发 展 的 用 来 证 明和 定理 15 的 思想 并 不 新 颖 : 参见 Gelfond 


(1946). Gorshkov (1956) 证 明了 对 一 元 多 项 式 使 用 该 方法 不 能 得 到 素数 定理 . 
他 还 给 出 了 这 种 方法 能 得 到 的 最 好 结果 的 数值 估计 . Bernardo (1981) 
具体 化 了 这 些 估计 . Nair (19826) 给 出 的 推广 则 是 全 新 的 思想 , 由 之 可 得 到 非 
常 精确 的 区 间 估 计 . 原则 上 讲 , 它 应 该 可 以 推出 素数 定理 . 


对 r(z) 的 传统 “Tchébychev 型 ” 区间 估计 的 证 明 , 可 参见 习题 16~20. 


习题 


10. 用 归纳 法 证 明 任何 大 于 1 的 整数 可 写成 素数 的 乘积 . 
11. (a) 设 了 是 Z 的 一 个 理想 (EN Z 的 在 乘 以 Z 的 任 一 元 素 下 保持 稳定 的 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


加 法 子 群 ). WEH I = KZ, 其 路 是 了 中 的 最 小 正 元 素 . 
(b) 设 m,n eZ. 证 明 mZ + nZ & Z 的 理想 . 
(c) i d= (m,n) Em Al n 的 最 小 正 公 因子 , 证 明 Bachet (1624) 定理 
(其 错误 叫 法 “Bekzout 定理 ”较为 有 名 ) : mZ + nZ = dz. 
Euclide 第 一 定理 . 设 a,b € Z, p 是 素数 . 假设 p| ab H pta. 用 Bachet 
定理 证 明 存 在 u,v € Z 使 得 up + va = 1, FHE p |b. 
用 Euclide 第 一 定理 结合 归纳 法 证 明 算 术 基 本 定理 : 不计 因 子 顺序 , 大 于 
1 的 整数 的 素 因子 分 解 是 唯一 的 . 
Wt pn 为 第 n SRB, dn := Pny 一 pn， 承认 素数 定理 的 最 简 形式 : 


_r(x)  z/lnz (x 一 oo), 证 明 以 下 命题 . 


Pn ~ nlnn (n — oo). 
=> d,/Inn~ x (x 一 oo). 
(c) lim in (d,/Inn)<1< lim iSup (d,, / In n). 
(d) 对 任意 à > 0, 存在 一 个 单调 递增 整数 列 A = {mnz} 使 得 


Pn; ~ aj (j — o9). 
(e) 形 如 p'/p (p 和 均 为 素数 ) 的 有 理 数 在 [0,+co[ 中 稠密 . 
证 明 素 数 定理 的 强 形 式 r(z) = z/Inz + O(z/(In z)?) (x > 2) 可 推出 级 数 
per L/pi+ 的 收敛 性 . 
设 {ar}, 为 非 负 数列 . 假设 


B(a): = 》 as|z/n| = zinz + Cz + o(x). 
nr 
证 明 Shapiro (1950) 的 Tauber 型 定理 : 存在 两 个 正常 数 a 和 B, 使 得 
oz € A(x) := Vince an <S Bz (x > Zo). 
确定 a 和 68. 的 值 . 讨论 仅 有 条 件 B(x) = zInz--O(z) 时 的 情形 . [ 提 
示 : 可 考虑 A(x) — A(z/2), 并 利用 函数 u [ul — 2|u/2] 的 性 质 ]. 


17. Mangoldt Hak. Æ n = p", $ Aln) := np; Bn PERADIS 
A(n) := 0. 证 明 
(a) am A(d) = Inn, 
(b) Jugez A(d)|z/d| = zInz — z + O(Inz) (x > 2). 

18. 用 前 两 个 习题 的 结论 证 明 y(z) := Dnes A(n) 满足 


ar < yr) Br (z> 20), 


并 确定 两 个 正常 数 a 和 8 的 值 . 
19. 用 习题 18 的 结论 证 明 存 在 两 个 正常 数 a 和 b (并 确定 其 值 ) 使 得 
ar/lnz < z(z) <bx/Inxr (x 22)9 
20. Tchébychev 估计 . Ut M > 1 H h 是 数论 函数 , 使 得 
(i) h(1) = 1, Em- h(m)/m = 0, 
(ii) X(z) := OM h(m)|z/m] € [0,1] (x €R). 
证 明 在 习题 16 的 假设 下 , 对 足够 大 的 z 有 
(H —e)x < A(z) < (—H $ e)z, 
其 中 H := => Sone h(m)ln m/m H a 是 使 得 在 1 和 x < a Hf x(z) =1 
的 最 大 整数 . 选取 怎样 的 h 时 , 这 相当 于 Shapiro 的 Tauber 型 定理 ? 证 
明 


M =6, h(1) =h(6) =1, h(2) = —1, h(3) = —2, h(4) = h(5) =0 
的 组 合 可 推出 Bertrand 公设 . 用 Tchébychev 原来 的 构造 


M = 30, h(1) = h(30) = 1, h(2) = A(3) = h(5) = —1, 
h(m) = 0 (m = 4 3X 6 < m < 29) 


证 明 对 y(x) 的 Tchébychev 估计 . 
21. 由 Bertrand 公设 推出 存在 无 穷 多 个 素数 , 其 十 进 制 表示 首位 数字 为 1. 
22. 证 明 仅 由 Bertrand 公设 便 可 推出 对 任意 n > 1, Hn = Yee l/m 不 
是 整数 . 通过 考虑 2 的 寡 给 出 这 一 结论 的 另 一 证 明 . 
23. 沿用 习题 17 及 习题 18 的 记号 . 
(a) WH Oc, Inn/n = $(Inz)? +01) (z 2 1). 
(b) 证 明 
yis. | YO ac, YE va (x > 1). 


nir 


@ 精确 的 Shapiro 的 Tauber 型 定理 可 导出 素数 定理 的 一 个 初等 证 明 , 参见 Smith (1980). 


2] 题 - 23 - 


(c) 承认 以 下 素数 定理 的 强 形式 : 


(1.1) p(x) = z + O(z/(ln2z)}) (zz1). 
证 明 存 在 常数 A 使 得 
(1.2) D 28) mr + A o1) (x — oo). 


niz 


(d) 利用 习题 17(a) 中 的 等 式 , 证 明 


2 ` a2 = (Inz) +2(A+y)Inz+o(Inz) (x — oo), 
并 推出 A = -7 
24. 证 明 由 估计 (1.2) 可 推出 素数 定理 . 
25. 证 明 由 素数 定理 的 强 形式 (1.1) 可 推出 如 下 渐 近 关系 : 


(1.3) D = nz —y + e(1), 


PRT 


其 中 字母 p 表示 素数 
反之 , 证 明 (1.3) 可 推出 素数 定理 . 
26. 证 明 (1.1) 形式 下 的 素数 定理 可 推出 等 式 : 


"bea ae 


æ(1+e) 
可 利用 习题 23 (A. 通过 值 | 79 Ode? 0 < e < 1 来 研究 
Hob el | 

27. 是 否 任 何 正 整数 都 可 通过 改变 其 十 进 制 表示 中 某 一 位 数值 而 成 为 一 个 素 
数 ? 

28. 证 明 lims_,w scp<zs l/p = In2. 从 中 推出 , 当 x 一 oo 时 不 超过 z 的 
正 整 数 中 最 大 素 因 子 大 于 其 平方 根 的 那些 整数 占有 一 个 正 的 比例 . 还 能 
得 到 更 精确 的 结论 吗 ? 

29. 用 p 和 q 表示 素数 . 应 用 Mertens 第 二 定理 证 明 存 在 常数 a 使 得 


> Le (Ina z + a)? + o(1) + O(S), 


pa<z 


其 中 5:= Y In Gan 证 明 S 作为 z 的 函数 有 界 . 通过 
p&z/2 


1 
Pı’ Pk 


Pi PkIT 


的 渐 近 估计 (k 固定 而 x 一 co) 来 推广 上 述 结论 . 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
37. 


38. 
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形 如 p, 8p 一 1 和 8p 十 1 的 三 个 自然 数 可 否 同 时 为 素数 ? 可 选取 适当 的 整 
数 m 并 研究 模 m 剩余 类 . 
Mersenne 素数 . WEHA 2^ — 1 是 素数 , 则 k 亦 然 . 
证 明 存 在 无 穷 多 个 形 如 4n + 3 的 素数 . 可 考虑 N =4-n!-1. 
确定 使 pP + 2 为 素数 的 所 有 素数 p. 
证 明 形 如 Ak + 1 的 整数 的 乘积 仍然 具有 Ak + 1 的 形式 , 并 推出 存在 无 穷 
多 个 形 如 4m — 1 的 素数 . 可 考虑 整数 n= 4p1…:pr — 1, 其 中 p; 是 形 如 
4m — 1 的 最 小 的 7 个 素数 . 
证 明 存 在 无 穷 多 个 素数 形 如 6m — 1. 可 考虑 n= (p p)? +4, 其 中 p; 
是 具有 该 形式 的 最 小 的 r 个 素数 . 
Wt keN*. 构造 整数 N, 使 得 其 后 个 数 都 是 合 数 . 
平方 剩余 类 . 设 p 是 奇 素数 . FAQ, 表示 (Z/pZ)* 中 平方 剩余 类 之 集 , IP 
即使 方程 x? = a (mod p) 有 解 的 元 素 a 组 成 的 集合 . 

(a) 证 明 若 9 是 (Z/pZ)* 的 生成 元 , BBA Q, RE 9 的 偶数 次 震 构 成 的 

RA, 从 而 得 到 |@,| 的 值 . 

(b) 在 本 问题 中 将 不 用 (Z/pZ)* 是 循环 群 的 事实 来 重 证 上 述 结论 . 

(D 证 明 方程 z? = a (mod p) 在 (Z/pZ)* 中 无 解 或 有 两 个 解 . 

D 完成 命题 的 证 明 . 
Legendre 符号 . 沿用 习题 37 的 记号 和 假设 . 对 a € Z/pZ, 令 


1, À a € Qp, 
(2) = < 0, # a = 0 (mod p), 
-1 AW ERE. 


(a) 证 明 Q, 是 从 (Z/pZ)* 到 自身 的 乘法 同 态 x z0-97 的 核 . 

(b) 推出 (alp) = a(?-9/? (mod p) 对 任意 a € Z/pZ RA. 

(c) (—1) 何 时 是 模 p 的 平方 剩余 类 ? 

(d) 设 pi... . ps 是 形 如 4m+1 的 最 小 的 大 个 素数 . 考虑 N — (pi - px)? +1 
并 得 出 存在 与 它们 相 异 但 同型 的 素数 per, 从 而 得 出 存在 无 穷 多 个 
形 如 4m + 1 的 素数 . 


39. i*p 是 奇 素数 日 m 和 n 是 整数 . 将 Legendre 符号 推广 到 整数 集 上 : 当 


n € Z, n = a (mod p) 时 令 (n|p) = (alp). 

(a) 计算 S, := Vocjcp G + nlp). 

(b) 计算 Tin := Yos; (mj + nlp). 

(o) 计算 Un = Dosicp GG e r)lp). 可 引进 从 (Z/pZ)* 到 自身 的 把 i 
映 为 其 模 p 剩余 类 逆 了 的 映射 

(d) 利用 习题 38 (b) 的 结论 证 明 :车 (n,p)=1 那 么 于 ocy<p(++n 轩 = 一 1. 


习 题 - 25 - 


40. Euler fe Gauss. Euler 证 明了 (2lp) = (—1)(9 - 9/8 而 Gauss 证 明了 二 次 
ERE; 


(£) a -(-1097967/ (p> 2, 022, ps g). 
以 下 是 一 些 应 用 : 
(a) B p 是 形 如 4m + 1 的 素数 . 证 明 m™ = 1 (mod p). 


(b) 对 怎样 的 素数 p, 方程 x? — 3 = 0 (mod p) 有 解 ? 
(c) 对 怎样 的 素数 p, 方程 r? — 5 = 0 (mod p) 有 解 ? 


82.1 ”定义 


所 谓 数论 函数 , 是 指 N* = {1,2,3,...) 上 的 复 值 函数 ， 有 两 类 数论 函数 
尤其 重要 : 加 性 函数 和 乘 性 函数 . 倘若 数论 函数 S 满足 


(2.1) f(mn) = f(m) - f(n) (Æ (m,n) 2 2), 
便 说 它 是 加 性 的 ; ES f(1)—1H 
(2.2) f(mn) = f(m)f(n) Œ (m,n) = 1), 


则 说 它 是 乘 性 的 , 其 中 条 件 f(1) = 1 是 为 方便 计 而 在 乘 性 函数 类 中 排除 恒 零 
函数 所 采取 的 约定 了 . 

引入 上 述 概念 的 主要 目的 在 于 , 加 性 函数 或 乘 性 函数 保持 了 N 的 乘法 结 
Mj, 即 任 一 整数 在 这 样 的 函数 下 的 像 可 写成 它 的 素 因子 分 解 中 出 现 的 素数 的 
FEAR ABR. 这 样 , 对 加 性 或 乘 性 函数 , 有 


fn)2M fo") 或 f(n)= I] FO”). 
p" |n p" in 
如 果 (2.1) (相应 地 ，(2.2)) 对 未 必 互 素 的 整数 对 也 成 立 ， 也 就 是 说 
f(p^) = vf(p) CABLE, f(p") = F), 则 说 f 是 完全 加 性 的 (相应 地 , 完 
全 乘 性 的 )， 若 除了 条 件 (2.1) (相应 地 ，(2.2)) Sh, f WBE fp”) = fip), 
Wy > 1, 则 说 f 是 强加 性 的 (相应 地 , 强 来 性 的 ) 
© 应 与 $47 中 Selberg 的 定义 比较 
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$2.2 BIF 


下 列 经 典 的 数论 函数 定义 了 与 乘法 结构 有 关 的 一 些 基 本 概念 
e n 的 素 因 子 个 数 (计算 或 不 计 重 数 ) 
Q(n) := ` V, w(n) := >. 1= Vi 

p" |in p" |n pin 

e. 因子 个 数 或 因子 的 KREAM 
T(n) := 5 1, ax (n) := 5 d* (k € C). 
d|n d|n 
习惯 上 记 o1(n) = o(n). 

e Euler 示 性 函数 , 即 模 ”的 可 逆 剩 余 类 数 

pn):= > L 

1&hgn, (h,n)=1 

e Mobius ŽK 


(-1)°™, An 无 平方 因子 ， 
p(n) := 


e Mangoldt 函数 @ 


Inp, 4 n=p", 
A(n) := 
人 E ”不 是 素数 的 宕 . 


从 定义 即 可 看 出 , Q 和 w 是 加 性 的 , 前 者 是 完全 加 性 的 , 而 后 者 是 强加 性 
BY. r(n) 的 情况 则 不 那么 显然 . n 的 因子 是 那些 形 如 


d=] |p”, 0 < ap € vp(n) 
pin 
的 数 , 从 而 有 
T(n) — a [CO 4 1). 


p|n 


这 样 得 到 下 述 命题 . 
定理 2.1 因子 个 数 函 数 是 乘 性 的 . 有 


T(n) = I] (v + 1) (n > 1). 


p" |n 


© 在 $2.6 中 将 给 出 A 的 另 一 定义 , 容易 证 明 它 与 上 述 定义 等 价 . 


$2.3 ”形式 Dirichlet RA . 29 - 


以 后 再 讨论 Euler 示 性 函数 和 cx 函数 . 先 看 Mobius 函数 的 情形 . 有 
—1, @v=l, 
pp") = 
0, iv» 1, 
容易 验证 p(n) = [ln ip"). 
定理 2.2 Mobius MALE À BK. 


§2.3 ”形式 Dirichlet WH 


研究 数论 函数 的 一 个 关键 工具 是 Dirichlet 级 数 . 在 第 二 部 分 中 将 较为 系 
统 地 研究 它 . 这 里 只 指出 一 些 用 形式 Dirichlet 级 数 描述 起 来 比较 方便 的 数论 
函数 的 代数 性 质 . 


定义 2.3 设 了 为 数论 函数 , 称 形式 级 数 
D(fss) = 102 

为 f $875 X Dirichlet BA. 
两 个 形式 Dirichlet 级 数 的 和 或 积 可 自然 地 定义 为 


(2.3) D(f;s) + D(g;s) = 2E 0 

(24) D(fis)D(gs) = Y #0, 

其 中 

(2.5) hin) = Y; Fat, 
dd'=n 


形式 Dirichlet 级 数 乘法 的 定义 与 下 列 形式 计算 一 致 : 
y £e 5-30 - 2 D = is Y^ f(m)e(8). 


mzzl k21 k21 km=n 


容易 验证 , 所 有 形式 Dirichlet 级 数 的 集合 以 及 前 述 两 种 运算 构成 一 个 交 
fh 2 X5, 其 单位 元 是 对 应 于 数论 函数 


的 形式 Dirichlet 级 数 
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82.4 数论 函数 环 


数论 函数 和 形式 Dirichlet 级 数 之 间 的 对 应 关系 诱导 数论 函数 集 上 的 一 
个 加 法 (+) 结构 和 一 个 乘法 (*) 结构 , 其 基本 性 质 分 别 为 


D(f +g;s) = D(f; s) + D(g; 8), 
D(f * g; s) = D(f; s)D(g; s). 


于 是 有 (f+ g)(n) = f(r) + g(n) 及 (f * g)(n) = h(n), HP h Æ (2.5) 中 定义 
的 数论 函数 . 

运算 + FRA Dirichlet 卷 积 . 上 述 运算 给 予 数论 函数 集 A 一 个 交换 么 环 的 
结构 并 使 之 同 构 于 形式 Dirichlet RAM. Cashwell 和 Everett (1959) 证 明了 
它 是 唯一 因子 分 解 环 , 也 就 是 说 , 它 是 一 个 整 环 , 且 模 去 可 逆 元 组 成 的 群 的 作 
Him, 它 满足 算术 基本 定理 . 

fed 是 可 逆 元 的 一 个 充 要 条 件 是 f(1) £0. PXE, 在 这 个 条 件 下 , 由 
方程 组 


(2.6) D_f(n/d)g(d) -5(n)  (n21) 


d|n 
可 递归 地 算出 gin): 有 
g(1) = f), 
g(n) —f(0)? M f(/d(d (n>1). 
d|n, d«n 
反 过 来 , 若 f(1) 20, 那么 当 n= 1 时 方程 (2.6) 无 解 , 故而 f AAT. 

定理 2.4 KA OTE CLARA G 是 由 那些 满足 f(1) 40 的 数论 函 
数 f 构成 的 . 

A 中 的 元 素 x 是 素 元 当 且 仪 当 它 不 可 逆 且 x = use ZUR ux vo 可逆. 
容易 验证 , A 的 素 元 集 严 格 包含 满足 f(1) = 0 且 对 某 个 素数 p 有 f(p) 关 0 的 
函数 f 组 成 的 集合 , 见习 题 48 和 习题 49. 

乘 性 函数 都 是 可 逆 的 , 这 是 因为 按 定义 有 f(1) = 1. 下 面 的 结论 说 明了 
乘 性 函数 组 成 G 的 一 个 子 群 . 

定理 2.5 A 中 的 元 素 f 是 来 性 函数 的 一 个 充 要 条 件 是 它 的 形式 Dirich- 
let 级 数 可 展 成 Euler 型 无 穷 形式 乘积 , 亦 即 
(2.8) DE) =J] (1+ 35182). 


vs 
P v21 p 


(2.7) 
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这 个 结论 是 显然 的 , 因为 在 代数 上 关系 (2.8) 等 同 于 条 件 
fD=1 fm-[[f/eo) (n>1). 


p" |n 
定理 2.6 HAAR M 是 A 的 可 逆 元 素 群 G 的 一 个 子 群 . 
证 明 A f Al g MEM 中 的 元 素 , 由 形式 计算 立 得 关系 
f(p") g(p") h(p") 
D f D(g: = 1+ Fast 1 + teu oc 1+ we ’ 
dono (e) (o5) TT (HEM) 


y21 p 


其 中 
(2.9) h(p^-— M; f(y)g(p"^). 


O«j«v 


HE X. D(fss)D(g;s) = D(f * 9; 8), HILLS ERR E f x 9 等 于 (2.9) 
式 所 确定 的 乘 性 函数 , 

只 余下 验证 M PER f B3 f EMP. Xt 9 = f IH (2.6) Fn=1, 
继而 n = p" 的 情形 , 即 得 f(1) = 1 且 对 任意 素数 p 有 


(Cs 


所 以 | 
M (1+ > M) =1 = Ds) 9) 
Bk f 满足 条 件 (28), 由 定理 M Al f cM. i o 
4 1 为 使 得 
(2.10) ln)-1 (n>) 
的 数论 函数 . 显然 1 EREK, 并 且 对 每 个 n 2 1,78 
r(n) = > 1= 5 1(d)1(n/d), 


d|n d|n 
所 以 
(2.11) T=1#1 


由 定理 2.6, 这 给 出 了 r 是 乘 性 函数 的 另 一 个 证 明 . 
用 j 表示 恒 同 函数 , 即 


(2.12) jin)=n (n > 1). 
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显然 有 
(2.13) c —1xsj. 
这 说 明了 如 下 结论 . 
定理 2.7 “因子 和 ”函数 oln) PAM BK. 
注意 到 对 任意 参数 (无 论 是 实 或 复 的 ), 函数 
og(n) = 5 d = (13 j*)(n) 


d|n 


同样 是 乘 性 的 . 


$2.5 Mobius 反 转 公式 


对 任意 素数 p 及 任意 整数 v > 0, 有 


d | 1, #v=0 
(xup) = Du’) = | a = &(p"). 
0, & 


j-0 ) 


由 于 1*y 和 6 都 是 乘 性 函数 , 它们 必 相 等 . 
定理 2.8 Mobius 函数 是 函数 1 在 卷 积 下 的 逆 . 或 者 说 , 有 


(2.14) l*pg-—ó 
抑或 
1, X n-1, 
(2.15) SOE | 
d|n 0 #n>l. 


尽管 看 上 去 是 显然 的 , 但 (2.15) 有 诸多 应 用 . 特别 地 , CHAS TIA H 
发 点 , 见 84.2 与 84.3. 

在 具体 应 用 (2.15) 之 前 , 我 们 指出 可 以 用 定理 2.6 证 明 的 过 程 来 实际 计 
算 / 的 卷 积 逆 . 一 般 说 来 , 乘 性 函数 f A f 在 素数 的 军 上 的 值 被 形式 等 式 


(2.16) (1+ fene) (14 Y fone) = 1 


v21 vzl 


所 决定 . 这 在 估计 |f(p^)| 的 上 界 时 很 有 用 . 将 (2.16) 用 于 位 于 复 平面 上 使 
两 个 早 级 数 都 收敛 的 圆 盘 的 情形 并 用 Cauchy 积分 公式 便 可 得 到 上 界 估计 . 


$2.6 Mangoldt 函数 - 33 . 


定理 2.9 (Möbius 第 一 反 转 公式 ) iX f 和 9 是 两 个 数论 函数 . 下 列 条 


件 等 价 : 
(i) g(n) = S f(a) (n > 1), 
d|n 
(ii) f(n) = S ^g(d)u(n/d) — (n2 1). 
d|n 


证 明 条 件 (i) 等 价 于 g= f «1, 而 条 件 (ii) SOF f = gx*j. 由 (2.14) 
即 得 结论 . 口 

以 下 是 该 公式 在 实 变 函 数 情形 的 推广 . 

定理 2.10 (Mobius 第 二 反 转 公式 ) 4 F f G E[l, +o 上 定义 的 
BH. 以 下 两 个 条 件 等 价 : 

(i) F(z)= 3 G(z/m (x>1), 


n Ec 


(i) G(z) = > /n(n)F(z/mn) | (x21). 


nix 


证 明 ”只 证 (= (i), 其 着 命题 的 证 明 类 似 . 对 于 z > 1, 有 
2 u(n)F(z/n) = $ ^ n(n) $5 G(z/mn) = $ G(z/k) 2 um). 


nga nes “queen ka mn=k 

由 (2.15), 内 部 的 和 式 等 于 5(k), Be (ii) 成 立 . 口 
应 用 定理 2.10 于 G(z) 2 1 的 情形 得 

(2.17) 2 p(n)z/n| 21 (£21). 

这 暗含 了 

(2.18) Jim D em) = 0. 


n<LT 


在 83.6 中 将 看 到 , (2.18) 与 素数 定理 等 价 . 


$2.6 Mangoldt 函数 
习惯 上 用 A 表示 数论 函数 
(2.19) A:— pun, 


并 称 之 为 Mangoldt 函数 . 
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对 任意 整数 n > 1, 有 
A(n) = X a(d) In(n/d) = 6(n) lnn 一 Xud) lnd = — Ÿ_u(d) In d. 


din d\n din 
也 就 是 说 ， 
(2.20) A = —uln*1. 
另外 , 对 任意 互 素 的 整数 对 m,n, 由 (2.20) A 
A(mn) = — V > u(dt)ln(dt) = — V a(d) X 7 n(t)(Ind + Int) 


d|m t|n d|m tin 
= X a(d) {—8(n) lnd + A(n)) = 6(n)A(m) + 6(m)A(n). 
dim 


所 以 当 ”不 是 素数 的 寡 时 A(n) = 0. 由 (2.20) 得 


Inp, #n=p,v>l, 
0, Anp. 


(2.21) A(n) = 


下 列 的 Tchébychev 和 函数 在 解析 素数 论 中 非常 重要 : 
(2.22) v(x) := X A(n), 


nz 


(2.23) O(a) := X lnp. 


P<T 


由 定理 1.5 和 定理 14 可 知 分 别 有 估 计 @ 


(2.24) p(z) =In(ppem{n : n < z]) 2 |z|1n2 (x > 7), 
(2.25) v(x) X rln4 (xz > 2). 

从 (2.21) 立 知 

(2.26) %(z)= > V") (z>1) 


k>1 


其 中 对 固定 的 c, 和 式 是 有 限 和 : 24 2* > z 时 通 项 即 为 零 . 
7 © ppem 表示 最 小 公信 数 ， 主考 六 


$2.7 Euler 示 性 函数 - 35: 


定理 2.11 HŠ r22, À 


(2.27) p(x) = 9(z) + O(vz), 
(2.28) n(x) = el g (Ga) 


WEBB ”由 (2.25) 和 (2.26) 立 得 (2.27). 为 证 (2.28), 用 Abel 求 和 法 估计 
(x): 


(xr) = f Intdn(t) = x(x) ln z — [a x dt. 
1 1 
由 Tchébychev 上 界 估计 (定理 1.3), 上 式 最 后 的 积分 是 O(z/ In xz), 于 是 得 到 


要 求 的 公式 . 口 
推论 2.12 设 w 和 8 是 使 得 0<aw<ln2,6>ln4 的 两 个 常数 . 对 足够 
大 的 x, 有 
(2.29) oz < U(x) < W(x) < zr. 
这 是 定理 2.11 及 定理 1.3 的 直接 推论 . 


82.7 Euler 示 性 函数 
XIn21WUGEX y(n) AK n 可 逆 剩 余 类 的 个 数 . 这 样 有 
e(n)- 2, m,n)). 


ISm<n 


由 (2.14) 知 
p= nd0=->nd D 1-405 
m<n d|(m,n) d|n main d|n 
m z0 (mod d) 
(2.30) Q-—px Jj. 


特别 地 , Ap 是 素数 , WA 
plp”) = u(1)p" + u(p)p^ ! = p” (1 一 =). 


这 样 就 证 明了 如 下 定理 : 
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定理 2.13 Euler FEAA p 是 乘 性 函数 , 且 对 任意 整数 n>>1 有 
1 
(2.31) | p(n) =n pee 
IG-;) 


注意 到 每 个 有 理 数 h/n 可 唯一 地 写成 h/n = ald 的 形式 , 其 中 d 整除 n, 
(a,d) = 1. 由 此 可 得 上 述 结论 的 另 一 证 明 . 事实 上 , 对 任意 实 变 函 数 F, 有 


(2.32) > F(h/n)-2 M M; F(a/d). 
1l<gh<n din 1<a<d 
(a,d)=1 


将 该 等 式 用 于 F(c) = 1 的 情形 , 即 得 
(2.33) n= 5 9(d), 


d|n 
DRED j = 1x. 由 (2.14) 便 得 欲 证 的 结论 . 
用 容 斥 原理 ( 见 如 下 注 记 ) 容易 得 到 定理 2.13 的 第 三 种 证 明 . 


注 记 


82.4 关于 数论 函数 环 的 其 他 性 质 可 参见 Shapiro (1972). 
$2.5 FEH. Mobius 反 转 公式 的 基本 形式 1*/ = 6 的 一 个 纯 组 合 版 本 
便 是 容 斥 原理 . 其 表述 为 : 

设 A 是 基数 为 N HARK, P = ((0),..., (k)) 是 一 组 性 质 . AP 的 任 
—-fF I, 用 4(T) 表示 A 中 满足 I 中 所 有 性 质 的 元 素 个 数 . ASAP) 表示 
A 中 不 满足 P 中 任 一 性 质 的 元 素 个 数 . 那么 有 


k 
(2.34) S(A,P) =N +Y (-1) M. AQ). 
s=1 ICP 
|I|=s 


对 任意 A 中 元 素 a, m(a) 为 a 满足 的 P 中 性 质 的 个 数 , 0 < m(a) < k. 
用 这 样 的 记号 容易 直接 证 明 等 式 (2.34). 亦 可 间接 地 证 明 它 , 方法 如 下 : 
422p < pa <… € px 为 最 小 的 上 个 素数 并 令 
pes I] Pj- 
1<j<gk 
对 任意 € A 指定 整数 F(a) = Tae) pj, 其 中 记号 “ae G)" 表示 a 满足 条 
件 (9), 这 样 有 


S(AP)-5*3F()-5 > phd=>Ud > 1 


ac A a€A d| F(a) d|P acA 
F(a)=0 (mod d) 


À d= || p, Æ 
(EI 
u(d)-(-1" 及 > 1=4(7), 
ac A 
F(a)=0 (mod d) 
由 此 即 得 (2.34). 
习题 


41. 令 C(s) JJ Riemann ¢- 函 数 , 即 数论 函数 1(n) = 1 (n > 1) 的 形式 Dirichlet 
级 数 . 用 5(s) 表示 下 列 数论 函数 的 形式 Dirichlet 级 数 : u(n), u(n)?, p(n), 
a(n), T(n), 2409, Aln). 得 到 的 等 式 分 别 对 应 于 哪些 卷 积 关系 ? 

42. 证 明 对 任意 整数 m> 1, 有 2209 < r(n) « 2909. 

43. 证 明 对 任意 整数 n> 1, 有 6n?/z? < o(n)p(n) < n°. 

44. 证 明 任意 整数 n > 1 可 唯一 地 分 解 成 n= qm? 的 形式 , 其 中 q 没有 平方 
p id Q(z) 为 不 超过 z 且 不 含 平方 因子 的 正 整 数 个 数 , 证 明 

) zj= ge/m — (21) 
mem 
b) Qa) = E ud)z/P] (21) 


dg& Vi 
(c) Q(z) = 6z/n^ O(/z) (zx>1). 
将 上 述 结论 推广 到 “k- 自 由 数 ” 的 情形 ， 所谓 &- 自 由 数 , 是 指 满足 
p|n ptn HERR n. 
45. Ramanujan 和 . 定义 Ramanujan 和 c, (m) 为 


em): E ehmm) (mn>1) 
1«h&n, (h,n)=1 

其 中 e(u) := e?" (ue R). HX m21,n21/8 
(a) alm) = > undd, 

d|(m,n) 
(b) e(m) = u(t)e(n)/w(t), HEP t = n/(m,n), 
并 从 中 得 出 

win) = Y; eh/m (n>). 


1<hÇ<n 
(h,n)=1 


证 明 对 固定 的 m, c (m) 是 ”的 乘 性 函数 . 可 否 直接 证 明 该 结论 ? 
46. ^ f Jy R^ 上 的 函数 ,使 得 
>》 |f(ma)|r(m) < oo 


m21 
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令 g(x) = Limi f (mz). WEB] f(x) = Zn>1 M(n)g(nz). 逆 命 题 是 否 成 
L? 


47. 定义 数论 函数 R(n) 为 
R(n) := |{(d,d) : d2 1, d 21, n= (d,d!])]. 


(a) 证 明 R(n) 是 关于 n 的 乘 性 函数 . 
(b) 计算 >_ din R(d) 并 给 出 (a) 的 另 一 证 明 . 
(c) 证 明 形 式 Dirichlet 级 数 F(s) := 22d dl[dd] * 可 写成 C(s) B PR 
数 . 
(d) HE La sillas del 的 一 般 情形 
48. 令 /为 实 值 数论 函数 . 假设 存在 两 个 素数 p 和 4 使 得 f(pa)? < 4f(p*) F(a”). 
WR f 或 者 是 可 逆 的 , 或 者 是 实 值 数论 函数 环 A. 的 素 元 . 
49. 设 f 是 复 值 数论 函数 且 f(1) = 0. 
(a) 证 明知 f=uxu H u, vv 不可逆, 那么 对 任意 素数 对 (p,q), 方程 


z? — f(pq)z + f(p”) f(q*) = 0 


的 解 是 u(p)v(q) 和 u(a)v(p). 
(b) 用 gí(p,a) (21,2) 表示 形 如 


gi(p,q) = f (pq) + V f(pa? — 4f(p2)f(q?) 


的 复数 (预先 选 定 了 一 个 虚数 单位 ). 证 明 若 存在 四 个 素数 p, q,r, s, 
使 得 16 个 形 如 


gi(p, q) gx (q, s) 
(i, j,k, = 1,2) 


9;(p, 7) ge(r, s) 


的 行列 式 均 非 零 , 那么 f 是 A 中 的 素 元 . 
50. 关于 单调 乘 性 函数 . 设 f : N 一 展 是 单调 上 升 乘 性 数论 函数 . 对 任意 整 
WMa>3,t>1,0 R,:— > o«i«t a), S, := at — dose; aj. 证 明 对 任意 
有 F(R) > f(a)! > f(S), 并 推出 对 任意 大 于 2 的 整数 a, b, n, 有 


fo)" < f(n) < fay”, 


其 中 r:= [Inn/1na], s := [Inn/1nb]. 证 明 f(a) e = f(b) ">. xx 
就 存在 常数 k > 0, 使 得 对 任意 n>1 有 f(n) =n*.@ 


© 这 个 结论 属于 Erdős (1946). 上 述 简化 证 明 属 于 Moser 和 Lambek (1953). 


3] 题 + 39 - 


51. 第 二 类 Stirling À. 用 容 斥 原理 证 明 从 基数 为 n 的 集合 到 基数 为 WR 
合 之 满 射 的 个 数 o(n, k) 满足 等 式 @ 


ro 月 = Y cya. 


Ogj<k 


& 第 二 类 Stirling À S(n,k) 等 于 o(n,k)/k!. 其 经 典 的 定义 是 将 基数 为 ”的 集合 已 分 
Ak 部 分 的 分 法 数 , 抑或 等 价 类 恰 为 k 个 的 E 上 等 价 关系 的 个 数 . 


pom yb 


83.1 WE 
所 谓 数 论 函 数 /的 均 阶 是 指使 得 
(3.1) $5 jn)~ > gn) 


的 简单 实 变 函数 9. 一 个 数论 函数 f 可 有 多 个 均 阶 . 一 般 希 望 找到 可 用 简单 
明 数 表示 且 容 易 确 定 渐 近 性 质 的 函数 g. 注意 : 在 几 个 可 能 的 均 阶 中 选择 时 ， 
总 选取 使 (3.1) 误差 最 小 的 那个 . 

数论 函数 常 以 看 似 极 不 规则 的 面貌 出 现 , 即使 给 出 很 大 的 数值 表 也 难以 
研究 . 例如 函数 r(n), 它 的 值 在 2 ( 即 其 在 每 个 素数 上 的 值 ) 和 偶然 出 现 的 巨 
大 的 数值 ( 见 第 五 章 ) 之 间 波 动 . 求 平均 的 过 程 经 常 能 起 到 重要 的 光滑 化 的 作 
用 , 以 掩盖 偶尔 出 现 的 不 规则 的 效果 . 通常 情况 下 , 特别 是 当 f 取 正 值 时 , 均 
阶 是 非 平凡 且 最 容易 确定 的 关于 数论 函数 的 量 . 


§3.2 Dirichlet 问题 和 双 曲 律 
这 里 研究 因子 个 数 函 数 +(n) 的 均 阶 . 简单 地 交换 求 和 号 便 给 出 一 种 可 


能 的 均 阶 
克 YX | 


nic n&z d|n d£z nic dir 
n=0 (mod d) 


一 - a + O(1) ) = xlnx + O(z). 
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用 Dirichlet 的 一 个 关于 卷 积 平均 值 的 一 般 方法 的 原始 形式 可 以 改进 上 述 估 
计 . | 

定理 3.1 (Dirichlet 双 曲 律 ) 设 /和 9 为 两 个 数论 函数 ， 其 部 分 和 函 
数 分 别 记 为 FG HEE L<y<cA 


(3.2) D fxg(n)= D gm)Fz/m+ $^ f(m)G(z/m) — F(z/y)G(y). 


nEz n&y m<z/y 
WERA (3.2) 的 左边 可 写成 
X f(m)(d- M; f(mgd)- 9, f(m)(d 


mds md£zx, d£y md£z, d>y 


= V'g(d)F(z/d)-- M. f(m){G(x/m) - G(y)). 


d<y m<z/y 
展开 最 后 一 项 就 得 到 要 证 的 等 式 . o 


通过 这 个 结果 可 得 到 r(m) 平均 形态 更 精确 的 估计 . 
定理 3.2 S z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.3) >》 t(n) = x(Inz + 25 — 1) + O(Vz), 


nic 
KP y 是 Euler 常数 . 


证 明 (3.2) MAT f = 9 = 1, F(x) = G(z) = |z] Ry = Vz WIR 
IG, 得 


(34  Sor(n)=2 SD [2/m) - (vE? =2 F — -s+ (V2). 


n<z m/e m& VE 
由 定理 0.8, 对 m 的 和 等 于 3 ne y+ O(1/ /z). 这 样 就 得 到 (3.3). " 


双 曲 律 得 名 于 Dirichlet 问题 的 如 下 几何 描述 . 

考虑 uv 平面 中 的 等 轴 双 曲线 uv = x. 那些 位 于 双 曲 线 和 坐标 轴 之 间 
(不 含 坐标 轴 ) 的 整 点 (a, b) 对 应 于 整数 n = ab < x 的 一 个 双 因 子 分 解 , 所 以 
(3.3) 的 左边 等 于 曲线 下 方 的 整 点 数 (如 图 1-1). 定理 3.2 只 是 利用 了 图 形 的 
对 称 性 : 要 求 的 值 等 于 方块 [1, Vo? 中 的 整 点 数 加 上 阴影 部 分 中 的 整 点 数 的 
两 倍 . 

4 


A(z) := D» T(n) — z(In x + 25 — 1). 


nic 
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图 I-1 等 轴 双 曲线 和 整 点 网 格 


上 文中 已 见 到 A(x) = O(,/x). Voronoi 于 1903 年 证 明了 
A(z) < 2/3 Ing, 


Hardy 和 Landau 于 1915 年 分 别 独 立地 证 明了 A(z) 不 是 o(z!/4). 设 a 是 使 
得 
A(x) « zÉ 
成 立 的 指数 E 的 下 确 界 . 人 们 尚 不 知 a 的 确切 值 , 一 般 猜 想 a = 1/4. ESA 
道 的 最 好 的 上 界 估计 是 Huxley (2003) 的 : 
a X 131/416 = 0.314 904, 


这 改进 了 Iwaniec 和 Mozzochi (1988) 的 结果 o « 7/22. 在 第 六 章 中 将 介绍 如 
何 用 van der Corput (1922) 的 方法 得 到 Voronoi 的 结果 的 简单 证 明 . 


83.3 ”因子 和 函数 


下 列 定 理 说 明了 函数 
o(n) = Sod 


d|n 
的 均 阶 是 4x2n. 该 结果 实际 上 更 为 精细 
定理 3.3 当 z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.5) 5 o(n) = in?z? + O(xlnz). 


NXT 
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证 明 ”证 明 中 用 到 的 原理 非常 简单 , 本 章 中 将 多 次 使 用 . 将 函数 写成 对 
n 的 因子 求 和 的 形式 并 交换 求 和 号 , 得 


Y- Y =D lalllt) EEE) 
由 经 典 公式 
(3.6) Nias 


便 得 欲 证 的 结论 . 口 
在 习题 52 中 给 出 (3.6) 的 两 个 证 明 . 
渐 近 公式 (3.5) 最 好 的 余 项 估计 是 O(z(ln z)2/3), 这 是 Walfisz (1963, 第 
99 页 ) 得 出 的 结果 . 
$3.4 Euler 示 性 项 数 
MERAT 


(3.7) y(n) = M u(d)m 


md=n 


出 发 , 直接 应 用 定理 3.3 的 方法 , 可 有 如 下 定理 . 
定理 34 Scr 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.8) >》 ylin) = Že 2 + O(zInz). 


nic 


证 明 ”由 (3.7), 和 式 等 于 
Duo E m=i prolili 3) 3*3: eE) 


d&£z m<z/d d£z 


由 于 Mobius 函数 是 1 WERD, 形式 上 有 
(oe (Le) -+ 


由 于 这 两 个 级 数 都 是 绝对 收敛 的 , 上 述 等 式 在 通常 意义 下 成 立 . 故 由 (3.6) 知 
(3.9) b» pld) _ 6 


这 样 就 得 到 结论 中 的 公式 . 口 


83.5 w 函数 和 N 函数 . 45 . 


(3.8) 余 项 的 最 好 估计 是 
O (x(n z)?/? (In 299 ; 


Ji, Walfisz (1963), 第 144 Ui. 
对 任意 整数 N > 1, 将 [0,1] 中 分 母 不 超过 N 的 既 约 分 数 渐 升 列 称 为 N 
Mr Farey 列 并 记 之 为 Fy. 比如 


0 1 0 1 1 01121 
Am ipa = (opt) m B EPE 1} 
由 y(n) 的 定义 得 
F(N) :=|Fw|=1+ 》 (n). 


n<N 
由 定理 3.4 便 知 


F(N) ~ TN (N — oo). 


上 述 估 计 还 可 这 样 阐述 : FN) 等 于 形 如 m/n 的 既 约 分 数 个 数 加 上 1, 其 中 
1 < m < n < N; 由 于 这 样 的 整数 对 {m,n} 478 IN(N +1) 个, 所 以 当 N 趋 
FARAH, ]0, 1] 中 的 分 母 不 超过 N 的 分 数 是 既 约 分 数 的 概率 趋 于 6/x°. 

可 按 如 下 方式 来 推广 上 述 结论 . 

定理 3.5 令 G(z,y) 表示 满足 1<m<z,1l1<nsgy, (m,n)=1 的 整数 
对 {m,n} 的 个 数 . 那么 当 r, y 趋 于 无 穷 时 , À Gly) ~ (6/z2)zy. 更 确切 地 
说 , 若 令 z :二 min(z,y), 则 有 


G(z, y) j= ay $ c o(52)] (x,y > 2). 
证 明 由 (2.14), 有 


G(z,y)= P», 4((m,n)) )= 3405 IE | 


mz, ga d<z 
aD ar 2 + o((@ +) i) 
dgz 
a voles (5+°) nz) }. 口 


83.5 w 函数 和 N 函数 
定理 3.6 当 z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.10) Ÿ_w(n) ) - zmz ez +0( ——), 


nir 


其 中 cl 2 0.261 497 是 定理 1.10 中 出 现 的 常数 . 
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证 明 有 
》 w(n) = ` >》 1 二 >》 lz/p| = DD 1/p + O(n(z)). 
NX n&€z pn p<T pic 


由 定理 1.10 及 Tchébychev 上 界 估计 (定理 1.3) 便 得 (3.10). 
定理 3.7 d z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.11) S A(n) = sinzz +o + O( 1), 
其 中 
(3.12) C2 = cl + 25 T zæ 1.034 653. 
证 明 $ 
A(z) := 9 ^(Q(n) -w(n)} = 5 > le/p"]. 
n<z p v22 

一 方面 ， 

A(z) < 2» M S pcd) 
另 一 方面 , 由 定理 1.3, 

x x lagz 
A(z) > D" fe ~1)= Yr Soc rd OC.) 
1 s 
= 22 TTEN + O(vz), 

所 以 


A(z) = z(c2 一 cl) + O(V7). 
这 样 由 (3.10) 便 得 (3.11) 式 . 


83.6 Möbius 函数 的 均值 与 Tchébychev 和 函数 
在 82.6 中 看 到 , Mangoldt 函数 


A-—pxln 


83.6 Möbius 函数 的 均值 与 Tchébychev 和 函数 . 47 ， 


与 素数 集 的 示 性 函数 是 紧密 相 联 的 , 并 且 它 的 和 函数 


%(z) = V A(n) 


nir 


满足 


v(r)-m-(x)nzr (x — oo). 


这 样 人 们 自然 想 知道 y(n) 的 均值 可 否 简单 地 用 Tchébychev 函数 n(x), 0(x) 
及 (x) 的 渐 近 性 质 来 描述 . FIR Landau (1909) 的 定理 完全 地 回答 了 这 个 问 


题 . 

定理 3.8 以 下 断言 等 价 : 

(i) d(x) x (z 一 oo)， 

(ii) M(z) := Vinca HN) = o(x) (x oo), 

(iii) Eu u(n)/n = 0. 

ik ”断言 Qu) 是 指 左边 的 级 数 收敛 , 且 其 和 等 于 0. 

证 明 ”蕴涵 关系 (ii) — (ii) 是 Abel 求 和 法 的 简单 应 用 . 事实 上 , EH 
设 

m(z):- M p(n)/n=0(1) (z> oo), 
M(x) = ru tdm(t) = xm(x) 一 J m(t) dt = o(x). 

AGAMA (ii) — (i), 需 验 证 A 一 1 的 和 函数 是 o(z). 首先 证 明 其 一 

个 卷 积 等 式 


A—1= (In-7) «p = (In -rT + 271) * u — 276 = f x u — 276, 


其 中 由 定理 3.2 及 推论 0.5 中 对 30, c, Inn 的 估计 可 知 函 数 f 满足 
(3.13) F(z) := 》 f(n) = O(y2). 


n<T 


下 面 用 (3.13) 及 双 曲 律 证 明 


(3.14) H(z) := 》 f «u(n) = o(z). 


n<T 


对 任意 固定 的 y > 2, 由 定理 3.1 知 


H(z)= M; u(mF(z/n) + $^ f(m)M(z/m) — F(y)M(x/y). 


nir/y My 
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假设 (ii) 成 立 , 便 得 到 
ze) < limsup 2 D 


T—> Oo 


lim sup 
T> 


F(= )| < tim sup = Y (s *3 


n&z/y n£z/y 


由 于 y 可 以 任意 大 , (3.14) RZ. 
最 后 只 须 验 证 (i) 一 > (iii). 首先 注意 到 对 卷 积 等 式 px 1 = 6 两 边 求 部 分 
和 可 得 
1= 》 u(n)|z/n| = zm(z) + O(z). 


nic 


从 而 
(3.15) m(z) = O(1). 
同样 的 卷 积 等 式 还 推出 
Y Hm) zt 
从 而 ~ 
dae (x 21) 


用 定理 0.8 估计 内 部 的 和 式 , 得 
M AO) (ws (2 ) +y+ o(= )} = m(zr)(Inz + y) = G(x) + O(1), 


其 中 
从 而 只 须 证 明 
(3.16) G(x) = o(In z) (x — oo). 


为 达 该 目的 , 将 利用 (2.20) 的 卷 积 关系 
uln— —Axp=(1—A)*p—6. 
只 须 考虑 x € N 的 情形 . 此 时 
G(z) = > (38) ah zie -14 f TEP apio, 


jk&z J 


其 中 
R(t) := tj- y) (21, 


$3.7 ”无 平方 因子 整数 : 49 : 


且 由 假设 有 
R(t) = o(t) (t — oo). 
用 Abel 求 和 法 , 得 


G(z) = 一 1 + 4 t-2m(z/t) R(t) dt 一 a t~' R(t) dm(z/t) 


= O(1) + J - e(1/t) dt — J : o(1) |dm(z/t). 
第 一 个 积分 是 o(Inz). 又 由 Stieltjes 测度 的 比较 
amw) < a{ 37 1/n) 


n&y 


知 第 二 个 积分 亦 然 . 所 以 (3.16) Z, (iii) 得 证 . 口 
推论 3.9 下 列 断 言明 显 等 价 于 定理 3.8 中 的 那些 命题 : 


(iv) mr(zZ) ~ z/lnz (x oo), 
(v) (x) x (x — oo), 
(vi) ` A(n)/n =Inz—y+o(1) (x — oo). 
n&z 
证 明 (iv) 和 (v) 的 情形 由 定理 2.11 立 得 . 用 Abel RARE UE (vi) 一 > 
(i), 细节 留 给 读者 . 对 于 反 向 的 蕴涵 关系 则 将 再 次 利用 定理 3.8 证 明 中 引进 的 
函数 f = ln 一 + 十 2yl, 有 


(3.17) 
SD TO Ko - 
7 P ^ " E em) " EG)m(?) 7 Mi 
其 中 


E(z):= M f(k)k- C +0(1/vz) | (21) 


k<z 
对 (3.13) 用 Abel 求 和 法 并 引进 适当 的 常数 C 便 得 到 上 面 El) 的 估计 . 令 z 
和 y 依次 趋 于 无 穷 , 如 前 述 定理 证 明 那 样 , 由 (iii) 知 (3.17) 等 于 —2y + o(1), 
这 样 便 得 欲 证 的 结论 . 口 


83.7 ”无 平方 因子 整数 
若 数论 函数 只 取 值 0 或 1, 便 可 视 之 为 某 正 整数 列 4 的 示 性 函数 , 对 其 
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均 阶 的 研究 便 等 同 于 研究 计数 函数 
A(z) := |AN [1, x]. 
乘 性 函数 ”一 un)? 便 是 一 个 绝 好 的 例子 , 它 的 部 分 和 
Q(z) := M pn)? 


n&z 


等 于 不 超过 r 的 无 平方 因子 整数 的 个 数 . 
定理 3.10 当 z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(3.18) Q(x) = Í + O(V2). 


证 明 如同 r(n), oln) 或 p(n) 的 情形 那样 , 把 u(n)? 写成 卷 积 的 形式 . 
将 n 分 解 成 典 则 乘积 


(3.19) n=gm,  g(g?- 
该 分 解 唯一 : 事实 上 , g 等 于 ”的 指数 为 奇数 的 素 因 子 之 积 , 于 是 有 
(8.20) a(n)? = 6(m) = Y, (à) 


d|m 


注意 到 d | m EMF d? | n, 从 而 由 (3.9) Al, 
Q(z) - 3 So ud) = >》 ua) |] = =2+0(2 > uve). 


nxz d2|n d</z d>J/z 
于 是 得 到 (3.18). " 


注 ” 亦 可 采用 如 下 略微 不 同 的 推理 . 对 任意 整数 m < Vz, S Am AW 
Æ (3.19) 的 整数 n < x 的 个 数 . 这 样 (n : n < x) 是 An 的 无 交 并 , A 


|Am| = Q(z/m^), 


从 而 

> qz/m2=lzj | (21). 

mes 
4 x = y? 并 应 用 Möbius 第 二 反 转 公式 (定理 2.10) F Fly) = |y?) 及 
G(y) = Q(y?) 便 如 前 述 得 到 


Qa) - > u(d)z/d| — (x21) 
d<vz 


83.7 ”无 平方 因子 整数 


下 述 结论 说 明了 用 素数 定理 可 以 改进 (3.18) 中 的 余 项 估计 . 
定理 3.11 在 假设 


(3.21) Me) = Y pln) = o(z 
下 ,有 
(3.22) Q(x) = € +olvV7) | (xr œ). 


证 明 — (3.20) 可 写成 
其 中 数论 函数 入 定义 为 


A(n) = u(d), zr n 一 d*, 
0, Zi n 不 是 平方 数 . 


由 双 曲 律 , XF 1<y<zÆA 


oem- Y «|| * DO (y) -wM(yz) 
dX VI/y m&y 
= Y uda -00)-*o(2) 


d<1/z/y 


— 区 = :| 7e + of 十 oy(Vz). 


m z> 1 时 有 


f=- ao) + oF) =o 
所 以 
Qla) = + O(J 5) es. 


从 而 对 任意 固定 的 y>1 有 


limsup |Q(z) — 62/2 |/ v 和 LV 


d 


y 趋 于 无 穷 便 得 到 (3.22). 


Br 
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83.8 MEE [0,1] 中 的 乘 性 函数 之 均 阶 


定理 3.10 说 明了 函数 y(n)? 的 均 阶 是 常数 
-I[a-1»)-[[a-Uu» (1 + u(p)^/p) . 


6 
n? 
p p 
我 们 说 y(n)? 具有 均值 6/22. 容易 构造 数论 函数 (甚至 是 取 值 在 [0, 1] 中 的 数 


论 函数 ) 不 具有 均值 . 例如 令 
nk. o0...) 
(k — 0,1,...). 


1, 
po 
0, À 22k+1 «nx& 22k+2 


可 断言 
lim inf z^ 2f) = =, limsupz 2 fo) = T 
下 述 定理 在 乘 性 函数 的 情形 解决 了 均值 问题 . 


定理 312 设 f 是 取 值 在 [0,1] 中 的 乘 性 函数 À 
«tf :- Ira - 2) 3; £2. 
p p 2 之 0 p 


(x — oo). 


倘若 无 穷 级 数 发 散 ， 则 视 其 值 为 零 . 这 样 
D f(n) = :(M(f) + o(1)} 


LA 
对 任意 y > 2 引进 如 下 完全 乘 性 函数 cy 和 8, 
0, ApK<y, 
By(p) = | d 


(3.23) 
(1, @p>y. 


À p> y, 


LE A 
1, A P<Y, 
ay(p) = ‘ 


容易 验证 , 对 任意 乘 性 函数 f, 有 
f = foy * f By. 
倘若 f 取 值 在 [0,1] 中 , 上 述 等 式 推出 
f < fy = fay * By. 


另外 有 By =1*hy. 其 中 hy := B, * 满足 
—1, @p<yHv=l, 

mn | EIN y V 
0， Zp»yEvz2. 


特别 地 , 04 n > N(y) := IL P 时 h(n) = 0. 这 说 明 当 r 趋 于 无 穷 时 有 
hy 1 
Dani Y wlj- HT (1-2). 
m21 p&y 


NRE T m<N(y) p 


这 样 , 对 任意 固定 的 y, & 具有 均值 M(B,). 而 又 有 
(3.24) DD fy(n) = 5 LO pen’. z P2 bm) 


nic d<z Veena 


由 于 非 负 项 级 数 


d)ay(d K 
> 02,0 TEE 


d21 pxyvzO 


收敛 , 对 (3.24) 用 控制 收敛 定理 便 知 f, 具有 均值 
3 A999 wt) = J (1-2) EE = Mi) 
v20 


PSY 


这 说 明了 对 任意 固定 的 y > 2, 有 
(3.25) = 和 jsM+oD (e > 00). 


nic 


M(f,) 是 关于 y 单调 下 降 的 函数 . 若 无 穷 乘积 M (f) RB, 24 y 一 oo 时 , 有 
M(fy) 一 0. 在 此 情形 下 f 具有 零 均值 . 若 M(f) 收敛 , 那么 级 数 


1— f(p) 
2 


P 


也 收敛 . 从 而 对 任意 n> 1 A 
fitn)-fn)= [ z-i nsi [| fo» 


p" |In, psy p" |n p" ||n,p>y 
Y, a-f), 
p"|n,p»y 


所 以 
Y f) - f) «MY a- foam] 


nir p»yv21 


1— f(p) 1 要 
ex p * 3903) : zely), 


p>y 


其 中 当 y 趋 于 无 穷 时 e(y) EF 0. 这 样 , 由 (3.25), 从 上 述 估计 出 发 , 依次 令 
z 和 y 趋 于 无 穷 便 得 到 和 欲 证 的 结论 . m 
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注 记 


83.2 ”对 双 曲 律 的 解释 由 Diamond (1982) 得 出 . 

Voronoi 原来 的 证 明 是 初等 的 , 用 了 Euler-Maclaurin 求 和 公式 . 另外 两 
个 a < 1/3 的 初等 证 明 分 别 由 Landau (1912) 和 LM. Vinogradov (1917) 得 
出 . 前 者 应 用 了 Bessel 函数 理论 ; 而 后 者 仍 基于 Euler-Maclaurin 求 和 公式 ， 
在 Gelfond 和 Linnik (1965) 的 书 中 有 介绍 . Huxley (2003) 细 化 了 Iwaniec 
和 Mozzochi (1988) 的 方法 (o « 7/22) f 得 到 上 界 估计 a < 131/416, 改进 了 
Kolesnik (1985) 的 结果 o < 139/429. 就 如 先前 关于 该 问题 的 结果 那样 , 从 数 
值 上 讲 改 进 并 不 大 (139/429 = 0.324, 131/416 e 0.315), 然而 从 思想 上 讲 却 
是 重要 的 . Kolesnik 的 方法 是 van de Corput (1922) 方法 在 多 变量 情形 的 推 
广 , 在 第 六 章 中 将 简略 介绍 , 而 Iwaniec 和 Mozzochi 则 通过 一 个 复杂 的 过 程 
将 问题 化 为 一 个 双重 指数 和 均值 的 上 界 估计 , 其 中 用 到 Bombieri 和 Iwaniec 
(1986) 方法 的 二 维 形式 . 从 中 可 得 出 Riemann (- 函 数 在 临界 线 上 值 的 上 界 估 
YF: CG + it)| « 如 /56+e， 在 这 个 方向 上 最 好 的 结果 由 Huxley (2005) 得 出 ， 
他 发 展 了 上 述 方法 , 得 到 


k G + i) 


A(z) 不 是 o(z14) 的 事实 由 下 列 董 光 昌 (1956) 的 平方 均值 估计 立 得 : 


Ke t32/205+e 


"i A(y)?dy = c 2%? + O(z(In z)*). 


$3.4 通过 改进 Erdős 和 Shapiro (1951) 的 一 个 结果 , Montgomery (1987) 证 


明了 
lim P| 2 (0) 一 nU fa In x < 0. 


83.6 ”定理 3.8 的 证 明基 本 上 由 Diamond (1982) 得 出 . 其 中 (i) > (i) 是 关于 
有 界 变 差 函数 的 Mobius 逆 的 一 个 一 般 结 果 的 特殊 情形 , 见 Ellison 和 Mendès 
France (1975), 定理 3.1. 
83.7 定理 3.11 是 Landau (1909) 的 结果 . 目前 (3.22) 余 项 的 最 好 估计 是 
Walfisz (1963) 的 结果 : 

oson{ -os)) 


^(Inz z)1/5 


在 Riemann RF, S. Graham (1981a) 改进 了 Montgomery 和 Vaughan 
(1981) 的 结果 , 证 明了 可 以 得 到 


Oe (x3/25+te). 


之 后 机 朝 华 (1993) 又 将 此 改进 为 
Oe (gi TEN, 


83.8 引进 函数 a, M 6, 的 方法 至 少 可 回溯 到 20 世纪 30 年 代 Erdős 的 工 
作 . Daboussi 卓越 地 应 用 了 该 方法 . 特别 地 , 见 Daboussi (1979, 1984). 乘积 
M(f) 收敛 的 情形 可 推广 为 : 若 f 是 复 值 乘 性 函数 并 使 得 


(3.26) Y ren « 
那么 
>》 f(n) = z(M(f) + o(1)}, 


nizzz 
其 中 乘积 M(f) 如 定理 3.12 中 那样 定义 , 是 绝对 收敛 的 . 
事实 上 , 若 令 h = fru 对 x > 1 由 控制 收敛 定理 得 


> | a 


nir T der 


容易 验证 由 绝对 收敛 的 假设 可 推出 


DD = wp, 


d>1 


从 第 二 部 分 定理 1.3 中 将 看 到 假设 (3.26) 等 价 于 


VY v—1 
p v2l 
定理 3.12 中 零 均 值 的 情形 可 用 第 三 部 分 定理 3.5 来 处 理 , 用 这 样 的 方法 可 给 
出 实效 上 界 . 


习题 


52. 证 明 $7... 1/n? = n?/6: 

(a) 通过 对 (t) 的 Fourier 级 数 积分 ， 

(b) 通过 对 (argth z)/z 的 Taylor 级 数 积分 (A 留 数 方法 计算 积分 下 )， 
53. 证 明 52.220) = (6/r2)zlnz + O(z). 


n<T 


© 可 见 Cartan (1961), 第 107-109 页 
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55. 


56. 


57. 


58. 


M. Nair 的 一 个 结果 @. 

(a) 证 明 2409 = Y^ u(d)r(n/d?) (n> 1). 

(b) 从 中 得 出 > so 220) 的 余 项 为 O(/zIn z) 的 渐 近 佑 计 . 

确定 数论 郴 数 刀 使 得 h x 20 = pw. 

(a) 证 明 对 任意 s > 078 3, lh(n)in ! «x Ate, 

(b) 从 中 得 出 onus u(n} = Czlnz + O(z), 其 中 

C= [a -Wp a 2/9. 

IER 5 gum) = 5Co(In r)? + O(xlnz), 

其 中 C 是 习题 55 中 定义 的 常数 . 推广 之 . 

(a) 证 明 are 280 = 2 h<inz/in 2 2^ 2 ^m«a/2* f (m), 其 中 f 是 由 
F) = 0 (È p=2), = 2” (Ei p 2 3) 定义 的 乘 性 函数 . 

(b) 通过 确定 使 f = rah 的 函数 h, 证明 37, <, f(n) = ICorInz 4 O(z), 
其 中 Co = [p52 (1 + 1/p(p — 2)). 

(c) 证 明 D nes 290) = (C5/81n2)z(In x)? + O(x In x). 

390) 的 均值 . 本 习题 中 承认 Riemann C-AR Euler 公式 (111.6). [el 

顾 (u) 表示 实数 u 的 小 数 部 分 . 


a) $ 
1n(3/2) In 3 —ub— (9—vb) 
= M = => ———— — u 0 R . 
u Loo Vater JO) 3 (VER) 
证 明 3 ul 
ath _ Yiu ef Ne > 
> se-LepI2)400) (e21) 
a20,b20 
293*«z 


(b) & A(z) := Enge 3109. 证明 
Aa) = > 3. Te quo 


msc a20,b20 
(m,6)=1 293 <2/m 
(c) 设 h 是 由 
0, Ap=2M3 Av 21, 
h(p") := 
3^ ped 
定义 的 乘 性 函数 . 证 明 对 c > 1,7218 
anon) h(m) 1 
D — =} -z< Il > 
(3.28) om m ER 1 一 3/p 


Q 源 自 私下 交流 . 


59. 


并 推出 
NE Em: » (In z)? (x2: 2), 
Gn be 1 
(d) 利用 不 等 式 (1 一 37)-!1 < (1-7) ?(1--87?) (0<r < 1/5), 由 (3.28) 
推出 存在 绝对 常数 4 使 得 


Am r 
: (c > 1). 
(m,6)=1 
(e) 证 明 对 任意 ce]0,v 一 1[ 及 z>2 有 


> 


EE 
取 。:= 1/Inz. 当 zx 足够 大 时 将 得 到 什么 结论 ? 
(f) 证 明 对 任意 实数 9, 级 数 


g(6):- Y Eae Em 


S > mlt*z"— mlterv—l—e < Az! "teC(l + ey. 
(m,6)=1 


收敛 . 利用 (a)—(d) 的 结论 证 明 


In x 


A(x) = 3a” (= =) +O(z(n z)? ) (x > 2). 


对 reN* 及 z>0 令 5S(z) JE 1<a,b< zx 及 (a,b) = r 的 整数 对 
(a, b) 的 个 数 . 
(a) 证 明 
91(Z) = So + O(xln x). 
(b) 给 出 S, 和 Sy 之 间 的 一 个 简单 关系 
(c) 从 中 得 出 
T(z) := D» (a, b) = X ?In z + O(z?). 


1<a,b<T 
(d) 利用 公式 n = Mas P() 证 明 
T(x) = x° ` e 4- O(z?). 


d£z 


(e) 从 中 得 出 Zaca o(2)/ 的 渐 近 公式 
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60. Axer (1910) 定理 . 设 A(x) 是 有 界 函 数 , 且 在 任 一 有 限 区 间 I 上 变 差 


61. 


62. 


63. 


MO) 有 界 . S {an} 为 满足 下 列 条 件 的 实数 列 : 

(i) Zngrlanl =O(z) (zz1), 

(ii) A(x) := Doce An = o(x) (x — oo). 

(a) 将 和 式 S(x,y) := 2n<y anA(Z/m) (z21,y21) 写成 Stieltjes 积 
分 的 形式 . 证 明 


|S(x, x) — S(z,y)| < o(z) + Va([1, z/y]) DE At) (U<y<z). 


(b) 将 上 述 结论 应 用 于 y = ez, 其 中 e 是 任意 小 的 正 数 , WEH S(z,z) = 
o(r) (x — oo). 


Axer 定理 在 素数 定理 中 的 应 用 . & 


M (x) := ` p(n), m(x) :一 5 m 
(a) 证 明 Zn u(n)|2/n] = 1 (x > 1) 
(b) 对 {an}, = {UML K Al) = x— |x| 用 习题 60 (b) 的 结论 , 证 
HAS M(x) = o(z) (x — oo), W] lim,_... m(z) = 0. 
(c) 讨论 其 逆 命 题 . 
承认 素数 定理 , 证 明 


i 
y» "vn = Ing -y+ o(1). 
psr 


Wt A(n) := Dy, vp A Alladi 和 Erdős (1977, 1979) 函数 . 承认 素数 定 
理 , 证 明 : 
> A(n) ~ = — (x — +00). 


nic 


利用 素数 定理 的 加 强 形 式 (例如 第 二 部 分 定理 4.1), 确定 上 述 估计 的 余 
项 . 


64. (a) 设 f 为 满足 f reni 
的 加 性 函数 . 证 明 
(3.29) 2, f(n) = > f (91 |. > ia] } + O(z). 


(b) 应 用 : S f 为 由 f(p") = (vInp)? 定义 的 加 性 函数 . 给 出 (3.29) 左边 
当 x oo 时 余 项 与 主 项 之 比 < 1/ nz 的 渐 近 公式 . 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


固定 实数 a > 0. 
(a) 34 z 一 oo 时 渐 近 地 计算 表达 式 
1%): >》 p? 
使 得 余 项 为 O(t /(In z)?). 

(b) & fa 为 使 得 fa(p) := p? 的 强加 性 函数 . 渐 近 地 计算 和 函数 
Salt) := Enca faln) 并 使 余 项 为 O(zi+e*/(lnz)?). 可 使 用 Dirichlet 
XU B. 

设 f 为 使 得 x u > 0 的 乘 性 函数 . 证 明 对 任意 > 1 有 

Y 19 «sI(1-;)3 52. 
nir p&zcz v20 

对 任意 a>0,t>1,4 fa(n):= (n/p(n))* 及 

F,(t):=|{n<a : n> tp(n)}. 


(a) 选取 适当 的 o = a(t) 并 对 fo 应 用 习题 66 的 结论 , 证 明 存在 绝对 正 
常数 c 使 得 


F,(t) < xexp{—e“} (aoo doy. 
(b) 证 明 对 任意 固定 的 a>0 及 e>0 有 
n < falp) =] € 
EG + AE) «o 


Farey 序 列 , 1. S N 2 1, Fn WN 阶 Farey 列 并 令 a/b M a'/b 为 Fn 

中 相继 的 两 个 数 . 

(a) 证 明 方 程 bu — av = 1 AH u21R N—b«v« N 的 整数 解 u 和 
v. 推出 u/v € Fy, u/v > afb. 

(b) 证 明 w/v # a'/w 蕴涵 w/v — a'/b > 1/vb 并 从 中 得 出 
u/v 一 a/b > N/bb'v. 证 明 该 不 等 式 不 能 成 立 , 从 而 得 出 a/b = uv. 

(c) 应 用 : 确定 $ 在 Fig 中 的 后 继 元 . 


Farey 序列 , 2. i Fn Æ N By Farey 列 且 a/b, a” /b", a'/b 为 Fy FA 
继 的 三 个 数 . 证 明 POM 
太 b+ 


AGRO. S S:={n>1: p|n>p*|n}, S(z):=|SN[1,2]]. 
(a) 估计 Pues nes V z/n 并 证 明 


S(x) « Vzlnz. 


© 此 处 作者 新 造 了 法 文 单词 “carru” 来 翻译 英文 “squarefull” 一 词 . 
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T1. 


T2. 


T3. 


74. 


75. 
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(b) 证 明 S 中 的 元 素 n 可 唯一 地 写成 n = m?d? 的 形式 , 其 中 m 无 平方 
因子 , 并 由 此 得 出 @ 


sa 


整数 的 核 . 令 k(n) := IL.» 为 正 整数 n 的 无 平方 因子 核 . 
(a) 从 定理 3.12 中 得 出 Danca k(n)/n ~ Cz, 其 中 


IIC- om 15) 
(b) 利用 习题 70 (b) 的 结论 , 证 明 
Dv Em) = Gz + OV) 


(c) 证 明 @ 
>》 k(n) = Cz? + O(x°/?). 


n<T 


证 明 存在 正常 数 4 使 得 
> w(r(n)) = Az + o( =). 


nir 


并 得 出 估计 $^, c. O(r(n)) = lng x + O(z). @ 


证 明 素 数 定理 蕴涵 
© w(t) —t 
vont dt = —1-». 
& Xn) := (-1)€ Jy Liouville BA, 其 中 O(n) 是 n 的 计 重 数 下 素 因 


子 个 数 . 
(a) WEB] A = pen, 其 中 是 平方 数 集 的 示 性 函数 . 
(b) 证 明 素数 定理 等 价 于 


5 A(n) = o(x) (x — oo). 
Selberg 恒等式 (1949). 
定义 数论 函数 Ag := (In)? «p = A x A + Aln. 
(a) 证 明 对 任意 素数 p,q, p AQ 以 及 任意 整数 a > 1, 8 > 1, À 
A(p°) = (2a — 1)(Inp?, Ao(p%q?) = 2Inplng, 并 且 当 w(n) > 2 
时 Ao(n) = 0. 


@ 更 精确 的 结果 可 见 Suryanarayana 和 Sitaramachandra (1973). 
& 又 见 Cohen (1960, 1964). 
© Jl, Rieger (1972), Heppner (1974). 


76. 


5] 题 61 


(b) 证 明 are A2(n) = Miss np)? 十 dope Inping + O(z). 
(c) 证 明 cs 7 * 1(n) = ix(Inz)? + axing + bx + O(z?/? In(2x)), 其 
H a 和 是 两 个 实 常数 ; 并 得 出 , 对 适当 的 常数 4 和 B, wR 
h := 27 * 1 + Ar + Bl-(In)? 具有 使 得 H(z)«2?/^ 的 和 函数 H. 
(d) 证 明 3 a«s Mn) = 2zlnz + O(z). © 
Wt 9 是 取 值 在 单位 圆 盘 上 的 复 值 乘 性 函数 . $ S(n) := Day, 9(d). 证 明 
均值 
re 
存在 并 可 写成 Euler 乘积 的 形式 , 并 由 此 得 出 
Y 1—Reg(p) _ T 


m p 


的 充 要 条 件 是 对 几乎 所 有 的 整数 mw” 有 S(n) = o(r(n)), 也 就 是 说 , 存在 
函数 es(z) 使 得 Jim e(z) = 0, 且 


|{n «€ x : |S(n)|> e(x)r(n)}| = o(x) (x — oo). 


© Sdlberg 从 该 式 得 由 了 素数 定理 的 一 个 初等 证 明 . 这 样 的 推理 在 更 一 般 的 框架 下 仍 成 
立 , 见 Shapiro (1959). 


84.1 Eratosthéne fibi 


从 理论 上 讲 , 容 斥 原理 或 Möbius 反 转 公式 可 用 来 计算 n(x). 设 z 足够 


大 并 令 
P= II D, 
PEVT 
那么 满足 Vz <n < z 的 整数 n 是 素数 的 充 要 条 件 是 (n, P) = 1. 从 而 
(4.1) r(x) - (Vz) +1 = D 4((n, P)) = wall 
nic d|P 


EH z/d + O(1) 来 估计 |z/4], 便 得 到 


1 T z 
n(x) — r(VE) +1 = EI (1 7 ) +0(2 va), 

由 Mertens 公式 , 上 述 估 计 的 主 项 等 于 (2e77--0(1))z/ In x. 然而 由 Tchébychev 
估计 知 , 其 余 项 大 于 任意 2 BRE. 

以 上 讨论 说 明了 两 个 问题 . 一 方面 , 等 式 (4.1) (也 叫 作 Ératosthene Mi 
法 公式 ) 含有 太 多 的 项 而 不 具有 实用 价值 ; 另 一 方面 , 由 后 面 的 素数 定理 , 上 
述 主 项 的 估计 说 明了 将 [n/d] RM r/d 而 导致 的 “ 余 项 ”其 实在 整体 上 与 
“ 主 项 ”具有 相同 的 阶 ， 这 暗示 了 即使 作 适 当 的 修正 ， 用 上 述 方法 也 不 能 证 
明 素 数 定理 .然而 下 面 将 会 看 到 , 在 相当 一 般 的 情形 下 , 该 方法 可 得 到 一 些 
Tchébychev 型 估计 . 
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为 从 (4.1) 得 到 非 平凡 的 结论 , 须 引 入 一 个 参数 y, 1 < y < x, 并 用 不 超 
过 sc 且 不 含有 不 大 于 y 的 素 因 子 的 整数 n 的 个 数 来 估计 n(z) — n(y) +1. 由 
如 上 计算 得 到 


n(x) € x | (1-2) «o9 - 


e^" +o(1) 
PSY x 


+ O(29) < (e? +o}, 


其 中 参数 y = Inr 基本 上 是 最 优 的 . 
为 改进 上 述 方法 , 挪威 数学 家 Viggo Brun 在 1917 年 到 1924 年 之 间 发 明 
TAA ERES. 


84.2 Brun 组 合 得 法 


Ératosthène 得法 基于 恒等式 
uode 

Brun 的 想法 是 引入 两 个 辅助 函数 u 和 uo, 使 得 
(4.2) HAL USB 
并 且 常 取 零 值 以 使 类 似 (4.1) 的 公式 不 至 于 有 太 多 项 . 以 下 定理 是 Brun 最 初 
的 结论 , 在 文献 中 常 称 为 纯粹 Brun 98x. 

定理 4.1 (Brun) 4 x, 为 使 得 w(n) < 的 整数 nn 之 集 的 示 性 函数 . Ap 
么 对 任意 整数 ASO, 函数 对 
(4.3) pi(n) := u(n)X2nr2-ifn) —| (@ = 1,2) 
满足 不 等 式 (4.2). 

证 明 ”由 于 ji*1(n) 的 值 仅 依赖 于 n 的 无 平方 因子 核 , 只 须 考虑 p(n)?=1 
的 情形 . 若 w(n) = k, 那么 对 任意 整数 x, 0 <r <k,n tA (5) 个 因子 d 使 
得 w(d) =r. 从 而 对 任意 上 > 0, 有 


w= D 40-Xcw(D-cv( 1) 


din, w(d)<t ret 
其 中 对 t 用 归纳 法 易 得 最 后 一 个 等 式 . 口 
推论 4.2 i 4 为 整数 的 有 限 集 , P 为 素数 类 . > 
Aq := |{a € A : a = 0 (modd)}|, 
Py):= Inu 


peP,p&y 


S(A,P, y) := |(a € A : (a, P(y)) = 1}. 


$4.2 Brun AEE + 65. 


ARA GEEK ASO, 有 


(4.4) X` pldAag S(APY < M, u(d)Aa. 
d| P(y) d|P(y) 
w(d)<2h+1 w(d)<2h 


下 面 将 看 到 该 结果 可 大 幅 改 进 Eratosthéne 得 法 中 r(z) 的 上 界 估计 . 
在 上 述 推论 中 令 A4= (n: n < x) 并 令 P — P 为 所 有 素数 之 集 , 得 


m(x) S `X ud) | +y=z 5 HO + o(u+ D» 1) 


d|P(y) d|P(y) d| P(y) 
(4.5) w(d)<2h w(d)<2h w(d)<2h 
=e] (1-2) +0(u+ DELIS i) 
PSY d|P(y) d|P(y) 
w(d)<2h w(d)>2h 


余 项 的 第 二 项 等 于 整除 P(y) HE w(d) < 2h 的 正 整数 d 的 个 数 , 它 不 超 
过 y”. 对 任意 参数 u > 1, 余 项 第 三 部 分 中 对 d 的 和 不 超过 


ur (2h X T 1 
1 =u [I +2) «eo[-21mu Y =}. 
d|P(y) pXy P P<Y p 


取 最 优 参数 4 = 2h/ > 


p, 由 定理 1.10 得 该 和 式 的 估计 
Ku (ny) ”, 


Ho = ulmu-u Mu > 5 Hu > 3. 容易 知道 , M y 足够 大 时 , 存在 
u = u(y), 5 < u < 6, 使 得 
h = 35 


是 整数 . 在 此 情形 下 , 24 z 大 到 满足 


p&y 


(4.6) y < gi/ 001222) — Y (x) 
时 有 
y^^ < yo ina y+O(1) < r3. 
综 上 估计 , 当 取 y = Y (x) 时 , 有 
zim x 
(x) < 一 一 一 na 


RETF Tchébychev 估计 , 该 结论 的 优势 在 于 其 方法 具有 一 般 性 . 同样 
可 得 S(A,P,y) 的 下 界 估计 . 5(4,P,y) 具有 如 下 内 蕴 的 算术 意义 : 它 等 于 不 
超过 zx 且 各 素 因 子 均 大 于 y 的 正 整数 的 个 数 . 对 任意 整数 ”> 1, 用 P^ (n) 
表示 n 最 小 的 素 因 子 , 并 约定 P-(1) = +oo. > 


(4.7) (x,y) := [n < x : P^ (n) > y}|. 
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定理 4.3 在 条 件 (4.6) 下 有 
48) sea - TTG - 5) og) 


(4.3) 中 函数 jy 和 u 的 选择 并 非 最 佳 . 利用 更 复杂 的 技巧 可 细 化 此 方 
ik. 引进 区 间 ]1,y] 的 前 分 uj y1], 0 <J <k, 并 对 ;=12 取 


pi(d) = u(d)xi (d), 


其 中 yt 是 对 任意 j, 0 <j <k, Æ Plus, y] 中 至 多 有 2h; +2-i 个 相 异 素 因 
子 的 整数 之 集 的 示 性 函数 (见习 题 86). 这 样 就 需要 优化 两 组 参数 y; 和 hj. 
篇 幅 有 限 , 不 能 详 述 仍 在 不 断 发 展 的 组 合 得 法 之 全 狐 . 感 兴趣 的 读者 可 
参阅 Halberstam 和 Richert 的 教材 Sieve Methods (1974), 亦 可 参考 本 章 的 注 
ine 
在 此 仅 描 述 由 前 面 选择 的 ild) 而 得 的 如 下 基本 结论 . 通常 在 文献 中 不 
另行 说 明 时 ,“Brun 方法 ” 便 指 该 定理 . 


定理 4.4 (组 合 筛 法 基本 引 理 ) 在 推论 42 的 记号 下 , 假设 存在 乘 性 函 
数 w 20, 实数 于 及 正常 数 5k 和 A, 使 得 
(a) Aa := X n Ra oe P(y)), E 
w(p)\— ng” 
(b) IL (1 = - < 5 (1 t i) (2 € n & €), 


那么 对 A, X,yAku>l—-KRA 


(4.9) S.A& 7,5) - X II (1-22) 1 -0(~u-“/2)}+0( D olka). 
p<y, PEP E d<y®, d|P(y) 
从 中 容易 得 到 r(z) 的 Tchébychev 型 估计 , AR (x,y) XI y < x? 的 阶 
的 估计 , 其 中 6 是 固定 的 正常 数 . 细节 留 给 读者 . 
目前 组 合 第 法 最 好 的 结果 是 Iwaniec (1980a,b) 得 出 的 . 


643 ”在 挛 生 素数 问题 中 的 应 用 


本 节 将 介绍 上 节 Brun 定理 应 用 于 挛 生 素数 问题 而 得 的 绪论 . 

显然 相 邻 两 个 奇 素数 之 差 不 小 于 2. FHESF 2, 则 称 该 素数 对 为 李 生 
的 . 例如 (3,5), {5,7}, {11,13}, (17,19), (29,31), SS. 著名 的 挛 生 素数 猜 
想 断 言 挛 生 素 数 对 的 个 数 无 限 . 

令 


了 := {p : p+2 为 素数 } 及 J(z)-|J7n[Lz]|. 


84.8 ”在 本 生 素 数 问题 中 的 应 用 . 67 . 


从 解析 方法 的 角度 , Hardy 和 Littlewood (1922) 猜想 
(4.10) J(z) ^ 2|] (1- 


p>2 


(z — oo), 


STE) mg (In z)? 


这 与 概率 上 的 计算 尝试 一 致 用 纯粹 Brun 方法 , 可 得 以 下 估计 
定理 4.5 (Brun) 4 r 趋 于 无 穷 时 ， 


(4.11) J(z) « (2y 
推论 4.6 
(4.12) »» es 
peJ p 


证 明 ”应 用 推论 42 于 
A= (m(m--2) : m € x) 
并 取 P 为 所 有 素数 之 集 . 对 任意 y, 1<y< x, À 
(4.13) J(z) < S(A,P,y)+y< D. u(d)Aa- y. 


d|P(y) 
w(d)<2h 


其 中 ha 是 关于 m < z HARE 
(4.14) m(m + 2) = 0 (mod d) 


正 整 数 解 的 个 数 . 
该 方程 等 价 于 


(4.15) m -0(mod2", mz02X —2(modp) (p|d,p Z2), 


其 中 v 根据 a 的 奇偶 性 分 别 取 0 或 1. 由 中 国 剩余 定理 , 有 old) ME d 剩余 
类 是 方程 的 解 , 其 中 o 是 满足 如 下 条 件 的 强 乘 性 函数 : 


(4.16) o(2)=1, o(p)=2 (p23). 
每 个 长 为 d 的 区 间 均 含有 old) À Aa 中 的 整数 , 从 而 
(4.17) A4 = 222 + O(e(a)) (ula)? = 1). 
代入 (4.13) 并 作 与 (4.5) 类 似 的 运算 , 得 
(4.18) J(z) < x y HDO + oy. `> old) -- x ` e. 


d|P(y) d|P(y) d|P(y) 
w(d)<2h w(d)>2h 
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其 主 项 等 于 
jt H A — =) < 2x I (1 — =) ^ 2e ?*z(In y) ?. 
如 $4.2 中 那样 取 h = cin2y + O(1), 其 中 c 是 适当 的 常数 ; 并 对 足够 小 的 c 


今 


Iny~c'lna/Ingz 


可 验证 余 项 的 阶 不 超过 z/(ny). 这 推出 (4.11), 从 而 证 明了 定理 . 用 Abel 
求 和 法 易 得 推论 . " 


84.4 大 得 法 的 解析 形式 


大 筛 法 是 解析 数论 中 最 强 有 力 的 工具 之 一 . CH Linnik 于 1941 年 创立 ， 
进而 从 基础 理论 和 算术 应 用 两 个 方面 系统 地 发 展 . 

读者 可 参阅 Bombieri (1974) 中 对 该 理论 给 出 的 详尽 介绍 以 及 完备 的 参 
考 文献 表 , 亦 可 参考 Montgomery (1978a) 的 综 论 . 这 里 只 提醒 读者 , 现在 的 大 
筛 法 最 关键 的 部 分 是 由 Rényi (1950), Roth (1965) 及 Bombieri (1965) 发 展 的 . 
其 最 优 的 版 本 则 是 Montgomery 和 Vaughan (1973, 1974) 的 结果 . 

Davenport 和 Halberstam (1966) 最 先 将 解析 形式 从 大 筛 法 中 分 离 出 来 . 
> {an} 为 复数 列 ,M,N > 0 为 任意 整数 . > 
(4.19) S(a):= >》 ane(an) 

M<n<M+N 


为 三 角 多 项 式 , 其 中 e(u) := exp(2niu) (u € R). 大 得 法 的 解析 形式 是 指 形 如 
下 式 的 不 等 式 : 


(4.20) > |S(ai)? < AQ) >》 las? 
l1&4«R M<n<M+N 

其 中 (o1,..., on) 是 任意 满足 条 件 

(4.21) nin. plog- all > 6 > 0 


的 实数 组 , ul 表示 实数 u 到 整数 集 的 距离 . 本 节 的 目的 是 证 明 如 下 最 优 的 
结论 . 


定理 4.7 (Montgomery 和 Vaughan; Selberg) 在 上 述 条 件 下 , X) 
法 不 等 式 (4.20) 对 于 


(4.22) A(N,6)=N +6 一 


84.4 AMAA + 69 - 


这 里 将 采用 的 Selberg 的 证 明 来 自 Montgomery (1987a) 的 文章 . Mont- 
gomery 和 Vaughan 于 1974 年 得 到 的 A(N, 6) 的 值 要 稍 弱 一 些 : A = N+1/6. 
而 形 如 A < N +1/6 的 上 界 估 计 已 经 够 用 . 从 这 个 角度 来 说 Selberg 的 改进 
并 不 重要 , 是 其 论证 方式 促使 了 我 们 在 书 中 采取 他 的 证 明 . 

注意 到 适当 选取 o, N 及 6 可 取 到 (4.22) 中 的 值 . 事实 上 , AVE 
R 2 1 Ñ a; = j/R (1 < j < R) & ô = 1/R, X} N = 1 (mod R) 考虑 
an := 1N(n/R) (0 <n < N), WE 


Y a= > 


1<j<R 1<j<R 


O<n<N-1 
n=0 (mod R) 


=(N-14R)(1+ *—) = (n-14+5) X e 


O<n<N 


定理 4.7 的 证 明 归 结 为 一 个 一 般 的 对 偶 原 则 : Banach 空间 上 的 算 子 与 其 
对 偶 算 子 具有 相同 的 范 数 . 这 里 只 须 考虑 C(C) 到 自身 的 算 子 ,此 时 该 对 偶 
法 则 具有 如 下 简单 形式 . 


BIE 4.8 i (cr) 是 复 系数 N x RBH. 以 下 关于 正 实数 D 的 三 个 命 
题 等 价 : 
ODS | oes «DV m (Van €C), 


(i) | Deneve <DE eal? Ye Van € ©), 
(iii) >. | 》 cnrgr 


证 明 ”只 证 明 ( 与 (i) 等 价 . 交换 r 和 n 便 得 到 (ii) 与 (i) 的 等 价 性 . 
(i) => (ii): 有 


| ` —Ó - | Yue > Curta 
n,T r n 
< (Slur) (E| E erza] ) <DE le? E lut, 
r r n n r 


第 一 个 不 等 号 来 自 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
(ii) 一 > (i): 对 每 个 mr $ Lr := ,cnrzn. 对 yr = Lr, 用 (ii) 便 得 


(CHF) <DE P Eur, 
BN (i). d 
今后 总 采用 (4.19) 中 的 记号 . 下 述 结论 是 引 理 4.8 的 直接 推论 


2 
S D. ly (Vy. € C). 


2 
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引 理 4.9 iX o. (1& r « R) 为 固定 的 实数 .以 下 关于 实数 列 bn > 0 
(ne Z), b, 2 0(M «n« M *- N) 以 及 正 实数 B 的 两 个 命题 等 价 : 
(i) 5 IS(o-)^ < B ` Jan |? /bn (Van € C), 


lgr<R M<n<M+N 
2 
Gi) DD) &| D vena) «B Y Im? (vw €O). 
M «nx M-n 1<r<R 1<r<R 


证 明 X} car = e(na,) Vb, 用 引 理 4.8. 将 an HI a, bn 后 , 命题 (i) 
等 价 于 


2 
« B b» lan |? (Van € C). 
M<n<M+N 


利用 引 理 4.8 中 (1) 和 (iii) 的 等 价 性 知 , 上 述 条 件 等 价 于 
`> yre(nar)Vbn 


1<r<R 


>. an Vbn elann) 


M<n<M+N 


1Sr<R 


2 
< B Se ly. (Vyr € C), 


1Sr<R 
此 即 是 要 证 的 结论 . 口 
推论 4.10 设 B(o):— D be(na) 是 收敛 的 Fourier RH, 其 中 b, > 
0(neZ), b, >0(M<n<M+N). 那么 , 对 任意 正 实数 B, 命题 
(i) M |S)? «B >》 lon/bn (Wan EC) 


M «n M--N 


1<r<R M<n<M+N 
是 
(i) ^ wW,B(a-o)«B >》 lw? Wy €C) 
1<r,s<R 1<r<R 
的 必要 条 件 . 


证 明 Bla, — o.) 级 数 展开 并 交换 求 和 号 , 可 知 (ii) 等 价 于 引 理 4.9 
的 第 二 个 不 等 式 (对 n 的 求 和 扩展 到 了 Z E). 由 于 对 任意 n, b, > 0, 立 得 要 
证 的 结论 . 口 

为 使 推论 4.10 中 的 条 件 成 立 , 显然 只 须 令 

(a) bn >0(nEZ),b >1(M<n<M+N), 

(b) B(a) = 0 (llall 2 ô), 
其 中 6 的 定义 见 (4.21). 为 方便 计 , 这 里 设 0 < 6 < 1, 取 极 限 后 可 得 5 = 3 的 
情形 ( 仅 当 R= 2 时 可 能 取 到 ). 当 条 件 (a) 和 (b) 均 满足 时 , 推论 4.10 的 命 
题 (i) 蕴涵 了 大 得 法 不 等 式 (4.20) 对 于 


(4.23) A(N,6) = B(0) 


成 立 . 
本 节余 下 的 部 分 将 确定 Bla) 的 Fourier 系数 {bn}nez 一 个 适当 的 选择 . 


84.4 ”大 得 法 的 解析 形式 ‘71: 


自然 地 希望 将 b. 表示 为 一 个 函数 b € LR) TERR n 处 的 值 , 这 里 5 的 
Fourier 变换 
入 +00 
b(Ÿ) := f b(t)e(—Vt) dt 
的 支 集 包 含 于 [-6, 6]. 条 件 (b) 由 Poisson 求 和 公式 
(4.24) B(o) := >》 b(n)e(on) = X b(k — o) 


nez kcz 
可 得 . 
为 说 明 Poisson 求 和 公式 在 上 述 条 件 下 成 立 , 可 先 从 be L'(R) 的 事实 推 
出 如 下 积分 公式 (UL Katznelson (1968) 第 126 页 ): 


6 ~ 
(4.25) b(t) = Î LOL 


特别 地 , b(n) 是 连续 的 周期 函数 f(a) := Dpez blk —a) 的 Fourier 系数 . 而 对 
FN 21, lal < 4, M (425) 中 得 出 


N+4 
»3 b(n)e(an) -f ， b(t)e(at) dt 
(4.26) ISN n 

= f zn Ao (8) sin((2N + 1)n0) d$, 
—d+a 
其 中 N : 
Ae (8) = b(8 — erm) = 5} 

由 于 | 土 6 十 a| < 1 (这 里 用 到 了 5 < 3 的 假设 ), 有 Aa € L'(76 +a, 8 + a)). 
由 Riemann-Lebesgue 引 理 , 当 N 一 oo, 上 面 最 后 一 个 对 90 的 积分 趋 于 0. 而 
be L'(R), 这 说 明了 级 数 
` b(n)e(an) 


nez 
对 称 地 收敛 于 b(—a) = Ba). 这 对 于 |o| < 去 证 明了 (4.24). 一 般 情 形 由 周期 
性 立 得 . 
于 是 只 要 找到 可 积 函 数 b, 使 得 
(4.27) B(0) = b(0) = f B b(t) dt 
的 值 在 约束 条 件 
b(t) 20, ÆtER, 
(4.28) bit) 21, BM4+1<t<M+N, 
b(0)—0, Fld) 26 
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下 尽 可 能 小 . 
由 Fejér 核 容 易 得 到 一 种 可 能 的 选择 . 对 于 


sin(3n(n 一 ih 


b(t) := C lanaa 


6(M+1)<n<é(M+N) 


有 
= ^7 Dt E enya), 


5(M+1)<n<é(M+N) 
从 而 条 件 (4.28) 对 C = in? 成 立 . 此 时 有 
b(0) < $n? (N — 1 1/6). 
这 对 绝 大 部 分 应 用 足 侨 . Selberg 指出 , 下 述 引 理 给 出 了 b(t) 的 一 个 最 佳 选 择 . 


引 理 4.11 4 
ds CE ) PE: aa - pcre (e+ d F 
那么 FRAT z 的 整 函数 , 且 满足 
F(z)«e3"2 F(x) >sgn(z) (TER), F(0)— 1, 


A 
Too 
(4.29) f {F(x) — sgn(z)) dz = 1. 


it 由 (4.29) MIF g L'(R). 然而 F(z) 的 上 界 估计 可 解释 成 在 某 种 意义 
下 F@) = 0 MF || > 1 成 立 . 例如 对 T > 0 考虑 函数 
Fr(x) := l(F(T-—-z)- F(T — z)) BBA Fr € L'(R) 对 任意 T > 0 成 立 ; 
并 且 Vaaler (1985) 证 明了 
N Lt mm peur st 1)} 
Fr() 


zi lol < 1, 
n sin(x9) uu 


0, 若 [0| > 1, 


其 中 Pr) : = f, Fr(z)e(0x) dz 是 Fr 的 Fourier 变换 . 
证 明 ”前 两 个 断言 是 显然 的 : i z = z +i 那么 对 |y > 1 有 
Iz E n? 2 1- ([z| — n)? (n 2 0). 为 证 明 第 三 个 断言 , 先 引 入 Euler 公式 


sin(xz)\? 1 
zo D (e n 


84.4 ”大 得 法 的 解析 形式 +73: 


注意 到 对 x > 0, 有 
E du _ 
enr > =>} 


n21"ttn-l uo n20 "Tt" 
这 说 明 对 z > 0 有 
sin(TZ) 1 2 
F(z) = (= ns Don 


EX x <0, & y = -r 后 有 


Fe) - (PE (- P uou p Game ye 


z+n+1 du 


u? uia 


最 后 "EM 
F(0) — lim wi = 1 2 0 = sgn(0). 
下 证 (4.29): 


十 oo So 55 
f - (F(z) - sen(2)} dz = f 2 f Be 
- f {F (x) + F(-x)} dx 


=2 | (sem a, = 1. " 
定理 4.7 的 证 明 S 
(4.30) b(t) := 3{F(6(t— M —-1)) + F(6(M+N -t))}- 
那么 b(t) 满足 (4.28) 的 第 一 个 条 件 . 而 (4.29) EH b Æ R EAR, H 
(4.31) 三 b(t)dt = N-1+ 3 


事实 上 , 这 是 对 t M +1, M UN. 成 立 的 等 式 
b(t) = Um4i,m+ni(t) + {F(6(t — M — 1)) — sgn(ô(t — M — 1))) 
+i{F(5(M +N —t)) —sgn(6(M + N - t))) 
的 直接 推论 . 另外 , 由 引 理 4.11, 有 
(4.32) b(z)« e?3m-* (zeC). 
特别 地 , b YE 及 LAR. 由 be L'(R) 知 , b c L?(R). 根据 Paley-Wiener 定 
yuO 有 
b(9)-—0 (025). 
定理 4.7 得 证 . 口 
@ 可 见 Katznelson (1968) 第 176 页 定理 7.4. 
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84.5 ”大 筛 法 的 算术 形式 
设 an} MAN, HA, B 
S(a) := D ane(na). 


M<n<M+N 


以 下 将 定理 47 应 用 于 or 为 形 如 a/q 的 有 理 数 的 情形 , 其 中 (a,q) = 1, 
q«Q. RAM r £s À 


ar — al] = a/g — a’ /q'|| = lg — a'a)/ag' | > 1/Q?. 
这 说 明 o, 是 1/Q@?- 良 分 布 的 . 于 是 有 
(4.33) Y Y) lS/P SN-1+Q) Y) lef. 


gq<Q 1<aK<q, (a,4)—1 M<n<M+N 


该 不 等 式 的 意义 在 于 , 可 用 g 的 某 个 显 式 函 数 对 其 内 部 的 和 式 行 下 界 估 
计 . 该 函数 与 不 含 使 a 0 的 n 的 模 p 剩余 类 个 数 w(p) AR, 其 中 p | a. 确 
切 地 说 , 对 素数 p > 


(4.34) w(p) := {h : 0 <h «p, n = h(modp) = a, = 0}| 
及 


(4.35) g(a) = xaT] wip) 


w(p) 
(不 妨 设 对 任意 p 有 w(p) < p, 否则 an = 0). 

以 下 是 大 簿 法 算术 形式 的 基本 定理 . 

定理 4.12 如 前 述 记 号 , 对 gq > 1, À 


L o 


M<n<M+N 


2 
ga) < >》 I9(a/a). 
1<a<q 
(a,q)=1 


推论 4.13 (ARAE) HELM (a, TN 及 整数 Q2 1,78 


(4.36) 


2 E 2 
(4.37) le MS lan |, 
M<n<M+N M<n<M+N 
其 中 
(4.38) L:= 》 g(q), 


q«Q 


g(q) 的 定义 见 (4.34) 及 (4.35). 


$4.5 ”大 得 法 的 算术 形式 ‘75: 


定理 4.12 的 证 明 ”人 须 证 对 任意 序列 {an} 有 


(4.39) IS@)?9@)< > — IS(a/a)f*. 


1€a&q, (a,q)=1 


将 an 换 成 as e(n8) 后 并 不 改变 w(p) 的 值 , 故 (4.39) 等 价 于 


(4.40) IS(Ps() « >， lS(a/a- B)? (BER). 


1<a<q, (a,q)=1 


假设 (4.40) 对 满足 (a, a) = 1 的 g Md 成 立 , 由 中 国 剩余 定理 ， 
XO dS(c/ad)!h = M; >》 [Slaa +b)? 


1<c<qq’ 1<a<q 1«b«q' 
(c,gg')=1 (a,g)=1 (b,q')=1 


> VM  IS(a/a)*g(d) > |S(0)?(a)g(q)). 
1<a<q, (a,q)=1 
由 于 og 是 乘 性 的 ，(4.39) (进而 (4.40)) XJ qq’ RA. 而 当 q 含 平方 因子 时 ， 
g(g) = 0. 故 只 须 对 9 是 素数 的 情形 证 明 (4.39). 
对 任意 素数 p, 有 


(4.41) 
ISP -- E ISa y; ERI S ella- ayp) 


lga<p O<a,a'<p p O<h<p 


> «Cah/p)S(ajp) 


O<a<p 


2 
Sey cen p) 


n O<a<p 


h<p 


1 
Po 
1 、 
P. 


<h<?p 
=p >> |S(p,h)}?, 


O<h<p 


其 中 
S(ph):- XO an. 


M<n<M+N 
n=h (mod p) 


注意 到 由 定义 S(p,h) 可 知 , 至 少 在 w(p) À h 的 模 p 剩余 类 上 取 零 值 . 由 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 


=| >> S 


O<sh<p 


|S(0)P? eue w(p) > |S(p.h) 


O<h<p 
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从 而 由 (4.41) 知 ， 
3. iS(a/p? =p >》 |S(p, ml — |S)? 
1Xac«p O<h<p 
p 
> (Saw 80 = s@ISOP. 
这 对 q = p 证 明了 (4.39), 故而 定理 得 证 . 口 


由 等 式 S(0) = D _o<h<p S(p, h) AI, 


>> Ison- 150) =p 》 156,2)? - SO, 


O<h<p O<h<p 


从 而 由 (4.41) FER, 
p Y. |sen- isO] = 5 S. 


O<h<p O<a<p 
由 (4.33) 便 得 到 如 下 结论 . 
定理 4.14 沿用 上 述 记号 , 有 
(4) DrD |sem-zso[«w-1-95) D. wm. 


PSQ 0<h<p M<n<M+N 
(4.42) 是 大 得 法 不 等 式 (4.33) 的 弱 形 式 , 仅 对 9 为 素数 时 的 贡献 作 上 界 


估计 . 然而 该 结论 在 实际 应 用 中 其 为 有 效 , 见 注 记 . 另外 可 将 其 推广 到 相对 于 
合 数 的 同 余 类 情形 . Montgomery (1968) 证 明了 , # q 无 平方 因子 , 那么 


P» 


l Ea 


DA Md) siya, n| = Y^ ISla/a). 
d|q 2s 
(a,q)=1 


代入 (4.33) 便 得 到 对 于 d 整除 q 以 及 he [0,q — 1] 平均 地 来 说 5S(q/d,hh) # 
近 (d/q)S(0). 
$4.6 ”大 得 法 的 应 用 


与 Brun 方法 相 比 , 大 第 法 提供 了 不 超过 z 的 挛 生 素数 个 数 J(z) 更 为 精 
确 且 实效 的 上 界 估计 . 


定理 4.15 当 z 趋 于 无 穷 时 , 有 


(4.43) J(z) < (8C + o(1))z/(In z)?, 


$4.6 ”大 得 法 的 应 用 ODD 
其 中 
1 


渐 近 地 讲 , 该 估计 等 于 .J(z) 猜想 值 的 8 倍 . 对 其 改进 的 文献 见 注 记 . 


ER ce > 0. ?4 P-(n(n- 2) > Q BIA a, :— 1, 否则 令 an := 0. 对 
= |z], Q = 11/2 及 a, 应 用 (4.37), 得 


(4.45) J(z) - J(Vz) < {1+ o(1)}2/L, 


Hp L 由 (4.38) PR w(2) = 1, w(p) = 2 (p > 3) MEX. 此 时 有 g(q) = 
2” x h(q)/q, EFP h FEM PE ATE PRL: 


h(2)=0, h(2)-22(-1"! (v>2), 


Mom — (pz, ngn- 2T 9 


2:5 (p> 2, v > 2). 


容易 验证 级 数 Da h(d)/d° 在 c > 志 上 绝对 收敛 . 这 样 


i 
Ya = Y; (077 (ny? OP és) 


qg<y mdxy 


其 中 对 m 求 和 的 估计 是 通过 对 以 下 估计 式 作 分 部 积分 而 得 : 
> 2w(m) 一 2 1* p?(m) ~ Suny. 


从 (4.45) 得 到 
NACE OE 
TOS CT 
其 中 


on SER) 


d>1 


Fw 4 2(p + 2) =i 
= Ile V9 IDs ccs =) 


2 5 


-m- 9-5 


p23 


从 而 命题 得 证 . 口 
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第 二 个 应 用 是 关于 算术 数列 中 素数 分 布 的 . 令 
T(Z; a, q) := |{p <z : p=a (mod q)}|, 

除非 a 的 模 g 剩余 类 是 ola) 个 可 逆 类 之 一 , 函数 (x: aq) AF. 从 而 可 自 
然 地 猜测 在 关于 q 和 x 相对 值 的 一 些 条 件 成 立 的 前 提 下 有 
iE PRENNE. D 
pla) plane 
在 第 二 部 分 中 将 证 明 g 固定 (Dirichlet 定理 ), 以 及 q < (In)? (Siegel-Walfisz 
定理 ) 的 情形 . 由 大 第 法 可 得 同类 型 的 上 界 估计 对 “小 区 间 ” 情 形 也 成 立 . 

定理 4.16 (Brun-Titchmarsh) iX x fe y EFX, qa 是 整数 . X 
y/q — co, 有 


n(z;a,q) ~ 


{2+ o(1)}y 


(4.46) m(x + y;a,q) — r(x;a,q) < PONTO 


证 明 — (4.46) 的 左边 不 超过 
(4.47) do an + r(Vy/9), 


其 中 z < a+nq < z+y H P-(a4-qn) > V/y/q 时 a, := 1, 否则 a, := 0. (4.47) 
的 第 二 项 可 并 入 (4.46) 的 余 项 中 . 用 大 筛 法 定理 的 记号 , 有 N < y/a^-1, HX} 
使 得 p < Vy/g 及 pta 的 素数 p w(p) > 1. 于 是 得 到 , 对 任意 Q < /y/a, 
有 


(4.48) da < ee 


其 中 


L: X pm)? ]] —À1 = D BU 


m<Q, (m,9)=1 pim zo p EM. 
注意 到 任意 整数 n < Q 可 唯一 地 分 解 成 n = mdt 的 形式 , 其 中 (m,g) = 1, 
u(m}? = 1, d|m™, t| q”. BA 
1 p(m)? l1 p(m? m q 
25 > m uw A Ms 


从 而 


L2 * ing, 


代入 (4.48) 并 取 Q = Vu/a/ ln(y/g) 便 得 题 设 结论 o 


84.7 Selberg 算法 + 79 - 


$4.7 Selberg fix 


84.7.1 简介 


Selberg 于 1947 年 创造 的 筛 法 基于 二 次 型 一 个 优美 的 优化 估计 . 相对 于 
20 世纪 20 年 代 的 Brun fit REA ZERA: 理论 上 较为 简明 , 技巧 上 更 
为 灵活 , 估计 上 更 加 精细 (至 少 在 实际 应 用 中 如 此 ). 

在 大 第 法 创立 并 完善 的 时 期 , Selberg 方法 因 其 可 筛选 一 个 任意 数列 (而 
非 仅 考虑 某 区 间 中 的 整数 ) 的 特性 而 得 以 应 用 . 在 某 些 情形 , 如 挛 生 素数 问 
A, 它 可 以 得 到 较 好 的 常数 . 从 20 世纪 70 年 代 中 期 起 , 人 们 曾 认 为 , 在 区 间 
情形 , 这 两 种 方法 基本 等 价 (Uh Huxley (1972b), Kobayashi (1973)) 而 大 得 法 
则 基于 更 深刻 的 对 偶 原则 . 这 是 Elliott (1977) 佳作 的 基本 观点 . 

从 20 世纪 80 年 代 起 , Rosser-Iwaniec Mik (具体 见 注 记 ) SA JE 
的 极致 . 除了 在 余 项 处 理 上 更 为 灵活 外 , 在 最 好 的 情形 下 它 可 在 上 界 估 计 主 项 
中 活 近 地 有 一 个 常数 因子 的 改进 . 

近来 Goldston, Pintz 和 Yildrim (2006) 在 素数 小 差距 问题 上 的 重大 进展 
使 Selberg MS HET. 

在 此 详 述 这 些 重要 工作 就 与 我 们 所 讲 内 容 偏离 得 太 远 了 . 我 们 决定 通过 
以 下 不 甚 为 人 所 知 的 角度 来 介绍 Selberg WE: 用 所 有 素数 的 寡 来 筛 的 可 能 
性 . 这 归结 为 单 变 元 或 多 变 元 乘 性 函数 概念 的 一 个 内 蕴 延 伸 . 

读者 可 参考 Halberstam 和 Richert (1974), 以 及 Greaves (2001) 的 著作 ， 
其 中 有 对 Selberg 方法 经 典 形式 的 详尽 介绍 , 特别 是 本 书 中 未 涉及 的 下 界 估 
计 的 可 能 性 . 


84.7.2 ”多 变 元 数论 函数 


第 二 章 中 引入 的 传统 乘 性 函数 的 概念 有 许多 不 便 之 处 : 其 一 是 当 改 变 
Dirichlet RIX Euler 乘积 形式 的 有 限 多 个 因子 中 有 限 多 项 后 一 般 不 能 保持 乘 
性 ; 其 二 是 多 元 推广 并 不 显然 . 

Selberg 于 1977 年 发 表 的 一 篇 论文 中 提出 了 一 个 新 的 定义 , 克服 了 这 两 
个 不 便 之 处 . 

定义 4.17 r 元 数论 函数 f: (N*)” 一 C 称 为 是 (Selberg 意义 下 ) À 
性 的 , 如 果 其 形式 Dirichlet 级 数 


F(s1, e) Sr) f 2 ncs me) 
可 表示 为 乘积 


(4.49) Fleet sup), 
p 


: 80: 第 四 章 ti 法 


PR, 是 7 ABBR 


Este >o h(i) ee 
wu1206,...,v- 20 

使 得 除了 有 限 个 p 以 外 均 有 ESQ, ...,0) = 1. 

Z f(1,...,1) 20, À f 是 奇异 的 , 否则 称 之 为 正则 的 , 若 f(1,...,1)= 1 
AR f 是 正规 的 . 

在 且 仅 在 本 节 中 , 所 谓 乘 性 函数 , 无 论 是 一 元 或 是 多 元 的 , 均 指 Selberg 
意义 下 的 乘 性 函数 . 

条 件 (4.49) 等 价 于 


(4.50) fra. nr) =|] fpCvp nn),..., up(nr)), 


其 中 v 是 p 进 赋值 , 且 除 了 有 限 个 素数 p 外 有 f,(0,...,0) = 1. 

在 单 变 元 情形 , 传统 的 乘 性 函数 类 等 同 于 Selberg 意义 下 的 正规 乘 性 函 
数 类 , 从 而 新 的 概念 确 是 原 有 概念 的 推广 . À f 是 正规 乘 性 函数 , 那么 对 任意 
k € N*, ne f(kn) 是 乘 性 函数 . 

以 下 仅 讨 论 二 元 乘 性 函数 
84.7.3 ”广义 卷 积 

定义 4.18 若 二 元 乘 性 函数 f 满足 f(m,n) = f(n,m), 则 称 之 为 对 称 的 . 
若 当 n> m 时 有 f(m,n) = 0, 则 称 之 为 下 三 角 的 ;倘若 它 还 满足 f(m,m) - 1 
(Vm € N*), 称 之 为 正规 下 三 角 的 . 


设 上 是 正规 下 三 角 数论 函数 , 对 任意 固定 的 整数 m > 1, 线性 方程 组 @ 


> t(k,n)zk = Omn (1€ n € m) 


n<k<m 
是 上 三 角 的 , 从 而 是 Cramér 的 @. 用 
Tk = t*(m,k) (1€ k € m) 


表示 它 的 解 . 这 样 


(4.51) NO t*(m,k)t(k,n) = 6mn (lgngm). 
n<k<m 
Q 这 里 及 下 文中 均 采 用 Kronecker 记号 : Zi m = n, ômn := 1, 否则 mn := 0. 


© 亦 即 线性 方程 组 对 应 的 矩阵 可 道 . 一 一 译 者 注 


$4.7 Selberg fx - 81: 


该 式 说 明 ， 对 任意 整数 a > 1, 下 三 角 阵 T. := (CO 人))i<ksjse 及 
Tq := (t(r, 8) )i<s<r<q 互 逆 , 取 转 置 后 得 到 对 偶 的 等 式 


(4.52) | NO t(mkt'(kn)2ó»  (1<n<m). 
n<k<m 
这 样 的 两 个 正规 下 三 角 数 论 函 数 便 称 为 是 互 逆 的 . 

由 上 述 可 重新 得 到 经 典 Dirichlet 卷 积 逆 的 概念 (M 8524) + 
t(m, n) := h(m/n), t*(m,n) := h*(m/n), 其 中 h 和 n* 是 一 元 数论 函数 . 这 里 
约定 当 m/m 不 是 整数 时 等 式 右 端 为 零 . 令 m = Nn 并 在 (4.52) PETER 
换 k = dn, 便 得 到 


XO h*(d)h(N/d) = ôn = ON)  (NeN*) 
d|N 
在 新 的 框架 下 得 到 的 反 转 公式 推广 了 第 二 章 中 由 Dirichlet 卷 积 得 出 的 公式 . 
性 质 4.19 设 上 是 二 元 正规 下 三 角 数 论 函 数 . 
(i) 若 f 和 9g 是 一 元 数论 函数 , 满足 


(4.53) f(m)= >》 t(mnjg(n)  (meN), 
l&ntsm 

那么 

(4.54) g(m)- $, t(mn)f(n (meN’); 


lgngm 
(ii) Z& f fe g 是 一 元 数论 函数 , 满足 


(4.55) f(n)= ,itm ngm) — (neN*), 


man 
并 假定 上 述 级 数 对 每 个 即 均 绝对 收 化, 那么 等 式 


(4.56) g(n) = > t*(m,n)f(m) (neN’) 


在 右边 级 数 对 任意 n 均一 致 收敛 的 前 提 下 成 立 . 
证 明 KFR 
f(n)= D tn,k)g(k) 
1<k<n 
代入 (4.54) 的 右边 并 交换 和 号 就 得 到 (4.54). 类 似 地 可 从 (4.55) 推出 (4. 
对 右 端 的 级 数 作 截 断 来 处 理 收敛 性 的 问题 , 具体 细节 上 略 去 . 
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t 是 乘 性 函数 的 情形 有 特别 的 实用 意义 ， 


TERR 4.20 E C: (N')? S C 为 正规 下 三 角 乘 性 函数 , 那么 其 逆 t HR. 
证 明 ”形式 寡 级 数 TQOG Y): 16 >》 t, p) X.Y” HT. 对 任 
(AOO) 
意 素数 p, 有 


j 

nor = Say} Y) pr) 
j20 0<v<p 
(u,v) 4(0,0) 


sir D. ÉD 
OKv<yu 
(u,v)7(0,0) 


Hob #" (1,1) = 1, EF 0 < v < y, (u,v) # (0,0), À 


t(pp)- >> Ci M. OI] ip). 


1&j&v Hı Hbi, ma 1<s<j 
如 上 式 确 定 的 正规 下 三 角 乘 性 函数 #* 即 是 t A. 回 


注意 到 车 t 是 正规 下 三 角 函 数 , 那么 仅 当 nn | m 时 tm, n) 才 有 可 能 非 零 . 
下 述 结果 是 性 质 4.19 的 一 个 相当 有 用 的 特例 . 

ER 4.21 设 上 是 二 元 正规 下 三 角 乘 性 函数 . 

(i) Æ f P g 是 一 元 数论 函数 , 满足 


(4.57) f(m)= Dt(m,d)g(d) (meN’), 
d|m 

那么 

(4.58) g(m) = t"(m,d)f(d) | (meN*). 
d|m 


(i) 设 上 和 9 是 一 元 数论 函数 ,满足 
(4.59) f(n) = 5 t(m,n)g(m) (ne N°), 


m=0 (mod n) 
并 假设 上 述 级 数 对 每 个 n 均 绝 对 收敛, 那么 等 式 
(4.60) gn- D, f(mnf(m  (neN) 


m=0 (mod n) 


在 右边 级 数 对 任意 n HAr CA EET RS. 
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固定 整数 上 > 1. 以 下 是 正规 下 三 角 乘 性 函数 对 (0, 0*) 的 一 个 例子 : 
t(m, n) := r((m/n, k))1n(m/n) (m, n € N*). 


4 Ky := Uk). 于 是 对 任意 素数 p, 有 
)- X" 
a USE = -XP XY 
这 样 
1， Xiu-v-0, 
-l, @y=1,ve€ {0,1}, np — 0, 
L Hu=2v=1,k,;=0, 
1, iu 02X2(modk, +1), v 20, kp > 1, 
—2, Æ p= 1(modk,-1), v = 0, & > 1, 
-1， 知 1 三 1 或 3(modpp 1), v = 1, kp > 1, 


to(p, v) = 


2, Aw=2(modk,+1),v=1, pp 2 1, 
0 BUERE. 
$4.7.4 ”二 次 型 
用 LR) 表示 从 某 项 起 恒 零 的 序列 之 集 . 
定义 4.22 若 对 称 数论 函数 f: (N*)? 5 R 使 得 二 次 型 
(4.61) Q): P», f(mn)mza 
m21,n21 
对 任意 LR) 中 的 非 零 实 序列 à = {an}, 均 取 正 值 , 则 称 之 为 正定 的 . 
GAA f 正定 , 则 对 任意 整数 N > 1, 矩阵 


Fy := (f(m,n))1<mn<n 


对 称 、 可 逆 , 且 各 特征 值 均 为 正 数 . 由 经 典 的 矩阵 三 角 分 解 (可 参见 Gant- 
macher (1966) § 2.4) 可 将 Fw 写成 T D'T 的 形式 , 其 中 T 是 下 三 角 阵 , HE 
对 角 线 上 元 素 均 为 1, 是 对 角 阵 , "T 是 了 的 转 置 . 另外 , 满足 这 些 条 件 的 D 
和 了 还 是 唯一 的 . 这 样 便 可 将 f 表示 成 
(4.62) fmn)= M) — g(k)t(m,k)t(n,k), 

1<k<min(m,n) 


其 中 + 上 是 正规 下 三 角 函 数 , 9 BEW. 
当 f 是 乘 性 函数 时 , 上 式 有 更 为 简单 的 形式 . 
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性 质 4.23 设 是 二 元 正定 乘 性 函数 ,那么 存在 乘 性 函数 g : N* 一 Rt 
以 及 正规 下 三 角 乘 性 函数 c: (N*)? 一 R, 使 得 
(4.63) f(m,n) = »» g(d)t(m, d)t(n, d) (m, n € N*). 
d|(m,n) 
另外 , 满足 上 式 的 9 和 上 是 唯一 的 . 


证 明 ”对 任意 素数 p, N? 上 的 函数 fu, v) := f(p", p") EE. 从 而 存在 
分 别 是 一 元 和 二 元 的 乘 性 函数 9, 和 tp, 使 得 tp 正规 下 三 角 , H 


(4.64) fp^»)- M gp ()tp(u, K)tp(v, n). 

O<k<min(u,v) 
Xt p 求 积 并 如 (4.50) EX g Al t 1E4848] (4.63). 然后 从 (4.62) 的 唯一 
出 题 设 结论 . 


现在 来 解决 一 个 与 二 次 型 有 关 的 带 约束 的 最 优化 问题 . 这 里 只 考虑 乘 性 
PRA BS TRE, 读者 可 自行 得 出 一 般 情形 . 
定理 4.24 Kf ADLERA, N € N*, g fe t Æ (4.63) 中 定义 


SP EHE, 那么 在 约束 条 件 zi = 1An>N > = 3 T, —Ó (4.61) 
取 到 其 最 小 值 


(4.65) a= { E t(m,1?/o(m)} 
m<N 
对 应 的 最 值 点 是 
(4.66) z,:— Q* M t'(m,n)t'(m,1)/g(m ^ (1&n« N). 
1&msN 
证 明 令 
ya:= >》 tmdzn (dz1); 
l<m<N 
m=0 (mod d) 


M d> N WS ya = 0. 将 (4.63) 代入 (4.61), 得 


(4.67) Q(z)- M g(d)yi, 
1«d«N 
且 由 性 质 4.21 (ii) 得 
(4.68) ra= SY) t'(mdym (1<d<Q). 


m=0 (mod d) 
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特别 地 , 条 件 zi = 1 可 写成 
>》， C(mü)ys = 1. 


1<m<N 


这 样 , 对 任意 实数 A, 


= /(d) t 7 z Spica 
ii " a zs di 4 2/30) D 924 g(d) 
mg t*(d,1) | p 
2A po n ae 
右 端 对 于 À = 29* 取 到 最 大 值 . FRA Q(z) > Q*. 当 ya = At*(d,1)/2g(d) 
(l<d<N) 时 等 号 成 立 . 由 (4.68) 便 得 (4.66). 口 


84.7.5 Johnsen-Selberg 指数 筛 法 

对 任意 素数 的 过 p" (v > 1), 令 Wp’) HE p" 的 一 些 剩余 类 构成 的 
集合 , 并 将 之 等 同 于 这 些 剩余 类 在 Z 中 代表 元 之 集 ， 假 设 当 jy zov 时 有 
W(p")nW(p^)- gs. 
(4.69) W(d) := {| Wp”). 

p" ild 

这 样 ,ne W(d) HAN p” | d => n e W(p^). 约定 W(1) =Z. 

设 4 是 整数 的 有 限 列 (不 要 求 相 异 ), P 是 素数 类 及 z 2 2 为 实数 . 令 


P,:- Pn[Lz]. 
希望 得 到 以 下 数值 的 上 界 估计 : 
S(A,P;z):-|(a€eA:ag W(p^) (pEPz, v > 1)}}. 
假设 
(4.70) 2 je ra (d>1), 


a (à) 


其 中 和 > 0 是 与 d 无 关 的 量 , w 是 非 负 乘 性 函数 , ra 在 适当 的 意义 下 为 余 项 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 


(4.71) w(p)-0 (p£éP,,v21) 
H 
(4.72) > | (p € Pz). 
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在 应 用 中 , 该 条 件 通 常 等 价 于 对 任意 素数 p 有 ULL Wo") #2. 


A 


m 
(4.73) 0(p"):—1— 5 we) > 0 (p >2,v 20). 
1<u<v 


给 定数 论 函数 f, 引进 记号 


(zy) = ` I) (r21,y2 1). 
nic 


P*(n)&y 


定理 4.25 在 假设 (4.70), (4.71) 和 (4.72) F, 对 任意 整数 万 >1 有 


5 f 

4.74 S(A,P;z) < ————— + 3em iranl, 

(4.74) (A,Pi2) < TD 2 Ire. 
P+ (m)&z 


其 中 f 是 满足 如 下 条 件 的 正规 乘 性 函数 : 
(4.75) f(p"):— p" /9(p") 一 [3 ) = w(p)/(90(p^)9(p" ^) | (v2). 


证 明 i$ D> 1. 对 满足 Xi = 1 及 4 = 0 (Vd > D) 的 实数 列 {ua 
À | 


(4.76) S(A 7:2) « È ( >. X). 
aCA  acW.(d) 
事实 上 ，(4.76) 和 式 中 指标 为 a 的 项 总 非 负 (由 于 A. 是 实数 ) AS 
a € S(A,P;z) 时 它 等 于 À 1 
引进 乘 性 函数 


1, Æu=vE uv =0, 
ep", p") := 
0， 若 以 上 不 然 . 


题 设 中 Wp) 不 交 的 假设 说 明了 除非 e(p^, p") = 1 不 能 有 WNW). 
HRH, 245 w(d) n W(d') z @ 时 即 有 e(d,d') = 1. 将 (4.76) 中 的 平方 展开 便 
得 到 


S(A, P; z) < ) Add! ) 1 
d,d'<D ac A 
acW(d)NnWw(d') 


= Yo Meldd) >》 1=XQ+R, 


d,d'« D 


(4.77) 


ac.A 
a€W([d,d']) 
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其 中 
w(|d, d']) 


(4.78) Q:= M MMeld,d)— apo R:= M Mwe(d,d')rgan. 
d,d'«D d,d'« D 


用 定理 4.24 可 得 二 次 型 Q 的 最 小 值 . 为 此 需 计算 函数 
f(m, n) = e(m, n)w([m, n])/fm, n] 


所 对 应 的 g, t 及 t*. 
对 (u,v) 用 归纳 法 , 从 (4.64) 中 知道 , 在 (4.73) 的 记号 下 ， 


Ip”) := (8(7) 9202. wn, 


O(p"-1) 
(p^!) — (p^), d v = 0, 
t(p", p") := 4 —(0(p^3) — 9(p^))/9(p^, 0 <v < y, 
Our, £i pv. 


从 而 
-(9(p^7) — 9(p^))/0(p^?), div =0, 
t* (p^, p^) := 4 (0(p^-1) —0(p^))/0(p^)), 0 < v < y, 
Op *iu X v. 
M (Aa)azi 如 (4.66) 定义 , 即 
2_mxsD t (m, d)t* (m, 1)/g(m) 
»» 2; t*(m, 1)?/g(m) 
时 二 次 型 Q 取 到 最 小 值 . 
注意 到 当 P+(m) > 2 时 t*(m,1) = 0, 由 (4.65) 得 
_ 2 ee ee) eee ee 
VEU — Mw ( > IG i) "x 


d£D prlld 
Pt(d)<z 


另外 , 由 于 sup, [M] = 1, 有 
RIs M >》 edd)lrml= D. 3" "p, 


mxD? [d,d']|-m mx. D? 
P*(m)&z Pt (m)&z 


其 中 对 d, d! 的 求 和 对 于 m ERTER, 且 当 m ARAN ESF 3. D 
当 À 是 某 区 间 中 的 整数 之 集 时 , 上 界 估计 (4.74) 可 有 为 一 种 形式 . 


(4.79) Xa := (d« D), M:=0 (d» D) 
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定理 4.26 (Selberg) ik N c N*, A 是 相继 的 NN 个 整数 之 集 . FBR 
w(d) := |W(d) n [0,d[| 满足 (4.71) 和 (4.72), 那么 对 任意 整数 D > 1, 有 


N+D?-1 
Vr (D, z) | 
其 中 f 是 如 (4.75) 定义 的 正规 乘 性 函数 . 
证 明 ”存在 整数 M 使 得 A= {ne Z: M<n<M+N}. & bX (4.30) 
中 定义 的 Beurling 函数 , 其 中 6 := 1/D?. 由 (4.77) 中 第 二 个 上 界 估计 , 有 
S(AP;2)< M Agwe(dd) M b(n) 


d,d'<D 


S(A, P; z) < 


nez 
n€W([d;d']) 


= 》 Meld d) M >》， b(n). 


d,d'«D O€m« [d,d'] n=m (mod [d,d']) 
mcW/([d,d']) 
由 (4.24), 内 部 的 和 式 等 于 
b(n n 一 j 
dad ! 7 E aay) 


0<j<[d,d"] 


= > (Tai 2 Lede Ta aa) = - OT 


0€ j « (d,d'] 


由 (4.31), b(0) = N+ D? — 1. X} m RA, 在 (4.78) 的 记号 下 , 有 
S(A, P; z) < (N + D? - 1)Q. 
由 (4.80) 便 知 欲 证 的 结论 成 立 . 口 
对 任意 素数 p, 有 


fg . 1 wg) = 
» +E son - 9975) (7 wp) 


7 之 0 


从 而 
(4.81) Jim T3 -W(z):- |] (1 -5 md 


P&Z vzl p 


在 一 些 实际 运用 中 并 无 影响 的 附加 假设 下 , 对 乘积 yD, z)W (z) 可 有 最 
优 估 计 . 比如 可 假设 存在 常数 n € N°, n €]0,4[ Rw > 0, 使 得 


(4.82) 0(p)2m (peP, vl), 


w(p")? In w 
(4.83) yy + Lire 


p 1<v<r 
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及 


(4.84) y: wPOhP.cimG)IOQ0) (t2921. 


y«p&t 
lgver 


bz (D, z)W (z) 渐 近 行为 的 精细 估计 可 用 一 些微 分 差分 方程 的 连续 解 来 描 
述 . 其 中 一 个 原型 是 Dickman 函数 , 在 第 三 部 分 85.4 中 将 详 述 . | 
S ox 为 方程 组 


(4.85) oxlu) = u*-! /T(«), Zi0«uxl, 
ug, (u) + (1— k)ex(u) + kos(u—1) 20, url 


的 连续 解 , Hh D 表示 Euler r-t. 用 Laplace 变换 @ 知 函数 On FE 0:— 01 
的 卷 积 s KE. 任意 k, on 承袭 了 函数 o 的 速 降 性 . 例如 有 


ok(u) = (uln u) "eOs (0) (u — oo), 
本 章 注 记 中 将 给 出 一 个 渐 近 公式 . 
又 令 
(4.86) A«(u) := e77" a on(v)dv, jk(u)=1-—Ak(u) (u > 0), 
H y 是 Euler 常数 ， 像 第 三 部 分 $5.4 中 x = 1 的 情形 那样 , 可 以 证 明 


A«(0) = 入 (co) = 1, 可见 Hensley (1986a). 

以 下 是 Tenenbaum 和 吴杰 (2007a) 的 一 个 结果 , 证 明 略 去 . 

定理 4.27 iE & > 0,7 €]0, 2[. 在 假设 (4.70), (4.71), (4.82), (4.83), (4.84) 
F, 存在 常数 B, 使 得 对 2 < z < DV" 一致 地 有 


z & (v) .Bv(Inv)/Inz 


其 中 W(z) 的 定义 见 (4.81), ME 


v := min ((In D)/(rInz),3(In D)/(rnlnz 2)}, A% (v) := A«(v)vIn(1 + v). 
注意 到 (4.87) 的 余 项 ( 记 作 R) 满足 上 界 估计 


Rv 0-9) /Inz (z > zo(&)). 


© 见 第 三 部 分 第 五 章 , 那里 对 < = 1 作 了 计算 , 一 般 情 形 类 似 . 
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648 ”区 间 中 的 平方 和 


SHIEH Selberg 得 法 的 形式 正 适 于 讨论 某 区 间 中 可 表 为 两 个 平方 数 
之 和 的 整数 个 数 的 上 界 估计 . 

以 该 集合 的 一 个 描述 开始 讨论 . 下 文中 的 定理 是 Girard 在 1632 年 的 猜 
想 , 1654 年 被 Fermat 解决 . 

下 文中 提 到 的 证 明 将 利用 如 下 事实 : 给 定 素数 p, -1 E p 平方 剩余 类 
( 即 同 余 方 程 x? + 1 = 0 (mod p) 有 解 ) 当 且 仅 当 p= 1 (mod4). 

这 个 经 典 结论 从 模 p 的 可 逆 剩 余 类 群 (Z/pZ)* 是 循环 群 的 事实 容易 得 
到 .@ 另 一 方法 是 研究 乘法 群 同 态 


f :(Z/pZ)* — {-1,1}, f(z) = 2? 9”. 
它 在 平方 剩余 类 构成 的 子 群 Q, 上 的 限制 恒 为 1. 由 于 多 项 式 函数 (x) = 1 


在 域 Z/pZ 上 至 多 有 30-1) MR, 可 知 Q, 恰 为 其 解 集 . 这 样 当 a 是 模 p 的 
平方 剩余 类 时 f(a) 等 于 1, 否则 等 于 -1. 通常 用 Legendre 符号 来 表示 这 一 


性 质 : 
1, ZaecQ, 
DÀ " À a Qr 
定理 4.28 对 任意 ac (Z/pZ)*, 有 


S) -—a0-U9/ (modp). 


现在 可 证 明 Girard-Fermat 定理 . 另 一 个 基于 连 分 式 的 证 明 见 第 七 章 . 


定理 4.29 (Girard-Fermat) 奇 素 数 可 表 为 两 平方 数 之 和 当 且 仅 当 它 
模 4 余 1. 


证 明 ”由 于 两 个 平方 数 之 和 模 4 À 0, 1 或 2, 必要 性 成 立 . 下 证 充分 性 . 
给 定 素数 p, A p = 1 (mod4). & N := [V5| 并 令 x 为 方程 z2 = —1(modp) 
的 一 个 解 . 在 (N +1)? > p 个 形 如 w+vz 的 数 (0 < u,v < N) 中 , 至 少 两 者 模 
p FR. 取 二 者 之 差 便 知 同 余 方 程 a = bz (mod p) 对 于 满足 max(lal,|b|) < Jp 
的 a,b 有 非 平凡 解 . 这 说 明了 a? = 22d? = —b? (mod p). Mi p |a? +b. 由 于 
0 < a? +b? < 2p, À p = a? +b. 口 


定理 430 正 整 数 n 可 表示 为 两 个 平方 数 之 和 当 且 仅 当 对 任意 满足 p= 
3 (mod 4) 的 素数 p, A vp(n) = 0 (mod2). 


& 见习 题 232, 第 367 页 . 
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证 明令 为 hh 平方 数 集 的 示 性 函数 . 等 式 
(4.88) (a? + b?) (c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)? 
说 明了 h 是 超 乘 性 的 , JRBI, h 满足 不 等 式 
h(mn) > h(m)h(n). 


从 而 , 由 Girard-Fermat 定理 , 满足 题 设 条 件 的 数 可 表示 为 两 个 平方 数 之 和 . 
反 过 来 , À n 可 写成 n= a? +b, H p 是 使 得 vp(n) = 2v +1 HARM, 
v € N. & p:=0,(a). XH u <v, 从 而 volb) = u. 将 等 式 n= a? + b? 两 边 除 
以 p?", 13 o? + 8? =0(modp) 且 ptap. 这 说 明 —1 是 模 p 平方 剩余 类 , 故 
p = 1(mod4). CJ 


ik o ”从 前 述 证 明 还 可 得 出 示 性 函数 疡 实际 上 是 乘 性 的 , 且 满 足 
1， 若 pz= 2 或 p 三 1(mod4) 或 2|z， 


(4.89) h(p^) = | 
0, Ep =3 (mod4) 且 2 [ v. 


利用 第 二 部 分 中 将 介绍 的 标准 技巧 可 估计 n 的 部 分 和 函数 . 例如 ( 见 第 二 部 
分 第 八 章 习 题 240) 有 


(4.90) 354( = [1 «o(—)) T (N > 2), 
nx N 
其 中 
1 1 \-1/2 
(4.91) Ko yup. 
i v2 p=3 (mod 4) 2 


现在 可 用 Johnsen-Selberg 得 法 估计 区 间 中 两 平方 数 之 和 个 数 的 上 界 . 为 
增强 命题 的 可 读 性 , 在 下 述 结论 第 二 部 分 证 明 中 将 用 到 公式 


(4.92) IG- e =<, 


p>2 p a 
这 可 由 第 二 部 分 定理 8.17 的 算术 数列 中 素数 分 布 定理 或 常见 的 等 式 
Ÿ_(-1)"/(2n +1) = x/4 


7 之 0 
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定理 4.31 设 了 是 实 区 间 , 含有 N 个 正 整数 . 存在 绝对 常数 K, 使 得 了 
中 可 写成 两 个 平方 数 之 和 的 整数 个 数 ZN 满足 


1 
(4.93) Zn < KN II (1 = :) 
p=3 (mod 4) 


另外 , 5 N 趋 于 无 穷 时 , 有 


(4.94) ed dad eoe 


VIinN 


证 明 对 


(mp : pim}, €ipe?,2|v, 
P := {p = 3 (mod 4)}, W(p”) = 4 Ae 
ØD, 右 p EP,21v 


应 用 定理 4.26, 得 
Hee p—1, cia 
0, A 2tvakp <P. 


从 而 定理 4.27 的 假设 对 于 7 = 2 成 立 : 由 定理 1.10, 取 «= 1 是 可 行 的 , CE 
以 证 明 (4.93). HSE, 由 第 二 部 分 定理 8.16 知 可 取 s= 2, 这 样 得 到 


N + D? 1 WU 一 2/2 
2x ji(v) lI (= at In z )} 
p=3 (mod 4) 
其 中 DEX, v 如 题 设 定义 . 
RD = 22:=J/N/InN, 这样 v=1, 且 
jx (1) = er 人 = 2e 77? [ fm. 
最 后 只 须 估计 乘积 W(z). 有 


wo- T (0 


P&Z s 
p=3 (mod 4) 


2:475 (-2^ IT (- = 2 aa I 2 m 


psz 2«p&z 


MU 
| 2/ne 17? Ko + o(1) 
RASEN UTOR 
iE (4.94) 5 (4.90) 的 比较 说 明 , 从 渐 近 上 讲 第 法 损失 的 因子 不 超过 x. 
由 函数 方程 (4.85), 函数 15 (0)/ V/v 对 于 v > 1 单调 下 降 , 从 而 前 述 证明 中 
v — 1 的 选择 对 于 所 采用 的 方法 来 说 是 最 优 的 . 


注 记 


64.2 为 估计 (4.5) 的 第 三 个 余 项 , 用 了 参数 方法 . 在 Hall 和 Tenenbaum 的 
著作 第 零 章 有 详 述 . 著名 的 Rankin 方法 ( 见 第 三 部 分 85.1) 是 这 个 强大 的 计 
算 技 巧 运用 的 又 一 典范 , 它 用 一 个 含 参 数 的 乘 性 函数 的 常数 倍 来 估计 示 性 函 
数 的 上 界 并 优化 参数 . 

文中 Brun 方法 在 r(z) 上 界 估 计 中 的 应 用 不 过 是 其 主要 意义 的 简单 展示 ， 
不 应 视 为 真正 的 结果 . 它 不 仅 如 前 文 所 见 , 在 精度 上 弱 于 Tchébychev 估计 , 而 
且 从 严格 的 意义 上 讲 , 其 过 程 中 也 忽略 了 一 些 信息 . 事实 上 , 我 们 应 用 了 定理 
1.10, Mertens 定理 的 一 个 推论 . 而 后 者 可 直接 给 出 ax) 的 一 个 Tchébychev 
型 上 界 估计 : 当 x 足够 大 时 , 有 

n(x) — r(x/2) < — Y ae « — 
z/2«p&z 
然而 容易 验证 Brun 方法 实际 上 只 需要 > e. 1/p 的 一 个 渐 近 公式 , 它 比 定理 
1.10 或 定理 1.8 要 弱 得 多 . 这 恰好 反映 了 得 法 有 广阔 应 用 前 景 的 原因 . 

关于 B(z,y) 的 其 他 结果 见 第 三 部 分 第 六 章 . 

Alladi (1988) 阐述 了 Brun 方法 沿 乘 性 函数 在 N 的 某 些 子 集 上 求 和 这 一 
方向 上 的 进展 . 

对 组 合 筛 法 现状 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Diamond 和 Halberstam (2000) 的 
著作 及 Iwaniec (1980a,b, 1981) 深刻 的 文章 . 

在 原理 上 与 Brun 方法 较为 接近 , 而 在 得 到 的 结论 上 与 文献 中 最 好 的 改 
进 可 相提并论 的 是 Hooley (1994) 的 结果 . Ford 和 Halberstam (2000) 简化 了 
该 结果 , 提出 了 “可 即 用 ”的 形式 . 

以 下 简 述 “线性 筛 法 ”( 即 代表 得 去 的 模 p 剩余 类 个 数 的 函数 w(p) 平均 
上 以 1 为 其 上 界 , 也 称 为 1 维 得法) 系数 的 关键 性 质 , 见 Iwaniec (1980a,b). 
他 的 工作 涵盖 了 一 般 维 数 的 情形 . 

给 定 素数 类 P. $ 

PU cs I] p. 


pcP,p&z 


Buchstab 函数 w(t) Æ 0 «& t « 1 HER, 在 [1,oo[ 上 定义 为 差分 微分 方程 
(to(t)! =w(t-1) | (t»2) 
在 初 值 条 件 tw(t) =1(1<t<2) FØR. 定义 筛 函数 FAM FON 


F() = e (o) + LD D), f = edat - E), 
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其 中 y 是 Euler 常数 , o 是 Dickman 函数 . f(t) > 0 当 且 仅 当 上 > 2. 另外 (I 
第 三 部 分 推论 6.9) 有 渐 近 公式 
F(t) 
f(t) 
定理 4.32 (Iwaniec) ik D > 1. 存在 两 个 序列 Olai Da, 
3 d> D À pd) = 0 HRI, 满足 AP =1, DAI < 1, 并 使 得 


—1+O(o(t—-1)}/t)=1+O(t") | (t oo). 


A x1 < pel <r #1, 


且 使 得 
w ev 工 -s 
AN ga < <I (1= "UP f Es) A TE pws) } 
pEP 
w w eV L-s 
EX 7 I (1- D) (5 + o(7 97 75)) 
pEP 


对 任意 z € [2, D], D = 2°, 任意 素数 类 P 及 任意 满足 下 列 条 件 的 乘 性 函数 w 
成 立 : 

(i) 0 < w(p) < p NS P) " : 

(ii) AL, (1 = | < —(1 a —) (2«u&v«z). 
$4.4 虽然 (至 少 在 最 优 情形 下 ) 大 得 法 解析 形式 的 证 明 用 到 了 单 复 变 函 数 
论 及 调和 分 析 中 一 个 深刻 的 结论 , 大 筛 法 仍 可 认为 是 基本 上 初等 的 方法 . 从 
前 文 可 见 不 等 式 

A(N, 8) < SN EU E 
的 证 明 是 初等 的 ， 还 可 参见 Montgomery (1971) [A < N + 2/6], Bombieri 
(1974) [ 同 前 ] 及 Elliott (1980) [A < N + 1/6] 等 人 完全 不 同 的 证 明 . 

20 世纪 30 ERR, Beurling 研究 了 引 理 4.11 中 的 函数 F(z). 对 最 优化 
问题 (4.27) — (4.28) 及 其 在 各 式 推广 中 的 诸多 应 用 的 详尽 研究 , JL Graham 
和 Vaaler (1981, 1984), Vaaler (1985). 

大 第 法 也 可 用 于 估计 特征 和 的 均值 , 见 第 二 部 分 88.1. > 

TO): >》 anx(n). 


M<n<M+N 


Gallagher (1967) 证 明了 不 等 式 


Core D BOF 


l1<a<q, (a,q)=1 


it id + 95 . 


其 中 求 和 遍历 模 g 本 原 特 征 , 即 不 由 模 d 特征 导出 的 特征 , d | q, d < q. 由 
(4.33) 得 上 界 估计 


Y zig <(W-14+07) 5 de. 
oe) MENAN 
该 不 等 式 在 算术 数列 素数 分 布 及 瑟 函 数 研 究 中 起 关键 作用 ( 见 第 二 部 分 88.2). 
特别 地 , 它 是 Bombieri-Vinogradov (1965, 1966) 定理 证 明 中 的 一 个 基本 要 素 ， 
见 第 二 部 分 第 八 章 注 记 . 

84.5 定理 414 在 许多 数论 问题 的 优雅 证 明 中 有 用 .比如 它 是 Daboussi € 
理 原 始 证 明 的 基础 (Daboussi 和 Delange, 1974) ; 亦 是 Hildebrand (1986c, d, 
e, 1987a) 研究 模 不 超过 1 的 乘 性 函数 均值 一 个 新 方法 的 出 发 点 . Hildebrand 
(1986b) 还 用 该 不 等 式 给 出 了 素数 定理 一 个 新 的 初等 证 明 . Elliot (1979, 引 理 
4.7) 得 到 定理 4.14 的 一 个 变 体 , 证 明了 不 等 式 (也 见 第 三 部 分 定理 3.2) 


Y: »|50.0) - =5(0)| <16N S lanl. 

PEN p 1<n<N 
该 结论 不 能 直接 与 (4.42) 比较 : 对 p 的 求 和 较 长 @, 然而 仅 考虑 每 个 素数 p 的 
一 个 同 构 类 | 
$4.6 J(x) 的 最 好 的 上 界 估计 是 吴杰 (2004) 的 结果 , 改进 了 Fouvry 和 Grupp 
(1986), 以 及 他 本 人 (1990) 的 结论 . 定理 4.15 中 的 因子 8 被 改进 为 3.399 6. 
此 问题 的 “基础 ”结论 给 出 因子 4: 见习 题 82. 这 是 Bombieri 和 Davenport 
(1966) 的 结果 , 见 Halberstam 和 Richert (1974). 证 明 中 除 用 到 Selberg fiii 
法 外 , 还 用 了 Bombieri-Vinogradov 定理 , 见 第 二 部 分 定理 8.34. 

不 等 式 (4.46) 其 实 是 无 余 项 地 一 致 成 立 的 , BI 


n(x --y;£,k)—mn(z;£k)« (1X k « y & x). 


2y 
p(k) In(y/k) 
这 是 Montgomery 和 Vaughan (1973) 的 结果 . 
§4.7 Johnsen (1971) 最 先 考虑 了 A 是 区 间 的 特殊 情形 下 的 指数 筛 法 , 其 假 
设 比 本 书 中 的 更 为 局 限 . 后 者 见于 Selberg (1977) 的 工作 , 是 其 方法 的 延伸 . 
Gallagher (1972, 1973/1974) 提出 一 个 比 Johnsen 估计 更 为 简单 的 证 明 . Mo- 
tohashi (1979) 随即 用 大 第 法 给 出 了 Selberg 结果 的 一 个 新 证 , 回答 了 Selberg 
(1977) 中 的 一 个 问题 . 

当 A 是 区 间 时 , Selberg 确立 了 S(A, P;2) 的 最 终 上 界 估 计 (相应 于 定理 
4.26). 定理 4.25 中 则 考虑 更 一 般 的 情形 , 采用 了 Tenenbaum 和 吴杰 (20072) 
的 表达 方式 . 


© 实际 上 , (4.42) 仅 在 Q < VN 时 可 推出 同 阶 的 上 界 估计 . 
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定理 4.27 基于 这 样 的 观察 : 对 任意 非 负 乘 性 函数 f 有 


(4.95) by(D,z) > by,.(D/",z) (D>1,z>1), 
其 中 f, 是 如 下 定义 的 乘 性 函数 
2 1gj<r f(p)/p^-!, Tiv m L 
fr(p”) := 40, Zil«vt&r, 
f(p"), Gv > T. 


这 样 , 在 假设 (4.82), (4.83) 22 (4.84) 下 便 可 应 用 Tenenbaum 和 吴杰 文中 定理 
3.1 于 (4.75) 中 的 函数 f. 
以 下 给 出 关于 结论 中 出 现 的 函数 on 及 和 的 一 些 信息 . © E(u) 为 方程 
es = 1 + u£ 唯一 的 非 零 解 (u > 0, u #1), 并 令 E) = €(0) = 0. 定义 
x(u) := max{1,€(u/«)}, 
(4.96) T(s) := f l 一 in; 
0 


oj(u) := KID (Ex (u)), 


这 样 , 由 本 书 第 三 部 分 引 理 5.11 及 Smida (1991) 引 理 4.5, 对 任意 固定 的 整 
Ri Soa 
Ino u 


x(u) = nu + nzu + 0(-22) 


Inu 


oj(u) = uli + o(—)} 


Inu 


(4.97) (u — oo). 


由 Smida (1991) 定理 1 或 更 一 般 地 , 由 Hildebrand 和 Tenenbaum (1993a) 定 
理 2, 有 


1\ ) eV uE (u)+00(u) 
Hp y 是 Euler 常数 . 
正如 Hanrot, Tenenbaum 和 吴杰 (2007) (4.12) 式 中 提 到 的 , 有 
H lye %“o,(u) 
(4.99) A«(u) = {1+ o(-) IS (u > 0). 


关于 Goldston, Pintz 和 Yidirim 结果 的 综述 , 见 Soundararajan (2007). 


习题 


77. SIz2z2y 21/9 Vo(z,y,z) AKG Jy, z] 中 素 因 子 的 整数 n < x 的 个 
数 . 
(a) 用 Eratosthéne 得 法 证 明 
1 
lim zx- !Vo(z,y,z) = 1—-). 
(b) 用 纯粹 Brun 方法 证 明 , 存在 正 绝对 常数 c, 使 得 对 于 


1 < y S z < exp{cln z/ln2 £} 


一 致 地 有 


1 
(4.100) Wo(z,y,2) ~ EIE (1- 人 
(c) 用 组 合 筛 法 基本 引 理 拓展 该 结论 . 
(d) 承认 素数 定理 , 证 明 (4.100) 对 1 < y < z < V7 不 能 一 致 成 立 . 
78. 形 如 n? 十 1 的 素数 及 拟 素 数 . 
(a) 证 明 同 余 方 程 & +1 = 0 (mod p) 解 的 个 数 o(p) 当 p = 2(modp) 时 
等 于 1, 当 p=1(mod4) 时 等 于 2, 4 p=3(mod4) 时 等 于 0. 
(b) 推出 当 a 无 平方 因子 时 , 方程 &2 十 1 三 0(modd) À old) := [Ipa ev) 


个 解 . 
(c) 用 组 合 得 法 基本 引 理 证 明 形 如 p = n? +1 的 素数 p < x 的 个 数 5(z) 
满足 9 


p&zz,pz1 (mod 4) 
(d) FA Dirichlet 定理 
1 1 
一 = — In; x + O(1) 
p 2 
p&z,pz1 (mod 4) 


来 计算 上 式 . 
(e) 在 同样 的 假设 下 , 证 明 存在 正 绝 对 常数 B, 使 得 


|{n « V/z:n^-1e€ Q(B,z))| =x Vz/ nz, 


其 中 Q(B,z):- {m < z : p| mo p» zi/P). 9 
79. KG TX X. 
(a) & p» 2 为 素数 . 证 明 (Z/pZ)* 的 自 同 态 x r? 的 核 是 {+1}, HE 
出 模 p 的 非 平方 剩余 类 数 是 (p — 1)/2. 


D 通常 将 该 集合 中 的 元 素 称 为 “ 拟 素数 ", W, Halberstam 和 Richert (1974) $2.8. 特别 
地 , 拟 素数 的 素 因 子 个 数 有 界 . 另外 |Q(B,z)| < alz). 
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(b) 用 不 大 于 Vz 的 素数 对 适当 的 整数 类 来 “ 筛 ” 集合 A= (n:n&z), 
证 明 对 任意 p < Vz 均 为 模 p 平方 剩余 类 的 整数 n < z 的 个 数 S 满 
足 |Vz| < S< Cvi, 其 中 C 是 绝对 常数 ,并 计算 C 的 值 . 
80. 用 大 筛 法 证 明 , 若 A C | M, M + N] 是 整数 类 , 使 得 对 任意 素数 p, CHE 
wp) ME p 剩余 类 之 外 , 其 中 w(p) < 1, 那么 


A<NT ( - 29. 


PSN 


FH Selberg 第 法 重 证 该 结论 . 
81. Goldbach 猜想 中 和 表示 方法 数 的 上 界 估 计 . 
S N 为 偶数 . 用 r(N) 表示 把 N 写成 形 如 N = p + q 的 方法 数 , 其 
中 pz 和 g 是 素数 . Goldbach 猜想 断言 对 任意 偶数 N > 2 Æ r(N) > 0. 从 
概率 上 考虑 , 应 有 


r(N) ~ CNN/(In N}? (N 一 oo), 
p-1 


1 

其 中 CN : =? lI (1- (p— G-). & »—2 

(a) 证 明 对 任意 使 得 p(m) = 0 JE p = 0 的 非 负 乘 性 函数 f 有 
Sofin<S f@ M fm (<z<sN). 


nir d|N m&z,(m,N)-1 


(b) 证 明 存 在 绝对 常数 C, 使 得 


r(N) < cH (1+ =) NY 


(c) S h HRERS, 满足 
Rp) «10»|N) hpl <p? E ptN), hpi 2 2), 
其 中 6 是 正常 数 . WEHI} 0 < a < 1/1n2 N 有 


>》 ih(d)|d*7 < In N. 


d>1 
(d) 对 适当 的 函数 h 使 用 前 述 结论 , 证 明 不 等 式 


N 
rN) < (8 + o(1))CN cr 
这 使 (b) 中 的 结果 明确 化 了 @. 
& 渐 近 地 讲 ， 该 估计 8 倍 于 r(N) 的 猜 想 值 . 用 Bombieri- Mos dud EM, Bombieri 


和 Davenport (1966) 得 到 一 个 新 的 估计 ， 其 中 常数 8 换 成 了 4: 见 Halberstam 和 Richert 
(1974) 定理 3.11. 


82. 


83. 


84. 


XT ke N', z 22, 用 Jor(z) 表示 不 超过 z 且 使 得 p+ 2k 为 素数 
的 素数 的 数目 . 对 A := {n(n 十 2k) : n < z} 用 Selberg fik, 证 明 当 
æ 一 oo ATX} k > 1 一致 地 有 


g(k)z 
(In x)? 


其 中 C He on): g(k) := II G-—) 


说 明 Bombieri-Vinogradov 定理 (第 二 部 分 定理 8.34) 如 何 渐 近 地 将 
上 述 估 计 除 以 2. 可 应 用 Selberg 得 法 于 集合 4:= {p+2k : p< z, pe P} 
"n. 
素数 间 小 差距 . 

S {pn}2, 为 所 有 素数 的 渐 升 列 . 令 dn := Pari 一 pn (n2 2). 以 下 
将 证 明 a := lim inf dn/ Inn <1. 

X 2z22,0«ó«1 IL:—(neN':z«ps, < Pn+1 < 27} K 


Nz (ô) := p» l. Se) de 


nElz 


Jak(z) < {8C2 + o(1)) 


1 acd fine 1+6 
(a) 假设 a > 1 一 6. 证 明 当 r 趋 于 无 穷 时 有 
{1+6+o(1)}x —26N,(6)Inz < S(z) < z. 
(b) S 9 为 习题 82 中 的 数论 函数 . 用 卷 积 证 明 存 在 常数 A > 0, 使 得 
Ÿ_g(&)={A+o(l)}y (y — 00). 


k<y 
(c) 证 明 对 足够 大 的 z 有 Na(6) < Bor/Inz, 其 中 B 是 绝对 常数 . 
(d) 通过 给 出 a 的 一 个 数值 上 界 估 计 来 证 明 题 设 命题 . 
Poisson 求 和 公式 . 
4 feL (R). 
(a) 证 明 函 数 项 级 数 g(t) := Daeg fn + t) 几乎 处 处 收敛 . 
(b) 假设 f RAR 上 有 界 变 差 . 证 明 Poisson 求 和 公式 


> f(n-)- lim > f(n)e(tn) 


nez In|x N 


对 任意 te [0,1[ 成 立 . 


该 结果 属于 Erdős (1940). 最 近 Goldston, Pintz 和 Yildirim (2006) 证 明了 a = 0. 
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85. 5 q 互 素 的 整数 . 
对 任意 整数 q > 1 $ No(z) 


:= |{n <a: (n,g)= 1}|. 
(a) 证 明 对 每 个 固定 的 g > 178 


Jim N(x)/x = v(q)/a. 


(b) 固定 整数 q. 证 明 每 个 整数 n > 1 可 唯一 地 写成 n = hat 的 形式 , 其 
H (h,q)=1,d]q, u(d)? =1,p|t>pld. 
(c) 计算 5 1/t. 
p|t-»p|d 


(d) 对 g>1,8>1, 令 L(g,8) := , u(d)/e(d). 证 明 


d|q, d« Q 


nQ-)«1«9 II (1-2) . 
P<Q, ptq P 
由 此 推出 对 于 z >Q2>1,q>1, PH < x À 


Hao amor Ole) 


(e) 证 明 对 z > 3, q > 1, P+(q) <2 一 致 地 有 上 界 估计 多 


N,(2z) < {1 + o(722) pef. 
86. 284 b k AX. 
(a) 证 明 对 任意 数论 函数 x 有 


ux *1(n)- >》 u(d)(x(d)-x(ad)) | (n2 1) 
dz 


其 中 q := P (n), m := Ij P 
(b) 4 P 为 素数 类 , y 为 实数 . 定义 P(y) :=”]] p 证 明 若 x xs 
p&y, PEP 
满足 以 下 三 个 条 件 i 
(a) xi(d) = 0 1 (Ei d | P(y)), 
(8) xi(d) = 1 = XHEX t | d, xift) = 1, 


(y) xi(d) = 1, a(d) = (1 = À pd | Ply), p < P-(4) 时 有 
xi(pd) — = 1, 


那么 当 n 整除 P(y), q = P- (n) 时 有 


(—-1)'u(d){xi(d) ^ xs(ad)) 20  (d|(m/a)), 
& 可 将 之 除 以 2, 见习 题 276, 第 426 页 


并 推出 
(4.101) uxi*1(n)€6(n) < uxa*1(n) (n | P(y)). 


(c) 证 明定 理 4.3 中 定义 的 函数 y 和 po 满足 关系 式 (4.101). 
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85.1 简介 和 定义 


虽然 均 阶 从 直观 上 体现 了 数论 函数 的 行为 , 但 从 个 体 变化 的 角度 讲 , 它 所 
反映 的 信息 就 非常 粗略 了 . 本 章 将 通过 几 个 具 代 表 性 的 例子 来 阐明 单个 函数 
值 在 一 定 意义 下 (解释 见 后 文 ) 最 优 区 间 估 计 的 常用 方法 . 

4 f 为 数论 函数 . 用 g, h 表示 一 般 的 单调 “初等 ”函数 . 如 前 , f 的 性 质 
可 用 下 述 式 子 之 一 来 刻画 : 

(a) f(n) = O(g(n) ^| (n2 no), 

(b) f(n) = o(g(n) (n — œ), 

(c) f(n) = {1+o(1)}g(n) | (n oo), 

(d) f(n) = g(n) + O(h(n))  (n 2 no). 

在 (d) 中 自然 希望 h(n) 是 o(g(n)). 这 些 渐 近 关 系 的 最 优 性 又 可 用 如 下 
关系 之 一 来 描述 (假定 g(n) 在 无 穷 远 点 附近 严格 为 正 ): 

(a) f(n) = €, (g(n) (BI limsup f(n)/g(n) > 0), 

(8) f(n) = €-(g(n) ^ (BR liminf f(n)/g(n) < 0), 

(y) f(n) = €(g(n) (BP lim sup | f(n)|/g(n) > 0). 

记号 flin) = Q4 (g(n)) 表示 条 件 (o) 和 (8) 同时 成 立 . 这 里 符号 9 是 特 
定 情况 下 使 用 的 记号 , 实际 应 用 中 不 会 与 “ 素 因 子 个 数 ”函数 混 消 . 

对 于 估计 函数 在 单 点 值 的 阶 来 说 , 下 述 定义 比 前 面 提 到 的 要 更 为 精确 . 


定义 5.1 ik f 是 数论 函数 , g 是 单调 上 升 函 数 , 在 无 穷 远 点 附近 取 正 值 . 
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如 果 
limsup f(n)/g(n) = 1 (相应 地 , limint f(n)/g(n) = 1), 


则 称 g 是 f 的 极 大 阶 (相应 地 , 极 小 阶 ). 


这 样 , ZEA f 的 两 个 极 阶 , 那么 在 差 一 个 趋 于 1 的 因子 的 意义 下 , 就 
可 知 f(n) 的 一 种 最 优 的 区 间 估 计 . 以 下 将 研究 第 二 章 中 提 到 的 数论 函数 的 极 
Br. ; 


§5.2 HE Tr (n) 

定理 5.2 3X f 是 乘 性 函数 , 满足 

lim f(p^) = 0, 
p"-oo 

那么 Jim f(n) = 0. 

推论 5.3 HEŠ € > 0, 有 t(n) = O.(n°). 

对 f(n) = r(n)/n° 用 定理 5.2 即 得 推论 . EXE, q = p" 有 

E az 
f(a) s pve 


定理 5.2 的 证 明 S g WHER. 由 题 设 知 , 对 任意 c > 0, 存在 整数 
Q = Qe), 使 得 


«2(1--1ng)/d 0 (qo). 


q> Q > |f| <e. 
考虑 以 下 分 拆 
Qı := {q4 : 4 <Q, If@)| < 1}, 
Q2 := (a: a <Q, |f(a)] > 1}, 
Qs := {q : 4> QJ. 
每 个 整数 n 可 唯一 地 分 解 为 
有 .= ma7a73， 其 中 mi:= [| « 62123). 


qlln, q€Qi 


显然 n 两 两 互 素 , 故 
(5.1) f(n) = f(n1) f (n2) f (na). 


由 Qi 的 定义 知 |f(n1)| < 1. 由 于 Qo 包含 于 使 |f(q)| > 1 的 q 构成 的 集 
À, 存在 与 e 无 关 的 常数 À, 使 得 


|f (n2)| < A. 
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另外 , 除 有 限 个 整数 ”外 , 有 | f(na)| < e. 这 样 , 由 (5.1) 知 
limsup |/(n)] < Ae. 

命题 由 此 得 证 . 口 
下 述 结论 说 明了 推论 5.3 远 非 最 佳 : € 只 能 以 c/ Inon 的 速度 趋 于 零 . 
定理 5.4 r(n) 的 一 个 极 大 阶 是 (In2)(Inn)/ In n. 
证 明 ”对 每 个 e > 0, 不 等 式 

(5.2) T(n) < gn 2*9)/ Inz n 

对 n > nole) 成 立 , A 

(5.3) T(n) > n(52-9/1nan 


对 无 穷 多 个 n RA. 
容易 得 到 上 界 估 计 . 对 任意 参数 t, 2 <t < n, 有 


=e+ys< [[ e+» [[ ? 


p" ||n p" ||n, pst p" |n, p>t 
Inn\t 1n 2/1nt In2-Inn 
«s(i*zs)(II») — «eel } 
( 十 In2 Il? exp 4£(2 + In; n) + Int 


HS t = Inn/(In2 n)’, 得 


(5.4) T(n) «exp (287 (14 o (92)yY, 


mn mn 


从 中 立 得 (5.2). 
为 得 到 下 界 估计 (5.3), 需 寻 求 有 “许多 ” 素 因 子 的 整数 , 其 中 自然 的 选择 
便 是 


(5.5) np TI En) 


1<j<k 


其 中 (p; : j > 1} = (2,3,5,...) 是 所 有 素数 组 成 的 渐 升 列 . 这 样 (ni) = 2, 
H. 


Inn, = (px) = D» In p < x(px)lIn py = k ln px. 
P<Pk 


这 说 明 


(5.6) In T(n&) > (In2- In n&)/ In px. 
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要 证 的 不 等 式 (5.3) 由 如 下 形式 的 Tchébychev 估计 (2.29) 可 得 : 
(5.7) In ny = (px) 2 Apk, 


其 中 4 是 适当 的 常数 . 将 (5.7) 代入 (5.6), 得 


(5.8) Int(ng) > NIE 十 o(. —)). 


推出 了 (5.3). 口 
注 r(n) 的 极 小 阶 显然 : 7(n) > 2, H4 n 是 素数 时 , 等 号 成 立 . 


85.3 EM w(n) M O(n) 
由 乘 性 易 知 , 对 任意 整数 n > 1, 有 
(5.9) 2) < r(n) « 299) <n, 


其 中 每 个 不 等 式 都 是 最 优 的 . 前 两 个 等 号 成 立 当 且 仅 当 n 无 平方 因子 ; 第 三 
个 等 号 成 立 当 且 仪 当 n 是 2 BRE. 

由 之 即 得 w(n) 和 O(n) 的 极 阶 , 其 中 极 小 阶 是 显然 的 . 

一 方面 , (5.4) 和 (5.9) 说 明 


w(n) < {1+ 0(1)}Inn/Ingn (n — oc). 


由 (5.8), 此 上 界 估计 在 相差 一 个 {1 + o(1)} 因子 的 意义 下 最 优 .， 这 是 因为 
(5.8) 中 出 现 的 nx 无 平方 因子 . 

O(n) 的 情形 更 为 简单 : (5.9) 中 最 后 一 个 等 号 对 于 无 穷 多 个 n IL. 

于 是 证 明了 如 下 绪论 . 


定理 5.5 (i) w(n) 的 一 个 极 大 阶 是 Inn/ lnzn. 

(ii) O(n) 的 一 个 极 大 阶 是 Inn/1n2. 
85.4 Euler 函数 y(n) 

Euler 示 性 函数 是 乘 性 函数 , 它 在 素数 的 寡 上 的 值 为 
(5.10) e(p^) = »"(0 - p»), 
可 参见 $2.7. 于 是 有 


(5.11) enn  (n21) 
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且 对 任意 > 0, 有 
(5.12) p(n) 2m € (n 2 no(e)). 


上 界 估计 (5.11) 显然 . 对 f(n) = ni-*/e(n) 用 定理 5.2 即 得 (5.12). 
下 述 结论 细 化 了 这 些 估计 . 


Æ 5.6 y(n) 的 一 个 极 大 阶 是 n, 一 个 极 小 阶 是 
e^n/ nn, 
其 中 y 是 Euler 常数 . 
证 明 由 (5.10) 立 得 第 一 个 结论 . 下 证 第 二 个 结论 . 注意 到 
(5.13) y(n) =*II(t-5) ?^[I (1-5), 
其 中 q 是 满足 x(q) > w(n) 的 整数 . 由 Tchébychev 下 界 估计 (定理 1.3), 4 
q/ ing > (w(n)/In2) +4 


时 该 条 件 成 立 . 特别 地 , 34 A 为 适当 的 正常 数 时 q= |Aw(n) Inw(n)| 即 可 . 由 
定理 5.5 (1), 在 此 情形 下 


q «& Inn. 


从 而 由 (5.13), FH Mertens 公式 便 得 


(5.14) em) > ni [10 CIE ne— {1+ 0(i)) 


为 完成 定理 5.6 的 证 明 , 只 须 验 证 该 下 界 估 计 对 恰当 的 子 列 是 渐 近 可 达 
的 . 而 对 (5.5) 中 定义 的 nx, 由 如 下 形式 的 Tchébychev 估计 (2.29) 


Ing ny = In 9(px) = ln py + O(1) 


知 


e = a-r (i0 ()) = iac oa) 


PPk 


命题 于 是 得 证 . | D 


: 108 - SLE A B 


85.5 BAR o.(n) &»0 
在 $2.2 中 曾 定义 数论 函数 
OK(n) Ed (k € R). 


d|n 
它 是 乘 性 函数 (o, = j^ « 1), HFA ou(n) = n*o (n) 说 明了 只 须 研 究 参 数 
为 正 的 情形 下 的 极 阶 (« = 0 的 情形 已 知 : oo = 7). 


易 知 
(58) on) 2 pe, 
从 而 
(5.16) osn) 2n*  (nz1) 
且 对 任意 s > 0, 由 定理 5.2 All 
(5.17) o.(n) < n0t) — (&»0,n2 no(e)). 


M x > 1 时, ou 极 阶 的 研究 与 p(n) 类 似 , 可 化 归 到 上 节 的 方法 . FR 
估计 (5.16) 给 出 了 on) 的 一 个 显然 的 极 小 阶 , 而 上 界 估计 (5.17) 容易 细 化 : 
EXE, 44M (5.13) 那样 取 q, 得 


(5.18) aD. <I] (1 = x) =: C(&, q). 


n 
pXq 


M x > 1 时 乘积 收敛 , 其 在 x = 1 处 的 极限 等 于 erYlng +00). h, 
Ing < Inzn + O(1). 特别 地 , 有 
e* lnzn + O(1), À 
(91e Oni), En 
34 (my) 如 下 定义 时 , 这 些 上 界 渐 近 可 达 : 
mk =( II i) (k = 1,2,...), 
1<gj<k 


其 中 p = 2 < po = 3 < :… 表示 所 有 素数 的 渐 升 列 , Kk) = [Ink]. 证 明细 节 
留 给 读者 . 

当 0 < % < 1 时 , 上 述 推 理 仍然 成 立 , 不 过 (5.18) 中 因子 Cik, q) 的 渐 近 
性 质 更 为 复杂 . 用 Abel 求 和 法 , 从 素数 定理 推出 


(5.20) . ln (K, q) ~ q1^^/(1 — &)1Inq. 


(5.19) e«(n)n^^ < | 
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然而 最 强 的 形式 结果 也 不 能 具体 给 出 与 <(%,g) 等 价 的 初等 函数 . ATA 
的 困难 是 , 素数 定理 中 余 项 的 波动 性 说 明了 (5.18) 中 的 g 值 作为 n HR 
无 精确 的 估计 . 当 « > 1 Bf, 这 并 无 影响 , 因为 此 时 C(x, q) 作为 Ing 的 函数 是 
速 降 的 ; 然而 0 < « < 1 的 情形 却 在 本 质 上 是 不 同 的 . 

上 述 结果 可 概括 成 如 下 定理 . 


定理 5.7 对 > 0,on(n) 的 一 个 极 小 阶 是 n*. # k > 1 时 , 其 一 个 极 大 
阶 是 C(k)n*; 当 eh 21 时 , 其 一 个 极 大 阶 是 ernlnzn; 当 0<k<1 时 ,有 


c«(n) € n" exp {0 + en) 


反 向 不 等 式 对 无 穷 多 个 n RÈ. 


注 记 


85.1 一 $5.5 Ramanujan (1915) 最 先 系 统 地 研究 了 数论 函数 的 极 阶 . 他 不 
仅 致 力 于 确定 T(n) 的 大 数值 , 而 且 还 力求 得 到 取 大 数值 的 点 的 具体 分 布 . 当 
前 数论 函数 极 阶 的 研究 是 数论 中 活跃 的 分 支 之 一 , 有 许多 强大 的 方法 和 原创 
性 的 技巧 . Nicolas (1988) 撰写 了 精彩 的 综述 , 内 有 详尽 的 参考 文献 表 . 感 兴 
趣 的 读者 可 在 Nicolas (1974/1975, 1978, 1983a), Erdős 和 Nicolas (1981a,b, 
1989), Erdős 和 Tenenbaum (1989b) 及 Erdős 和 Sárközy (1994) 中 找到 其 他 
范例 、 问 题 及 猜想 . 

与 极 阶 有 关 的 问题 , 尤其 是 那些 蕴含 整数 精细 结构 的 问题 , 通常 是 高 度 非 
平凡 的 . 一 般 说 来 , 与 “大 数值 ” 相关 的 问题 可 自然 地 导出 关于 它们 的 分 布 的 
问题 . 然而 这 方面 往往 相当 困难 . 即便 是 著名 的 r(n) 函数 以 及 Ramanujan 高 
合 数 的 情形 , 目前 得 到 的 结果 也 尚 不 完全 , 见 Nicolas (1988). 

85.5 C(«,q) 的 渐 近 性 质 见 第 三 部 分 引 理 5.16. 


习题 


87. A “r 进 制 表示 各 位 和 ”上 盟 数 的 极 阶 ? 

88. $ 6,(n) := |(m,..., Mr : n= [mi,...,mr]}|. 计算 6, x 1 并 证 明 6, 是 
乘 性 函数 . 确定 Ind, 的 极 阶 . 

89. 本 题 将 重 现 Erdős 和 Nicolas (1981b) 关于 函数 F(n) = p(n) + y(n + 1) 
的 一 个 结果 . 
(a) 证 明 F(n) € 3n/2 (n.> 1). 
(b Op = 2 <p = 3 < ... 为 所 有 素数 的 渐 升 列 ， 并 记 

Ny = 14Thejcp Pi WEH p| Nk > p > pk Hp] (Net+1) > p= 2 
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p > px. 证 明 In Ny x py x klnk, 并 推出 , 24 k — oo AY, (Nk) ~ Nk 
H e(Nx +1) ~ $ Ni, IA Fn) 的 极 大 阶 ? 
(c) WH K n — oo Bf, À y(n) » n I] (1-1/2). 


pin, p<inn 
(d) 由 上 推出 
(5.21) F(n) 2 (14 o(1))2e??n/ 1n; n (n- oo). 


[可 用 不 等 式 b > 2Vab. | 
(e) 证 明 存在 整数 r= r(k), 使 得 
1 1 
II (1- —) ~ II ge.) (k — oo). 


1&j&r Pj^ <TSK 
(€) & My 为 同 余 方 程 
M = 0 (mod pi +- pr), = —1 (mod pr+1 `` Pk) 


的 最 小 解 . 证 明 
max 人 < (1+ 0(1)) Il (1-5) (k — oo), 
并 推出 (5.21) 的 第 二 项 是 F(n) 的 极 小 阶 . 
90. T(n) 极 大 阶 的 Ramanujan 估计 . 
(a) $ e > 0. 证 明 当 n= Ne := Lipp” 时 r(n)/n* 达到 极 大 值 , 其 中 
vp := |1/(p* — 1)]. 
(b) id zx := (1 + 1/k)U* (k 2 1), K := vo = |1/(2* — 1)]. 证 明 


N= I ( I». 


1XkXK  Tkt1 <P<Tk 


(c) 使 用 Tchébychev 记号 
V(x) := S inp, T(Z) := »» 1 (r0) 


P&I pSr 
证 明 
InNe= X yzk)= zi)+O(zl)， 
1<k<K 


Int(Nz) = `. n(zx)ln(1 + 1/k) = (In2)n(zi) + O(z3/4). 


1<k<K 


E 题 BUE 


(d) 设 R(x) 是 单调 上 升 函 数 , 使 得 a(x) — liz) « R(x) H 9(z) — x « 
R(x). 假定 z45 € R(z) < z/(inz)2. 证 明 对 任意 整数 m“> 1, 有 


In r(n) < (In2)li(zi) — em + elnn + O(R(21)). 
选取 恰当 的 e, 证 明 
(5.22) In (n)  (In2)liInn) +O(R(Inn)) (n > 2). 
特别 地 ， 
Inz(n) < {1+ O(1/Ingn)}(In2)(In1n)/Ingn (n>2). 


(e) 证 明 不 等 式 (5.22) 对 无 穷 多 个 n 成 立 . 
91. (a) 确定 函数 mm lnr(n2) 的 极 阶 . 
(b) 4 S$:-(s:p|s— p? | s} 为 满 平方 数 之 集 . 何 为 图 数 s In (s) 
(se S) 的 极 大 阶 ? 
(c) $ wi (n) JEI ptn W n 的 素 因 子 p 的 个 数 . 证 明 


(n) < Dnt- (n — 00), 


其 中 入 := (In3)/1n4, D(n) := max 7 (m). 


92. 4 a > 1. ic Fo (n) := D_igicr(n) ((di+1/di) = 1)", 其 中 (d; d ue 表示 " 
的 所 有 因子 的 渐 升 列 . 
Serene Ue UIDES 


0, Xidd|nu«dxv. 
证 明 F(n) = a | f x(n; u,v)(v — u)*-*(av — u)u- |? du dv. 


(b) & n 为 整数 . 若 有 限 序列 {n, : 1 <j < k) 使 得 ma = 1, nj | nj 
(1 j « k), ny =n, WAZA n 的 分 解 . GLB (6; : 1 < 3 <k} 
使 得 对 任意 j € [2,4] 及 任意 z elyn, nj], 区 间 Jz, (1+ej)z] à 
有 至 少 一 个 ng HAF, 则 说 它 相 对 于 {nj} 是 “好 的 ”. 

证 明 : 对 n 的 任意 分 解 (n; : 1 <j <k} 以 及 任意 相对 于 它 的 好 的 
数列 Le, :1«j«k) 有 


Fa(n) <a 和 Greentnijni- 
2<j<k 
© 这 是 Erdős 猜想 证 明 的 第 一 步 . 由 此 可 得 , lim inf Fa(n) < oo 对 任意 a > 1 成 立 . 参 
见 Vose (1984). 利用 这 一 点 加 上 鞍点 方法 的 简易 形式 , Tenenbaum (1987) 证 明了 , 对 任意 
o > 1, Fa(n!), Fo([,2,...,n]) 及 Fa(JIp<nP) 是 一 致 有 界 的 . 
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93 考虑 数论 函数 f(n) := w(n)o(n)/n. 
(a) XE k > 1, $ r-r(k):— [Ink| Rm := ( II v5) ( I] p) # 


1&j&r r«j&k 
中 p; 是 第 j 个 素数 . 承认 素数 定理 , 证 明 f (nk) ~ e* Inn (k — oo). 
(b) 证 明 f(n) 的 一 个 极 大 阶 是 er Inn. 
(c) 应 用 : $ Aln) := [ln vp 为 Alladi-Erdós (1977, 1979) 函数 $ 
A* (n) := Dain A(d)/d. 确定 加 性 函数 g(n), 使 得 
A" (n) = o(n){w(n) + g(n)}/n. 


证 明 g(p") < 1/p 及 g(n) « Ina n. 推出 A*(n) 的 极 大 阶 是 e? In n.9 


© 该 结果 改进 了 Sitaramaiah 和 Subbarao (1993) 的 估计 . 


第 六 章 van der Corput 方法 


$6.1 ”简介 和 回顾 


20 世纪 20 年 代 , van der Corput 发 展 了 一 种 三 角 和 的 估计 方法 , 它 在 数论 
中 有 许多 应 用 . Dirichlet 因子 问题 以 及 圆 内 整 点 问题 TRE m+n? < x 
的 整数 对 (m,n) € (Z^)? 的 个 数 ) 即 是 该 理论 中 的 典型 问题 . 更 一 般 地 , 它 还 
可 用 于 研究 平面 围 道中 整 点 的 个 数 , 见习 题 98. 

早 在 1922 4F, van der Corput 就 证 明了 Dirichlet 问题 中 余 项 的 阶 为 
Ke 23/1004, 此 后 关于 该 问题 或 类 似 问题 的 工作 大 量 出 现 , 它们 都 基于 van 
der Corput 的 思想 , 见 关 于 83.2 的 注 记 . | 

本 章 的 主要 目的 是 阐述 该 方法 的 原理 , 只 涉及 其 最 简单 的 形式 , 从 中 导出 
Voronoi 定理 , 余 项 为 O(c!) 的 圆 内 整 点 估计 , 以 及 图 数 在 特征 线 上 指数 为 
1/6 的 上 界 估计 ( 见 第 二 部 分 $3.4). 对 于 该 方法 更 深刻 的 研究 , 感 兴趣 的 读者 
可 参考 Titchmarsh (1951) 的 著作 , van der Corpnut 最 初 的 文章 (1922 一 1937) 
以 及 Kolesnik 的 工作 (1981, 1985), Bombieri 和 Iwaniec (1986), Iwaniec 和 
Mozzochi (1988), Huxley 和 Watt (1988), Watt (1989), Huxley (1990, 1993a,b, 
2005), Huxley 和 Kolesnik (1991) 等 进展 . Graham 和 Kolesnik (1991) 的 专著 
对 该 方向 的 现状 作 了 详尽 的 介绍 . Huxley (1996) 的 专著 可 谓 面面俱到 , 其 中 
还 附 有 应 用 . 

该 方法 将 用 到 Poisson KAAR. 毋庸 置疑 , 这 是 研究 三 角 和 最 自然 的 方 
ik. 定义 Fourier 变换 为 


入 too 
(6.1) flo) = f f(t)e(—ot)dt — (f € L(R). 
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下 列 结 论点 明了 Poisson 求 和 公式 适用 的 场合 . 
定理 6.1 iX f c L'(R). 假定 级 数 
(6.2) yp 四 = 和 jn 


nez 
MES twee, 且 定义 了 一 个 在 点 0 连续 而 在 [0,1] 上 有 界 变 差 的 函数 , 那么 
有 
(6.3) Jm $^ FM) =O fn). 
|v| <N nez 

WEAR Fourier 级 数 的 Jordan 定理 (例如 见 Titchmarsh (1939) 第 406 
页 ) 说 明了 所 有 周期 的 、 且 在 某 周 期 上 有 界 变 差 的 函数 在 其 任 一 连续 点 上 
等 于 其 Fourier RAZA. 由 于 y 的 v BY Fourier 系数 是 f (v), nee 
了 (6.3). 


86.20 ”三 角 积 分 


本 节 讨 论 三 角 积 分 上 界 估计 的 两 个 结论 , 后 面 将 会 用 到 
定理 6.2 iX f € Cl(Ja,b[) 使 得 f'(t) 单调 且 在 Ja, | LAF, 并 满足 
m := int IFO > 0, 这 样 
b 
(6.4) | f e(f(#)) dt! < — ‘ 
证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 f' TE Ja, e| 上 单调 下 降 . 于 是 有 
_ | f'dte(f(t)}} YO) 

Bx fa - | | “Say |- | 7061 er OA x) 

1 1 "d 2 


S Fo * FO * FO -FAm 


L] 
定理 6.3 3X feC? (Ja, b[) 4& 43- f" (t) Æ Ja, LEME, Bre ink, U^ (O0. 
那么 
á 4 
(6.5) n e(f (t)) dt < VA 


证 明 不 妨 设 f") < —r < 0 XF a <t < b My, MA f'(t) 在 Ja, 0| 
上 至 多 取 一 次 零 值 . BE t= c Æ f(t) 的 零点 E f(t) ARSE, 那么 推理 
过 程 类 似 , 甚至 更 为 简单 ). 在 此 情形 下 , 可 记 


b c—ó c4-ó b ; 
I: f e(f(t)) dt = I «f «f =l +b +Í, 
a a c—ó có 
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其 中 正人 参数 6 WE a +0 < c < b — 6. 这 样 
n" : n j" (o) do > rit — à > rô 
MF t€[a,c - ó]U [c 4- 6,0] R. 由 定理 6.2, 得 
I| [sl < s. 


显然 有 |12| < 26, 故 


I< 28 4- Z. 

nró 
取 5 = V1/rr 便 得 题 设 结论 . 显然 , 对 这 样 的 6 À, M c<a+ô X 05 b—6 
时 , 同样 的 上 界 估计 仍 成 立 . 口 


86.3 ”三 角 和 


var der Corput 的 初衷 是 用 一 个 积分 来 具体 逼近 三 角 和 的 . 
定理 6.4 ik f € C'([a,b]) 使 得 f(t) Æ la, b LFA. > 


o:— inf f'(t, B= sup FO: 
那么 对 任意 e > 0, 有 


b 
(6.6) > elf(n)= Y i e(f (t) — vt) dt + Oz (In(B — a + 2)). 


a<n<b a-e<v<Bte” % 
证 明 ”固定 e > 0. 不 妨 设 
(6.7) -l<a-e<0. 


事实 上 , 若 将 f(t) 换 成 f(t) + kt (k € Z), (6.6) 不 变 . 同样 可 假设 a f o 353 

具有 m+i,meZ 的 形式 : 导致 的 余 项 在 等 式 左边 是 O(1), 在 等 式 右边 < 

In(8—o--2). 其 中 后 者 由 交换 和 号 及 积分 号 , 并 用 显然 的 上 界 估计 D, e(-vt) « 
min(8— a+2,1/|tl) 易 得 , 其 中 |[t|| 表示 t 与 整数 集 之 间 的 距离 . 最 后 , 假设 

f' 在 ]a,b[ 上 单调 下 降 . 


^ 


, #a<t<b, 
(6.8) F(t) := E TS 


0, 若 以 上 不 然 . 
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可 得 p(t) := Enez Fn +t) 在 点 0 连续 (AW a,b g Z), 在 [0,1] 上 有 界 变 差 . 
Poisson 公式 (6.3) 可 写成 


3. e(f(n)) = 》 F(v)+o(1) | (N > o9), 


a<n<b lvi sN 
其 中 
P b 
fp) f sa ade. 
由 (6.7), 只 须 证 明 


(6.9) $3; F(v)«.mn(8-2). 
Are 
BUG 
gua f° dfe(f(t)—vt)} rjeft-v)* f° 1 
ani) = fe [payee le | 09-9 3 


= Ci LOD + (ay FO) of). 


a-v B-v 


HETE (6.9) 中 的 贡献 显然 为 0.(1), 而 


z B+1 
余 项 的 贡献 < > =a) 


1 1 
RD O +6+0 2. Uw 


1 1 
a Aw D 五 <eln(6+9) 
l<v<B+l B+e<v<2B v>2B 


命题 于 是 得 证 . 口 
4 ftl > 9 XE [a,b] 上 成 立时 , 在 (6.6) 的 和 式 中 只 有 一 个 v 被 计 到 ， 


(6.10) XO e(f(n)) « 1/9. 

a<n<b 
实际 应 用 中 , 条 件 min Oll > 0 往往 不 成 立 . 下 述 结论 由 定理 6.3 和 定理 
6.4 Ate, 使 该 困难 得 以 克服 . 作为 代价 , 需 引 入 一 个 关于 二 次 导数 的 附加 假 
设 . 


定理 6.5 (van der Corput 不 等 式 ) 4 a,beR,a«b X f c C?(Ja,b]), 
满足 
"(t| zxA»0  (a«t«t), 


| 


$605 = fi 和 .117 ， 


那么 


(6.11) 3. e(f(n) < (b-a + 1)? +A. 


a<n<b 


证 明 不妨 设 < 1, 否则 (6.11) 显然 成 立 . 用 定理 6.4 的 记号 , (6.11) 
的 左边 
« (8 o4 Dmax| f «ro E tdt] + In(B — o +2) 
« (B —a+1)dA~/? + In(B —a + 2), 
其 中 第 二 个 上 界 估 计 由 定理 6.3 可 得 . 这 样 有 
B-a= VEZO x A(b — a). 
前 述 估计 于 是 化 为 
AU? (b — a) + A-V? +1 + A(b — a) « A1? (b — a) + A72, 口 


(6.6) 是 van der Corput 方法 的 基础 , 对 (6.11) 的 改进 来 说 是 不 可 或 缺 的 ， 
见 注 记 . 然而 , 如 果 只 限制 在 (6.11) 上 , 便 可 用 较 简 单 的 方法 . 它 源 于 (6.10) 
的 一 个 直接 的 证 明 , 形 如 一 个 最 优 的 不 等 式 . 


引 理 6.6 (Kusmin-Landau) 4 {zn}; 为 有 限 数列 , 9 c]o, 5], 使 得 
V < T2 — T1 S- SIN —IN-1 < 1 — 6, 
那么 


(6.12) | Y e(zn)| < cot(n/2) < 2/(n9). 


l<n<N 


WEARS XJiznc«N,€?9y.:—z441—z4 X 
En = e(2n)/{e(£n) — e(tnsi)} = 1/{1 — elyn)} = 5 {1 +icot(ryn)}. 


首先 注意 到 


1 
eis Vee) = ee 
len = | | 2|sin(ny,)| ^sin(x9) 


ZI 
e(tn)= >》，cn{fe(zn) — e(zn41)) +e(zN) 
1XnszN 1Sn<N 
= > cne(Zn) 一 >》， cn_le(Zn) 十 e(ZN) 
l&n«N 2<n<N 


> {cn — Cn—1}e(tn) + ec1e(z1) + (1 — cn-i}e(zN). 
1<n<N 
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从 序列 yn 的 单调 上 升 性 知 |en — cn_1| = 16ot(xys i) — 1eot(nys), BL 
> e(£n) 


1<n<N 


1 1 
< à cot(zxyi) 一 > cot(xyNn-1)+|ci|+|l— cn-il 


< cot(m) 十 "TE 5) = x = cot(10/2). 
(6.12) 的 第 二 个 不 等 式 源 于 不 等 式 cotz < 1/z (0 < x < x/2). 后 者 可 由 不 等 
X rcosz — sinz < 0 (0 < x <S nx/2) 推出 . CJ 


定理 6.7 (Kusmin-Landau FER) AIAR PAE, f c CH (,R), 
使 得 f' 在 I 上 单调 , LAR 


(6.13) min ||f(æ)|| > À > 0, 
那么 
2 
Ÿ_e(f(n)) < EX 


ncl 


证 明 ”通过 将 f(x) 换 成 士 fz+ow, 可 设 1=[1,N] 且 f 单调 上 升 . 由 
关于 min||/'(z)|| 的 假设 , 存在 整数 , 使 得 十 入 < f'(r) < k +1 — À SHE 
意 ze 成立. 通过 将 f(z) MM f(x) kr, MK A< f(z)<1- 和 对 zeI 
成 立 . 由 微分 中 值 定理 , 差分 序列 {f(n 十 1) - f(n) HV. 单调 上 升 , 且 取 值 于 
[入 ,1 一 和 中. 于 是 可 应 用 引 理 6.6. 


如 前 文 , 从 Kusmin-Landau 定理 可 推出 van der Corput 不 等 式 . 这 里 给 
出 其 一 个 实效 形式 . 对 NeN'abeZb-a-N,I:-Jab, f € C(I, R), 
和 >0,C>0, 使 得 和 < |f”(z)| < CA (Yz EI), À 


(6.14) < 3CNVA +6/VÀ. 


$e Q) 
nel 

不 妨 设 À < 3, 否则 (6.14) 显然 . 通过 将 f 换 成 — f, 可 设 f" > 0. 

设 [o,8|] 是 端点 为 整数 且 包 含 于 ]f'(a), O 的 最 大 区 间 . 这 样 便 有 
]jo),POInZc [o, 8 +1]. & 6 e]o, 1] 为 待定 参数 . WF v € [o,8 - 1]nZ, 
^ I, AWB v —ó < f'e) « v +6 的 实数 z 组 成 的 集合 , JF S J, 为 满足 
v +ô < f'(a) < v 十 1 一 6 的 实数 r 构成 的 集合 . 由 微分 中 值 定理 , 对 每 个 v 
有 26 > AI| 所 以 至 多 有 1 + 26/ 和 个 整数 n 位 于 L SP. 这 样 I, 在 和 式 
5jwere(f(n)) 中 的 贡献 的 绝对 值 有 显然 的 上 界 估计 : 


(8 — a+ 2)(1+ 26/3) < (CNA + 2)(1 + 26/2). 


86.3 = fF 和 . 119 . 


另外 , 定理 6.7 说 明 J, 的 贡献 的 绝对 值 不 超过 2/r6. Xf v 求 和 后 , 可 知 (6.14) 
的 左边 < (CNX + 2)(1+ 26/4 + 2/r6). 由 于 入 < 4, ÆR ô := VAr< 志 这 
FE 1 +28/A + 2/nó < 3/ A A. 命题 于 是 得 证 . 口 

显然 仅 当 f" 在 了 上 较 小 时 van der Corput 不 等 式 才 有 用 , 否则 可 使 用 如 
下 引 理 , 称 之 为 Weyl-van der Corput 不 等 式 . 它 基本 上 是 Weyl (1916, 1921) 
的 杰作 . 


引 理 6.8 (Weyl-van der Corput) 对 任意 整数 N21,Q21/AT£& 
复数 列 {zn} À 


并 > 


1&nszN 


'« 0+) 00-8) DE zu 


lql<Q 1Sn,n+q<N 


证 明 约定 当 ng [1, N] 时 zn = 0. DH 
QM an= ` pa e» bu Zn4q: 


nez 1<q<Q neZ nez 1<q<Q 


只 有 那些 满足 1 一 8@ < ng N-16 n 可 以 对 最 后 一 个 和 式 有 非 零 的 贡献 . 
这 样 的 n BAA N-14+Q%. 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 


Y^ 


nez 


(6.15) 


2 


2 
<(N-1+Q)>> »» Zn+q 


ncZ'1«q«Q 


=(N—-1+Q) >》 》 y Zn+qı Žn+q2 


1<qı <Q 1&€q2€Q nez 


= (N ss Q) »» 5 »» Zm4-qi—qa 7m 


1<q1<Q 1<g2<Q MEZ 


=(N-1+Q) J; ra) J emm, 


-Q<q<Q mEZ 


H r(g) 2|((m.:) :1«a <Q, 1< <Q, q- p —a)]. 显然 


Q? 


r(—q) = r(g) = {q1 : max(0,q + 1) < qı < min(Q, Q +4)}| = Q- ld. 
上 式 两 边 除 以 Q? 后 就 得 到 (6.15). 口 


LR f 三 阶 连续 可 微 时 , 可 得 到 定理 6.5 的 以 下 变 体 ( 见 Titchmarsh 
(1951) 85.9). 


定理 6.9 ik NeN',abceZ, b-a= N, TI :=]a,b], f € C(I,R), A» 0, 


Mf" (0-420 (ter), 


+ 120 . 第 六 章 van der Corput 方法 


那么 
(6.16) N e(f(n)) < NAE + N124718, 


nel 


WEBB 将 Weyl 引 理 用 于 zn := e(f(n)) (a <n <b) 的 情形 . 在 附加 条 件 
1 和 Q < N 下, 通过 单独 处 理 g = 0 的 情形 , 得 


+40 X D | 


1<q<Q 


(6.17) 


Y e(f(n))| < 


nel 


其 中 Sq(f) := QM e(ga(n)), ga(x) := f(x +q) — f(z). 而 


lgg(z)|<qA  (a<z<b—a), 


这 由 f" W— Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 立 得 . 用 定理 6.5 来 对 S,(f) TE 
上 界 估计 , 得 到 


1/2 
Y. e(f(n)) < 万 + 13 25 (Nay? + CEE) 


a<n<b 1<q<Q 


该 估计 < NQ? + N(QA) - NP (QUE ERE SASN F, 
选择 Q = [A713]. 这 样 前 两 项 具有 相同 的 阶 NX1/6. 如 此 便 得 到 (6.16). 
然 (6.16) 对 于 入 > 1 或 入 < 1/N? 成 立 . 

适当 地 递归 上 述 过 程 , 可 得 以 下 结论 . 证 明 略 去 . 

定理 6.10 (van der Corput) iE N,R XX, 使 得 N>1, 尺 >2. & 
IC(N+1,2N] € E B, f € CR(J,RR). 又 假设 存在 常数 F = F(I), 使 得 


FN « |f?(z)| < FN (reI,i&r:«xR), 


S elf (n)) < N(F*N7" + FT}, 
nel 


À Pu:=1/(28 —2), v := R/(2R — 2). 
86.4 Æ Voronoi 定理 中 的 应 用 
我 们 证 明 Dirichlet 问题 中 的 余 项 是 Oe(z1/3te). 同样 的 方法 可 得 到 圆 内 


整 点 问题 有 相同 的 结果 (见习 题 99). 还 可 得 到 估计 C (1/2 + it) Ke tere ( 见 
习题 95 及 第 二 部 分 83.4). 
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定理 6.11 (Voronoi, 1903) 对 z>2 有 


(6.18) de T(n) = 2(nz + 2y — 1) + O(c? In z). 


证 明 $ N := [Var]. 双 曲 律 ( 见 (3.4)) 说 明了 (6.18) 的 左边 等 于 
pH CA n 
d«N d«N 
其 中 By (t) = (t) 一 二 表示 第 一 个 Bernoulli 函数 . 用 定理 0.8 估计 Lacy 1/d, 
可 将 上 式 写 成 P(r) - 2R(x) 的 形式 , 其 中 
P(z) := 2(nN+y+ zw + o(-)) -N-N?, 
R(z) := X` B, (=). 
d<N 
4 N= Jt-0,0<0 «1. 将 P(x) 在 53/Vz 处 一 阶 展开 ,得 
P(x) = z(In x + 25 — 1)+0(), 
这 样 (6.18) 等 价 于 
(6.19) R(a) < zt” nz. 


为 证 明 (6.19), van der Corput 的 技巧 主要 是 将 Bi (z/d) Fourier 展开 . 交 
换 和 号 并 将 对 sin(2njz/d) 的 和 (7 为 指标 ; x 固定 ) 用 上 节 的 结果 来 估计 . Bi 
的 Fourier 级 数 不 绝对 收敛 的 事实 所 带 来 的 困难 可 通过 将 Bi(t) 换 成 


1 pg 
Bit) := 5J f Pi + u)du 


来 克服 , 其 中 J 是 一 个 “大 ”参数 . 由 于 OB 是 1-Lipschitz B9, 其 Fourier 级 数 
绝对 收敛 . 具体 地 , 有 


(6.20) B(t) = X` a; sin(2njt), 
其 中 

J /2nj 
(6.21) Qj — Ag sin (=) (j 2 1). 
另外 , BS 


h(t) := |B(t) — Bı (t)| 
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也 是 Lipschitz 的 . 实际 上 , 有 


h(t) = Za- J>), 
其 中 |e] 是 与 整数 集 之 间 的 距离 . 通过 简单 的 计算 , 知 


1 
(6.22) h(t) — a + 2 5; cos(277t), 
j21 
其 中 
J nj i 
(6.23) b; 一 mij sin? (+) (j 之 1). 


特别 地 , 由 (6.21) 和 (6.23) 得 
(6.24) last + |b;| & min(j, J)/} — (j 2 1). 
证 明 进 入 了 最 后 阶段 . 对 M <T<2M, $ 


R(zM,T): Y` Bi(z/d). 
M<d<T 


显然 
Rem- Y Bela|< Y, Ka, 


M<d<T M<d<T 


由 (6.20) 及 (6.22), 有 
R(z; M,T)= 9 a; M sin(2xjr/d) 


j21  M«d«T 
M oo 
十 JE + 5 bj ` cos(27j2/a) ), 
M<d<T 


j=1 


(6.25) 


现在 由 定理 6.5 可 得 , 对 任意 实数 y, 
(6.26) `> e(y/d) « (+) i + ea‘ 


M<d<T y 


Xf y = jz 用 上 述 估计 并 代入 (6.25), 得 
ix \ 1/ 3\1/ 
R(z; M,T) < T 十 3 (lajl d to ( (5) 2 fa (=) ‘ 
j21 
M /jr (M32 
tu) ty + 
其 中 对 j 的 求 和 是 通过 (6.24) 来 估计 的 . 对 于 最 优 的 参数 J := Mr 1/5, 得 


T 


34 1/2 
(6.27) R(a; M, T) < z!/? + (=) 
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初 看 起 来 该 估计 仅 对 J > 1 Bl M >r 成 立 . 然而 在 相反 的 情形 同样 的 估 
计 显 然 成 立 . 
S ro = [In N/1n2] — 1. 有 


R(z)— V Ræ; 20) + Rz; 2 9 5. N) 


—1<r<ro 


fan 9s 1/3 ys, NS 1/3 
1 — —— In x. 
« (z 十 aa )te « ror" + VE «Ir nz 


—1<r<ro 


这 证 明了 (6.19). 从 而 定理 6.11 得 证 . 口 


86.5 À 1 均匀 分 布 


86.5.1 EX, RE, Weyl 判别 法 


指数 和 估计 在 数论 中 的 典范 应 用 是 研究 一 列 取 值 在 T := R/Z 中 的 数列 
的 分 布 , 或 等 价 地 , 一 个 实数 列 分 数 部 分 的 分 布 . 


定义 6.12 ik {un}, 是 实数 列 . 如 果 对 任意 a,B,0<asgsB<1l, 有 


1 

N ), l=ß-a+o(1) (N — 0), 
1Sn<N 
a<(un)<B 


则 说 它 模 1 均匀 分 布 . 
由 区 间 [0, 1] RERA, {un} 模 1 均匀 分 布 当 且 仅 当 偏差 


1 
x X utu 


Dw :— sup 
I 1<n<N 


趋 于 0 (N 一 oo), 其 中 上 确 界 是 关于 [0,1 的 所 有 子 区 间 I B. 


定理 6.13 (Weyl 判别 法 , 1916) 实数 列 {un}; À 1 均匀 分 布 当 且 
仅 当 下 列 等 价 条 件 成 立 : 
(i) 对 任意 [0,1] 上 的 Riemann TRBR f À 


m E Y) f(w)- [ feas 
Noo N lén&N i 0 : 
(ii) 对 任意 整数 h € Z^, Jim + Y e(hu,) = 0. 
l&nszN 
证 明 # {u,} 模 1 均匀 分 布 , (i) 对 所 有 区 间 的 示 性 函数 成 立 , 故而 
对 所 有 阶梯 函数 成 立 . 倘若 f 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 , 对 任意 s > 0, 存在 
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两 个 阶梯 函数 gs 和 go, 使 得 gr < f < go 及 J (gs — 91) dz < e. 从 而 


limsup = $^ (ur) <limsup Y^ elun))= | e(z)ds 


1<n<N 1<n<N 0 
1 
< f f(x) dz + e; 
0 
类 似 地 ， 


inst Simin? d d 
pia 35 fw) lif 35 alun) = n 


1<n<N 1€n« 
1 
2 f f(x) dx — e. 
令 e 一 0 即 得 (i). 
HT f e(ha) dz = 0 对 任意 he Zr 成 立 , 故 可 知 (i) 推出 (Gi). 


BUG, # (ii) 成 立 , 那么 由 Weierstrass 逼近 定理 , (i) 对 所 有 [0,1] 上 的 连 
续 1- 周 期 函数 成 立 . 倘若 了 是 R/Z 中 的 区 间 , 那么 存在 1- 周 期 连续 函数 pl 
和 v», 使 得 y1 < 1r 和 yo H {p2(t)— v1(t)) dt < e. 如 前 可 得 (i) 对 11 成 

0 

立 , 故而 {un} 模 1 均匀 分 布 . 口 

注 “ 不 能 将 定理 推广 到 Lebesgue 可 积 的 情形 : 集合 {un : n > 1} 是 
Lebesgue 零 测 集 . 

Bj 从 Weyl 判 别 法 知道 , 对 任意 无 理 数 0, {nd}>_ | 是 模 1 均匀 分 布 的 : 
Gi) 中 的 指数 和 是 等 比 数列 , 可 以 作 具 体 计 算 , 它 是 有 界 的 . 

考虑 序列 {Inn}. 由 Riemann 积分 学 的 知识 , 对 应 的 三 角 和 是 

Nite2nih 


2nih i 

eos 2mih _ N2rih (+) ~ Nit2rih f 2xih gz = | 

n= Don > (N S 1+ 2xih 
n<N n<N 


这 样 Su /N PEF 0, 故而 序列 {nn}, 不 是 模 1 均匀 分 布 的 . 然而 它 是 模 
1 稠密 的 . 这 是 因为 Inn — oo H In(n +1) ^ Inn — 0 (n — oo). 


$6.5.2  Erdós-Turán 不 等 式 
Weyl 判别 法 不 提供 偏差 的 任何 数值 信息 . 本 书 的 定理 6.15 基本 上 是 
Erdós 和 Turán 的 结果 , 它 给 出 偏差 Dy 与 指数 和 


NS =a Y^ e(hu,) 


1XnxN 


之 间 的 具体 联系 . 
为 明确 思路 , 先 看 一 个 反 向 不 等 式 : 


性 质 6.14 lew(h) «4|h|Du — (h € Z^). 


证 明 令 9 € (0,21, 使 得 |ow(h)| = ow(h)e*， 通过 将 un 换 成 un + 
$/(2xh), Wik 9 =0: Dy 保持 不 变 . S 


1 
Zn(t)= x yA, 
1&nxN 
(Un) St 
使 得 
sup |Zw(t) -t| < Dn. 
0«t«1 
于 是 有 


i 1 
onh =o) =1- R^ $^ [ ea 


1€n«N * (un) 
1 1 
dou 1 Zw ()e(ht) dt = 2zih f {t — Zn (t))e(ht) dt 
0 0 
1 1 
= f (Zu (t) — t} sin(2xht) dt < 2x]A| i it — Zw (5) | sim(2xht)| dt 
0 0 
1 
< 2n|h|Dy f | sin(2ch£)| dt = 4|h|Dw. n 
0 
定理 6.15 (Erdós-Turán, 1948; Rivat- Tenenbaum, 2005) 


1 2 lon (A)] 

Dn € 一 一 一 十 一 > LI H 2 1). 

NS pg h ( ) 
1<h<H 


这 里 不 证 明 该 结论 , 但 在 习题 107 中 将 用 简单 的 方法 证 明 一 个 稍 弱 的 命 
题 . 


注 记 


$6.2 — $6.3 用 Poisson 求 和 公式 来 证 明 van der Corput 不 等 式 的 部 分 来 
À Titchmarsh (1951) 的 第 四 章 和 第 五 章 . 

早 在 1921 4E, van der Corput 就 在 Kusmin-Landau 不 等 式 中 得 到 估计 
« 1/9. Kusmin (1927) WEAR LAW 1/0 的 (6.12) 型 不 等 式 , 而 Laudau 
(1928) 则 证 明了 最 优 值 cot(73/2). 
66.3 M 6.5 体现 了 van der Corput 方法 较为 粗略 的 应 用 . 仅 用 了 (6.6), 即 


(6.28) > Fn 》 FH +RH 


a 一 E<Z<B+e 
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的 较 弱 形式 
3 Fn) < |F). 


事实 上 , 用 Laplace 的 平稳 相位 方法 , 可 以 证 明 积分 
"n b 
F(v) = f e(f (t) — vt) dt 


有 振荡 性 . 若 在 定理 6.5 的 假设 中 , rz, 为 方程 f'e) =v 可 能 的 (唯一 ) 解 
( 见 Titchmarsh (1951) 第 四 章 ), 得 


F(v) = e*'*/4| ¢"(2,)|-/?e(f (av) — vrs) + RM, 
余 项 可 具体 地 用 参数 A, u 的 函数 作 上 界 估计 , 这 里 À 满足 
IFE) 


Wi SAE, 可 视 (6.28) 第 二 项 为 新 的 三 角 和 , 其 系数 为 |f"). 
对 该 三 角 和 的 一 个 非 平 凡 的 处 理 可 改进 最 后 的 估计 . 注意 : 者 重新 使 用 Pois- 
son 求 和 公式 则 只 能 得 到 原来 的 三 角 和 . 然而 添加 一 个 简单 的 变换 却 可 以 有 
根本 的 改进 (该 过 程 基于 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 就 如 引 理 6.8 那样 , 称 之 为 
Weyl-van der Corput 变换 ), 见 Weyl (1916, 1921) 及 van der Corput (1922). 
这 样 可 依 如 下 程序 轮换 使 用 该 变换 ( 称 之 为 过 程 A) 以 及 Poisson 求 和 公式 
( 称 之 为 过 程 B) 


XX, [fu  (a<t<b). 


AnBA"?...BA^  (n20, 1<i<n). 


ri 的 选择 是 困难 的 最 优化 问题 . 该 问题 由 van der Corput 在 20 世纪 20 FAR 
提出 , 进而 被 Phillips (1933) 简化 . 当前 称 它 为 “指数 对 理论 ”, 见 Ivié (1985) 
第 二 章 以 及 Graham 和 Kolesnik (1991). 

Huxley (1996) 的 专著 从 现代 观点 介绍 指数 和 的 估计 及 其 应 用 , 可 供 专 家 
以 及 有 志 于 深入 这 一 领域 的 学 生 人 参阅 . 

Weyl 和 van der Corput 的 结果 ( 引 理 6.8) 可 推广 为 只 与 某 些 g 对 应 的 


1 
"IN (q) : N "on 
有 关 的 不 等 式 , 如 见 Montgomery (1994) 第 二 章 引 理 1. 这 样 的 推广 可 用 来 加 
强 van der Corput (1931) 定理 : 序列 {un} 1 模 1 均匀 分 布 当 且 仅 当 对 任意 
h € N*, (u 44 — Un} 模 工 均匀 分 布 . APNE 是 平方 数 ,或 及 形 如 p+1 
(p € P), 抑或 h 形 如 p 一 1 (pe P) 等 限制 , 同样 的 命题 还 成 立 . 然而 仅 限于 PP 
中 的 h 则 是 不 够 的 . 这 些 结 果 原 属于 Kamae 和 Mendès France (1978). 


习 题 IAE. 


86.4 van der Corput 的 定理 6.10 依赖 于 一 个 整 参数 R. 实用 中 相位 函数 通常 
具有 f(x) = Az?--u(z) (o € R) 的 形式 (a = 0 的 情形 下 f(x) = FInz--u(z)), 
其 中 心 是 光滑 函数 , 其 各 阶 导数 相对 于 f 相应 的 导数 可 忽略 不 计 . R 便 在 那 
些 使 得 fm 具有 “小 ”的 阶 的 前 几 个 7 之 间 进 行 选 择 . TE Voronoi 定理 (定理 
6.11) 证 明 中 , van der Corput 选择 了 R= 2. 

在 第 二 部 分 第 三 章 (推论 3.7) 中 将 看 到 R = 3 的 选择 可 得 到 Riemann 
-函数 在 临界 线 上 的 基础 估计 . 

另 一 个 重要 的 应 用 是 关于 C(s) 在 临界 线 上 的 零点 序列 {n} OF BH 
使 得 yw 一 加 多 做 的 实数 构成 的 集合 的 下 确 界 . B® yn ~ 2rm/ nm 
并 猜想 6 = 0. 第 二 部 分 84.3 注 记 的 Hardy 方法 的 精细 化 中 出 现 了 定理 6.10 
对 应 于 参数 R = 4 的 指数 和 . Karatsuba (1981) 证 明了 6 < 5/32. 此 后 尽管 
用 了 许多 工具 , 对 该 结果 也 只 有 很 小 的 改进 , 这 主要 归功 于 Huxley (1996, Æ 
理 21.4.4). 

参数 为 R= 5 的 定理 6.10 出 现 于 近来 的 Piatetski-Shapiro 问题 , 即 形 如 
[n°], ce RF VN 的 素数 分 布 问题 的 研究 中 , JL Rivat 和 Sargos (2001), Rivat 
和 吴杰 (2001). 

最 后 指出 由 任意 大 的 参数 R 的 定理 6.10 可 推出 C(1 + it) 的 非 平 几 的 上 
界 估计 . 20 世纪 30 年 代 Vinogradov 方法 得 到 的 结果 大 大 超过 了 这 些 结论 . 
$6.5 Erdős 和 Turán 最 先 证 明了 存在 两 个 绝对 常数 ci 和 co, 使 得 

Dw < zi ; c Y lon (h)] (H > 1). 
1<h<H 


随后 这 些 常数 的 值 被 改进 .一般 猜 想 可 取 cl = 1 及 ea = 2/n. Rivat 和 
Tenenbaum (2005) 证 明了 可 取 cı = 1 Æ c2 = 0.652 8 < 2/3, 而 2/r & 0.636 6. 


习题 
94. 4 r(n,0):= 》 d? (9 € R). 利用 定理 6.4, WERO 


d|n 


(940, z»1-[9|. 


HS T(N, 9) < In(2 + |9|) + — 
nic 
95. 证 明 Epke nH K tlt (t > 2). (提示 : 可 在 适当 的 区 域内 应 用 定 
理 6.5 和 定理 6.9.) 
96. 当 0< a < 2 时, 给 出 Dnc exp{in®} 的 上 界 估计 . 
D 见 第 二 部 分 83.7. 


© 见 第 二 部 分 83.7 的 注 记 . 
© 又 见 第 二 部 分 定理 3.5 及 定理 3.9. 


加 


: 128 - 第 六 章 van der Corput 方法 


97. 分 数 部 分 之 和 . 
(a) 证 明 
1 1 
@)=5+ [ -lo (GER) 
(b) © 了 为 长 度 为 Ne N* 的 区 间 , A,C 为 正 实数 . X f ECD) 使 得 
A « I O| « CA IHES te I 成立 . 证 明 


>》 (Flm)) = iN FOINA EA YS, 
nel 
其 中 隐 含 的 常数 与 C 有 关 . 
98. 整数 部 分 之 和 . 利用 0 BY Euler-Maclaurin KAAR, 以 及 第 二 中 值 公式 ， 
证 明 若 I —]a,b| 是 以 整数 为 端点 的 区 间 , E. /对 于 了 及 和 < 和 1 满足 习题 
97 的 假设 , 那么 
Sis) = [ FEAE- EN MfG + OWNS +A), 
nef I 
99. 圆 内 整 点 问题 ,或 两 个 平方 数 之 和 个 数 的 均值 . 对 于 适当 的 区 间 将 习题 98 
的 结论 应 用 于 函数 t Vr t, uEBHÓ 
` 1 = xx + O(z!/’) (z 2 1). 


m,ncZ 
m? n? €x 


100. 证 明 对 任意 A€ R « (0) 有 


`> exp{iànlnn} = o(x) (z 一 oo). 
nz 
101. 设 /是 从 [1,+co[ A Rt 上 的 可 微 函 数 , 使 得 f'(z) 单调 下 降 , f'(z) — 0 
及 zj(z) 一 +00 (x 一 +00). 
(a) 或 利用 定理 6.4, 或 用 0 阶 Euler-Maclaurin 求 和 公式 , 证 明 
(6.29) > e(f(n))=o(N) (x — +00). 
l&nszN 
(b) 对 f]. e(f (n)) dt 作 分 部 积分 , 证 明 当 ac f^ () 收敛 于 有 限 值 时 , (6.29) 
不 能 成 立 . 
102. 证 明 实数 列 模 1 均匀 分 布 当量 仅 当 其 偏差 趋 于 0. 
103. it 4 € [0,1[. XE zc RH (x — 0) 一 (zx) 十 9 表示 成 (z) 的 函数 , 并 推出 
实 序列 {un} 模 1 均匀 分 布 当 且 仅 当 
Jim + >》 Bilun - 9) 20 
n<N 
对 任意 9 € [0,1[ 成 立 . 
e 至 今 最 好 的 余 项 是 Huxley (2003) 的 结果 : « r131/416+e, 


104. 


105. 


106. 


107. 


设 {un} 为 序列 


证 明 {un}; 模 1 均匀 分 布 : (a) 直接 证 明 , (b) 应 用 Weyl 判别 法 . 

(a) i 9 是 无 理 数 {zn}>1 是 实数 列 , 使 得 zi 一 x, — 0. WEA 
(z4,)99., Be 1 均匀 分 布 . 

(b) 证 明 序 列 (z4)99 4, tn = V2n + Vnsin(n!/3) 模 1 均匀 分 布 . 

Fejér 判别 法 . 设 {an}, 为 实数 列 , 满足 


Za41— £5 NO H n(z441 — 24) > oo. 


利用 Kusmin-Landau 不 等 式 (定理 6.7), 证 明 {rn} À 1 均匀 分 布 . 
Erdós-Turán 不 等 式 . id 


Fg (t) := `> (1 一 T) cos(2xht) = s 


nee sin(st) 


AH 阶 Fejér B H € N. 定义 函数 f e LT) 的 指标 为 h eZ 的 
Fourier 系数 为 


Ch(f) := 人 ya dz, 
其 中 e(u) := exp(2ziu). 对 于 f,g € L1 (T) 定义 卷 积 
1rg@ 一 人 /De -Dat 


最 后 , 用 (x) 表示 实数 z 的 小 数 部 分 . 
(a) 设 f € L1(T) 为 实 值 函 数 , 使 得 对 适当 的 整数 H > 4 有 


(6.30) ch(f) = 0 (|h] < H). 


证 明 f « Fa = 0, 并 推出 对 任意 zeT 有 
f(z)ü - 1) + f {f(z — tx 2/H) — f()) Fu (t) dt 
It|«2/H 
i f f(z — tx 2/H)Fg(t) dt = 0, 
2/H«]t|«1/2 


其 中 本 := mer? Fg (t) dt. 
(b) HERA 1 < } 
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108. 


109. 
110. 


111. 


112. 
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(c) 设 f 在 T 上 有 界 , 并 令 


Ki. cap. WS 


i 
证 明 在 (6.30) 的 假设 下 , 有 
lfllas < 4K(1— D)/(1— 21) < 6K. 
(d) 不 再 假设 (6.30), 证 明 
lfl < 6K +13 X` Jea(f)l. 


|h|<H 


F(z) := 1 0,2] ({Un))- 


1Sn<N 


(e) 设 (uL, 是 实数 有 限 列 , S 
1 
N 


应 用 前 述 结果 于 函数 
f(2) := (2) — } + co(F) - F(a). 
证 明 对 任意 整数 H> 1, 有 
11((un)) = l| < 77 +9 Sy END 


1<n<N Och«H 
其 中 on(h) := (1/N) 2 a«n«N e(hun). 
证 明 一 般 的 Erdós-Turán 不 等 式 
1 lon(h)| 
Had 2 h 


1<h<H 


sup 
ICT 


DN < 


MS cl > 1 c > 2/n. 可 考虑 特殊 序列 rx := n/N 及 
Tn :=n/(2N) (1 < n € N). 

证 明 序 列 (/n(Inn)?)oe., Be 1 均匀 分 布 并 给 出 其 偏差 具体 的 上 界 估计 . 
证 明 对 任意 o e]0,1[, 序列 2, = n° 模 1 均匀 分 布 , 并 给 出 其 偏差 的 上 
界 估计 . 

证 明 对 1 < o < 2, 序列 {n0 模 1 均匀 分 布 , 并 给 出 其 偏差 的 一 个 
上 界 估计 . 

令 了 为 含有 N 个 整数 的 区 间 , f e CUR), 使 得 存在 入 > 0 C > 1, 
Wig A«|f"(z)) < CA (Vz € I). 证 明 序列 {f(n)}ner 的 偏差 Dy 满足 


Dy < NN N 


其 中 隐 含 的 常数 可 依赖 于 C. 


3] 题 -131- 


113. A k DEA RRA > 3 BEN, 7 是 含有 ON 个 整数 的 区 间 ， 


114. 
115. 


f € Crx(7) 了)， 假 设 存 在 入 > 0 及 C > 1, WEA < |f(z)| < CA 
(z € 1). 对 大 用 归纳 法 , 证 明 


« NA + NI SE) CE, 


>> e(F(n)) 

nel 

其 中 o, := 1/(2* — 2). 

证 明 对 任意 不 是 整数 的 a > 0, 序列 {n°}, 模 1 均匀 分 布 . 

小 区 间 中 的 无 平方 因子 数 . 

(a) 用 第 37 页 习题 44 (c) 中 的 结论 证 明 , 存在 绝对 常数 c > 0, 使 得 当 
r 足够 大 上 且 y > cva 时 , KE Je- y, r) 含有 至 少 一 个 无 平方 因子 
数 . 

(b) 设 整 数 R > 2, 整数 N >1 且 工 是 包含 于 [N +1,2N] 的 区 间 . 证 
明 若 f ecRU,R) 且 存 在 F > 0, 使 得 


|f? (a)| x FN (1£<r<R,xel), 
那么 Y^ Bi(f(n)) < (FN-8)/G" ON + FIN. 
nel 
(©) 设 1<y < 2/2. $ S Y, ese iP (n). HEH S = S: + O(52) 
S:= M wld), Se Xi XD 
z—y<d?m<a r—y«d^mtz 
d& V5 d» y 
: 6 
(4) 证 明 Si = Sy + O(/9). 
(e) $ /y« D « Vz. 将 52 写成 53 与 S, 之 和 ,其 中 


$3 = » I; $4 = D» 1. 


z—y«d^m&z r—y«d^m&z 
/y«d« D d>D 


证 明 Sy = -Rs +O( ), 其 中 Rs := Y~ {a (Sen. n», 
d«D 


d 
(f) 证 明 Rs « 2/7 D? 4+ z-1 D$. 
(g) 证 明 Sa « rD? +yD 1. 
(h) 证 明 S = 6y/n? + O(x!/* + yz - 9/8 + y). 
(i) 证 明 对 任意 足够 大 的 zx y > Ort, 其 中 C > 0 是 适当 的 常数 ， 
KE ]z — y, c] 含有 一 个 无 平方 因子 数 . 
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§7.1 从 Dirichlet 到 Roth 
Diophantus 通 近 是 算术 中 研究 整 参数 不 等 式 可 解 性 的 分 支 . 该 理论 的 基 
础 性 结论 是 Dirichlet 于 1842 年 得 到 的 , 其 证 明基 于 抽 居 原则 . 


记号 Lo] 表示 0 的 整数 部 分 , [0] 表示 不 小 于 3 的 最 小 整数 , (9) 是 其 
小 数 部 分 , lol WE o 到 整数 集 之 间 的 距离 . 


有 ||9]| = min((9), 1 — (9)) € [0, 5). 
定理 7.1 (Dirichlet) HYVER, À 


1 
1 i < — 
(7.1) Oe AGUS ag 


(Q € N*). 
证 有 明 设 QeN*. 可 假设 


max (m$) < Q/(Q +1), 


1<m<Q 


否则 (7.1) 显然 成 立 . 于 是 Q +1 S (md) (0 € m < Q) KE [0, Q/(Q +1) 
之 中 . 这 样 , 它们 之 中 的 两 者 , 不 妨 设 为 (wd) 和 (vd), 其 距离 在 [0 1/(Q + 1)[ 
中 . 这 样 , 对 适当 的 整数 a 和 b, 有 


0 € (u9 — a) — (vd — b) < 1/(Q +1). 


从 而 leg < 1/(Q +1), FEF q := |u — v| < Q. " 
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注 (7.1) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 9 是 形 如 a/(Q + 1) 的 有 理 数 ， 其 中 
(a, Q 4-1) — 1. 


推论 7.2 iO cR. 下列 命题 等 价 : 


(i) 9 € Q; 
(ii) 存在 常数 c= c(9) > 0, 使 得 
(7.2) lgd # 0 = lad > c; 
(iii) 不 等 式 
(7.3) 0 < qllqv|| < 1 
只 有 有 限 多 个 整数 解 q. 


证 明  ()—5(i): # 0 = a/b € Q, ABA ||q9]| e (j/b : 0 < j < b/2}. 所 以 
lall AO 推出 go] > 1/6. 

(i) (ui) 是 显然 的 . 

(iii) >(i): Ut 9 € RAQ E q,...,qn 是 (7.3) 的 解 . Dirichlet 定理 说 明了 
存在 整数 q, 使 得 


< 1l mi : 
le? < 3 min lol 及 legl <1, 


Mint 1 <j <n DA q qa; 口 
Bj M (ii) BA e 是 无 理 数 , 具体 证 明 留 给 读者 . 


Liouville 于 1844 年 对 一 般 的 代数 数 , 也 就 是 说 整 系数 多 项 式 的 ( 实 或 复 ) 
根 证 明了 类 似 于 (7.2) 的 结论 . 如 果 该 代数 数 是 某 ad 次 多 项 式 的 根 , 而 不 是 小 
F d 次 非 零 多 项 式 的 根 , 则 称 之 为 d 次 的 . 可 以 证 明 , 若 规定 该 d 次 多 项 式 
最 高 项 系数 为 正 , 且 系 数 互 素 , 则 它 是 唯一 的 , 称 之 为 其 最 小 多 项 式 . 

定理 7.3 (Liouville) 0 À d>1 次 代数 数 , 那么 存在 常数 c= c(0), 
使 得 

lc? 天 0 = |lqd|| > c/a ^ (q€N*). 

证 明 ”可 设 9 为 实数 且 d > 2. 令 下 为 4 的 最 小 多 项 式 . 由 微分 中 值 定 

FE, 对 任意 有 理 数 p/q, 存在 0 和 p/q 之 间 的 €, 使 得 
F(8) — F(p/q) = (8 — p/q)F"(£). 

由 于 FAW, F(p/q) # 0, 而 F(9) = 0. 由 q*F(p/q) 是 整数 知 |F(p/a)| > 
1/q?. 现在 可 设 |ð — p/q| < À, 否则 p 不 是 最 接近 qo 的 整数 , 从 而 F'(I < 
M(9) := | sup |F’(z)|. &k 


z—0|<1/2 


L] 


|V — p/q| > 1/ (M (9)a*). 
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从 该 定理 出 发 容易 构造 超越 数 , 亦 即 非 代 数 数 . 
推论 7.4 对 任意 整数 a > 1， 
Ÿ := > a 
k20 

是 超越 数 . 

证 明令 pn/m := Locken a ™. BA qn | a", 且 对 任意 固定 的 d > 1, 
有 

|9 — »«/q«| < 1/qn c 1/q(* D*2 +... 2/45 —o(l/q. 5 

注 ” 通 过 代数 数 集 的 可 数 性 ，Cantor 证 明了 超越 数 的 存在 性 ， 将 代数 
数 映 为 其 最 小 多 项 式 系 数 的 映射 是 单 射 . 由 于 RR 不 是 可 数 集 (Cantor WHR 


ik, 见习 题 116 和 117), 其 中 必 有 超越 数 . Lebesgue 理论 , 几乎 所 有 的 实数 
都 是 超越 数 . 


Liouville 定理 有 着 十 分 丰富 的 后 继 工 作 . Thue 于 1909 年 证 明了 可 将 d—-1 
换 成 任意 6 > d/2; Siegel 将 其 改进 为 6 > 2Vd — 1; Dyson 以 及 Gelfond 和 
Linnik 于 1947—1948 年 独立 证 明了 可 选取 6 > V2d — 1; 最 后 , K. F. Roth 在 
1955 年 证 明了 所 有 6 > 1 都 是 可 行 的 , 并 夺 得 了 Fields 奖章 (1955). 显然 该 
结果 是 最 优 的 , 其 证 明 相当 复杂 . 而 且 , 正如 所 有 其 他 Liouville 定理 的 改进 ， 
它 是 非 实效 的 : 给 定 9 及 6 > 1, 不 能 具体 计算 常数 c := infos: glla2|| 的 值 . 


87.2. RAB, 连 分 数 
4 9 € R, 将 构造 一 列 分 数 , 以 最 经 济 的 形式 逼近 0. 在 第 一 步 中 令 


0, AY) <5, 
z(0) := 
l, À 


? 


m := [81/1, # z(9) = 0, 
po/go := |0]/1, pı/qı := (1 + |0])/1, Zr z(9) — 1. 
最 后 , 引入 9 的 最 优 分 母 之 集 

D+ (V) := {q > 2 : lladl| < I |||}. 


< 


性 质 7.5 D+(9) 有 限 当 且 仅 当 VEQ 
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证 明 Æ 9cQ,it0-—a/b. HE ||mó| e (j/b: 0€ j < b/2). 从 而 
ID+ (8) < 1+ |b/2]. 
# 0 €R\Q, Hi Dirichlet 定理 知 , 对 任意 q € D* (9) 存在 至 少 一 个 整数 
d <Q:=1+4 |1/|lqd|l|, 使 得 
lg 中 和 1/Q < |lgðll. 


满足 llaol] < lad) 的 最 小 的 gf 是 D+(9) 中 某 大 于 q 的 元 素 . o 


定义 7.6 对 于 eR 民用 {95 }5>z2(8) 表示 Dt (9) 中 的 元 素 组 成 的 (有 
限 或 无 限 ) 的 渐 升 列 ; 用 D(9) 表示 在 {qj}j>z(9) 中 添加 一 个 或 两 个 元 素 


性 质 7.7 对 任意 0 CR, 序列 (qj); uu 单调 上 升 . Bk > z(9) 且 
ak dll #0, 那么 gk € DHO 中 有 后 继 元 , 并 且 


lax9|| < 1/qk+1. 


证 明 # qe Dt (9) E. ax? ¢ Z, ABA Dirichlet 定理 说 明了 存在 整数 q, 
使 得 goll < adl. 另外 , 由 qui 的 定义 , 有 


|ax?|| < min ||. 
q<4k41 


由 定理 7.1, 右边 < 1/ak+1- d 


定义 7.8 VER, HT qk E€ D* (0), 用 ph 表示 离 quO 最 近 的 整数 . 序 
5| (px/ak) = 0 MA 0 的 约 化 数列 . 


记号 ic 
(7.4) Ok := qed — px. 
KA k > 0 使 用 该 记号 , 以 后 将 拓展 到 k > -2 的 情形 . 

MER 7.9 X 06€Q, 那么 对 kk:= [D(9)| -178 9 = px/qx. 但 若 9€ R\Q, 
jim pk/gk = 9. 

证 明 这 是 性 质 7.7 的 直接 推论 . " 


$ ”注意 到 当 3 是 有 理 数 , 9 = p/q 时 , DO) 是 有 限 集 {gqo,...,gx), 此 
时 k=|D(9)|—1, qx = q. 


引 理 7.10 设 8eR. 若 UK 和 Ük+1 IR, 那么 它们 异 号 . 
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证 明 C4 E ORBI, 显然 z(9) = 1, M90 > 0 > w. 
À q:— qk+1 — dk, P := Pk+1 — De, 使 得 
qv — p = Ort — Ok. 

H q< qui. BOt k > z(9) 有 199 — pl > [lol > orl. 这 说 明了 在 此 情形 下 
KOI < 0. 

只 须 验证 & = 20) = 0 及 大 = z(9) = 1 的 情形 . 在 第 一 种 情形 下 , 有 
(0) < 1, ATi m := |1/(0)] > 2. 另外 

(0)«3(9) <1- (9) (1&j«m)  1—(9) < m(9) <1, 

从 而 gl =m E 9; = mó—p; = m(9) -1« 0. 另 一 种 情形 的 处 理 类 似 ， 口 

定理 7.11 VER # 1«k«|[D(9), 那么 有 


(7.5) QkDk-1 — qk-1Pk = (—1)*. 


证 明 ”对 于 k=1,z(9) = 1 的 情形 有 q= q = 1, po = |], pi = po +1, 
故 


qipo — qop1 = Po — pı = —1. 
对 于 上 = 1, 2(0) = 0 的 情形 , 有 qo = 1, po = [0]. 由 引 理 7.10 证 明 中 的 计算 
知 qi = |1/(00)] 及 pi = qipo + 19. 这 样 ,对 于 大 = 1 便 证 明了 (7.5). 
下 证 到 > 2 的 情形 . 此 时 大 > z(0). 首先 注意 到 gppx_1 一 dkipk z 0. À 
WW pk-i/ok-il = px/qx, 从 而 
I9 1| = (qk-i/ax)|9x| < [0x]. 


这 与 ok 的 定义 矛盾 . 接 下 来 有 
QkPk-1 — dk-iPk = qk-i(qk9 — px) — dk(qk-19 — Pr-1) = qk—10k — qkÛk-1, 
从 而 由 性 质 7.7, À 
| IdkPk—1i — dk-iPk| < qx-illax?]| 十 axllqx-:9]| < ak-i/ak&i + 1 < 2. 
这 样 必 有 
QkDk-1 一 qk—1pk = EL. 
由 于 已 验证 了 (7.5) 对 = 1 成 立 , 只 须 验 证 符号 交错 . 而 对 k < [D(9)| - 178 
(dkPk-1 — qk—1Pk)(qk+1Pk 一 QkPk+1) = (Ge-19k 一 axOk—i)(qkÜii 一 dix). 
从 引 理 7.10 知 此 乘积 展开 后 可 写成 四 个 负 项 之 和 . 口 


© À 1- (9) < a (8) « 1, Bl 1—(3) < q(0—po) < 1, AMT qipo+1—(8) < a9 < qipo+1. 
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推论 7.12 约 化 数 是 既 约 的 : MEEK > 0, 有 (px qx) = 1. 
证 明 ”这 是 Bachet 定理 的 直接 推论 (见习 题 11). E 
定理 7.13 4 VER. 7 (p-2,q-2) :— (0,1), (p_1,q-1) := (1,0) 及 

(7.6) Qk :一 | 一 Ok 2/841] (k 之 0)， 

其 中 图 由 (7.4) 定义 . 那么 在 0,4 Z0,k 20 的 假设 下 , À 


(7.7) »" = QkDk—1 + Pk-2, 


dk = @kQk—1 + Qk-2- 
证 明 ”对 任意 > 0, 行列 式 


Dk-1  Dk-2 


Qk—1 qk—2 


等 于 (-1)5, 于 是 存在 整数 a 和 br, 使 得 


Dk = akpk—1 + bkpx-2, 
dk = GkQk—1 + Okqk—2. 
由 定理 7.11, 消 元 后 立 得 
B= Qk—1Pk — dkDk-1 
Qk—1Dk—2 一 dQk—2Pk-1 
另外 , 由 (po, qo) 的 定义 , (7.7) 对 于 大 = 0 R. 对 大 > 1, 由 引 理 7.10 RY, 
的 定义 知 


= 1. 


Ok — qkÜ—Dpk — (a&qk—1 + qk-2)8 — (akpx—i + pk-2) 


(7.8) Ük. 1 M Ük 1 
= ag + $e. €] — 1,0], 
UL f 34 k 21 H a, fk (7.6) 定义 时 , 条 件 (7.7) 成 立 . " 


定义 7.14 iX 0 c R. (7.6) 中 定义 的 ak RA 0 的 连 分 数 展 开 中 的 不 完 
全 分 数 ， 而 Qk := 一 2/Ük. 1 则 称 为 0 连 分 数 展 开 中 的 完全 分 数 . 


ax 之 所 以 称 为 完全 分 数 , 是 因为 成 立 等 式 


a = 
j = QeniPk + Pai k > 0). 
Qk+14k + qk+1 
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定理 7.15 4 ER, BLA ao = 9, arı = 1/(ax) (k > 0). 对 于 
k < [D(9)], 有 


(7.9) E edidi 


证 明 ”等 式 (7.8) 又 可 写 为 
1/æk+1 = Ok — Ok = (o). 
这 证 明了 命题 的 第 一 部 分 . 而 第 二 部 分 则 是 下 一 性 质 的 直接 推论 , 在 其 中 将 
用 记号 
[ao Q1,..., ak] 

来 表示 (7.9) 式 右边 的 部 分 并 且 将 该 记号 定义 的 范围 扩展 到 所 有 使 得 对 任意 
j 21, aj > 0 的 有 限 序列 (a;)5 o. 口 

性 质 7.16 *PkeN, ao ER, a1 > 0,...,a&-1 > 0 及 任意 实数 x > 0， 有 
TPk—1 + Pk-2 
Tqk_1 + qk-2 
其 中 pig 的 定义 为 : (p_2,9-2) := (0,1), (p-1,9-1) := (1,0), 其 余 可 由 (7.7) 
递归 地 定义 . 


证 明 bk REA. 显然 (7.9) 对 大 = 0 或 1 成立 . 倘若 命题 对 大 成立, 那 


lao, a1, »++,QAk-1, x] 一 


LA 
(ao,...,ax,x] = [ao,...,ax + 1/z] 
(ax +1/x)pk-1 + pk-2 
— (ak + 1/z)ak-1 + dk-2 
_ (akPk-i-cpk-2)t -pk-i _ Pkt t Dk-ai 
— (akdk-i-- dk-2)9 + dk-i QT + dk-i 


不 完全 分 数 的 数值 计算 非常 简单 : 只 须 迭 代 运 算 ro 1/(z). 比如 考虑 n 
的 情形 . 依次 有 
po 3 


ao = x = 3.141 592 653 589 73, a=3, —= 


qo T’ 
1 7x341 22 
o; = —— ~ 7.062 513 305 931 045, a =7 全 = as = =, 
isch » Rs 15 s T 333 
D2 X 
- ~ 15. 4 40 ES |; M OCA See Se 
a aT 5.996 594 406 685 719, az = 15, - T5 "EN 106° 
P3 X 
qup PETUNT Hello 109 


L] 


Q3 — 
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而 
355/113 ~ 3.141 592 920 353 982. 


从 而 在 四 步 以 内 已 得 到 精确 到 小 数 点 后 第 六 位 的 分 数 . 
下 列 定 理 将 有 理 数 连 分 数 展开 的 中 间 项 表示 成 Euclid 轻 转 相 除法 的 商 
及 余数 的 函数 . 给 定 分 数 r/s, s > 1. 用 如 下 的 Euclid 思 转 相 除 法 计算 其 最 
大 公约 数 : 
T = as + T, 0xrn «s, 
S = Q171 十 T3, O0 < T2 < T1, 
TN-2 = GN-i1iTN-i1- TN, Ü& TN <TN-1, 


TN-1 = GNTN. 
其 中 ry = (r,s). 
定理 7.17 iE r/se Q*, KP s21, (r,s)=1. 用 前 述 记 号 , 有 


-= [ao,..., aN]. 
WEBB iCro=s,r-1=r. X} j € [0, N] 用 反 向 归纳 法 , 证 明 
人 


X j= N 时 结论 显然 . 倘若 命题 对 7 了 +1 Mor, 那么 


laj, e. GN] = [05, 51, e ,QN | 
= [a;, [aj41,---,@n]] = las, r5 / rji] 
= aj t 7541/73 = (ajrj + Tj ji)/rj = rjr. 国 


87.3 ” 连 分 数 展 开 的 性 质 
先 介绍 关于 有 限 连 分 数 的 一 个 注 记 . 
性 质 7.18 3E 0 € R, HF k « [D(9)| À 
(Dy 
oid Odin 
证 明 ”这 是 如 下 形式 的 (7.5) 的 直接 推论 : 


= =1)* 
Dk _ Pk ANE ) 


Qk Qk—1 Qk—1iQk 


(7.10) [ao, al, ..., ax] = ao + 
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当 ak > 2 时 有 
[2o, a1, ..., ax] = [ao,a1,...,@% — 1,1], 
从 而 可 以 目 由 选择 有 理 数 连 分 数 展开 长 度 的 奇偶 性 . 口 
定理 7.19 $424 VEeQHK=|D())|-1 时 ax > 2, 那么 其 连 分 数 
展开 是 唯一 的 . 换 句 话 讲 , 对 任意 实数 0, 整数 a, (0 < j < k) 被 等 式 (7.9) À 
一 确定 . 


另外 , 对 任意 的 整数 无 限 列 {a;} Lo, 使 得 对 任意 > 1 À a; 2 1, 那么 通 
项 为 


[ao, 21, ..., ax] 
$5 F7) cA. 
证 明 有 ao = |pk/qk], a1 = |1/(px/qx)], 等 等 . 这 证 明了 命题 的 第 一 部 
分 . 第 二 部 分 由 (7.10) 可 得 . 口 


以 下 结论 说 明了 约 化 数 分 母 增长 的 速度 至 少 是 指数 式 的 . 102 V5) 
为 黄金 分 割 数 .回顾 Fibonacci 数列 的 定义 : Fo = 了 .下 =1 及 及 = 
Fg + Fi (k > 1). 


定理 7.20 4 {Fk} Lo A Fibonacci 数列 . 对 任意 VER, À 
1 
qk > Fk = vU —(-1)¥/p*}  (k21), 
当 v=o 时 等 号 成 立 . 


证 明 有 dk = Qkqk—1 + dk-2 2 qk-1 + dk-2- 这 推出 dk > Fk. 当 ak E 
部 等 于 1 时 等 号 成 立 . 此 时 有 4 = 1+1/0 K 9 > 0, Afi 9 = o. 口 


定理 7.21 4-0 € R. 当 llaol AON, À 


Dk (-1)* 

T.11 9 一 一 = k 290) 
( ) qk — Qk(Ok41Qk + qk—1) 
特别 地 ， 

(7.12) — —À |»- - decus 


qx(Qk-1 + Gk) QkQk-1 
证 明 由 aki = —0& 1/0, Al, 

Qk+1Pk + Pk-1 

Qk+14k + Qk-1 


Qk 


v= 


从 而 


g Pk _ U(Ok+1Pk + Pk-1) _ PrlOk+1gk 十 gkh-1) _ GkDk-i — dk—1pk 


qk — Qk(Okiidk-- dk—1) —qk(Ok&idk + Qk-1)  qk(ak+19k + Qk-1) 


. 142 ， 第 七 章 ”Diophantus 逼近 


由 (7.5), 这 推出 了 (7.11). 由 下 式 便 得 区 间 估 计 (7.12): 
Qk+1 = Qk4Adk + dk-1 S Ok4Adk + dk-1 < (Qk+1 + 1)gk + dk-i = Qk+1 + qi. O 
推论 7.22 令 3eR\Q, 有 
1/(2 + lim sup a.) < lim inf glladl < 1 / tim sup ax. 


证 明 显然 有 lim inf glladl < lim inf qkllgx4. 而 对 于 ak <q < qk+l, 由 
qk 的 定义 有 qljla9|| > axlax]|. 于 是 


lim inf q||qv|| = lim inf qx ||gx. ||. 
dg 一 OO k— 00 


由 于 0 < q-1/qr < 1, 要 证 的 命题 是 (7.12) 的 直接 推论 . 口 


定理 7.23 (Lagrange 判别 法 ) 3X 0 € RXQ. p/q X 0 的 约 化 数 的 一 
个 充 要 条 件 是 : 存在 整数 p <p, q <a 以 及 实数 a > 1, 使 得 gp — pg! = +1, 
且 


/ 


ap +p 
aq 十 9 

证 明 ”必要 性 显然 . 假定 (p,9) = (Pr ax), 只 要 选 (p,q ) = (px-1, 91) 
及 à = ak+l 即 可 . 

下 证 充分 性 . 假设 (7.13) 对 (p,q) 及 (p'q') 成 立 . 将 n/a 展 成 连 分 数 
[ag; - .., az]. 通过 选择 展开 长 度 的 奇偶 性 , 可 设 | 


(7.13) 9 = 


QkPk—i1-— dk—iPk = JP — pq. 


由 于 op’ (相应 地 , q) ES p (相应 地 , 模 q) 的 剩余 类 确定 , 且 p < p (相应 地 ， 
q' <q), 这 说 明 (p', 9’) = (pk_1,9%_1). 代入 (7.13) 便 得 0 = [ai ..., ag, o]. 由 
连 分 数 展开 的 唯一 性 知 a = aky = —Ok/0x 1. 从 而 pp/gqr 的确 是 0 的 以 
为 指标 的 约 化 数 . 口 


推论 7.24 iX 9€ RNVQ. Z [9 — p/ql < 1/(2q7), 那么 p/g Æ 9 HAA 
数 . 
WEAR 设 [ao,ai,. ,ak] 为 p/q 的 连 分 数 展开 , 使 得 p/q — pxi/dki 与 
p/a-0 FE. > o 使 得 
j= Opk + Dk-1 
ag, + dk—i. 
有 
了 opk+pk-l _ pk _ sgn(ó — p/a) 
q aqk+qk-ı qk gk(Qgk + dk-i) 
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从 而 à 
POPE T Cee kae) 2a 
这 样 a > 2 一 qr_1/gk > 1. 由 Lagrange 判别 法 便 得 要 证 的 命题 . 口 


用 一 个 算术 上 的 应 用 来 结束 本 节 : Hermite (1848) 的 Girard-Fermat 定理 
(定理 4.29) 的 证 明 . 


定理 7.25 (Girard-Fermat) 设 p 是 模 4 余 1 的 素数 , 那么 存在 整数 r 
和 s, RAF p=r? + 8. 


证 明 ”由 Legendre 符号 的 计算 , 知道 —1 是 模 p 的 平方 剩余 类 . Sa 
是 [1,p — 1] 中 的 整数 , 使 得 a? = -1 (modp). 将 a/p 连 分 数 展开 ， 并 用 
polao,- pulan 表示 其 约 化 数 ， 存 在 唯一 的 指标 k, 使 得 qe < VP < eu 
由 性 质 7.7 知 ， 
|:- Pe) ——. 
D dk QkQk4-1 
所 以 lag, — ppx| < p/dki < yP. 


& T= qk, S = aqk — ppx, 有 


r? +s? = q+ aq, = (1+a")q, =0 (modp) 
另外 ， 
0«r?-- s? = q? + s? < 2p. 
PLA r? + s? = p. 口 
Æ “上述 证 明 提供 了 找到 r 和 的 一 个 行 之 有 效 的 方法 . 


$7.4 ”二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 
定义 7.26 如 果 两 个 无 理 数 和 D 的 连 分 数 展开 在 某 一 位 后 相同 , FP 
对 适当 的 m fe n, 有 
9 = (ao, ++; Gin, Co, C1, ««]; Ü' 一 [0,..., bns Co, C1,.. .|， 
则 称 它们 是 连 分 数 等 价 的 . \ 
定理 7.27 两 个 无 理 数 0 # D 连 分 数 等 价 的 一 个 充 要 条 件 是 存在 四 个 
整数 a. b, c, d, 使 得 ad — bc = +1, 且 


av +b 


14 hz 
(7.14) digi 


SS, 
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uEBH io A D 连 分 数 等 价 , 记 o = [co,ci,.….], 有 


Ü = Pm’ + Pm-1 
dma + qm-1 


类 似 地 ， 
_ Pno + pn_1 
i Ina t d.i | 
其 中 px /gx (相应 地 , pj /q1) 是 [ao, ... am] (相应 地 , [bo,...,0n]) 的 约 化 数 . 由 
分 式 线性 变换 构成 一 个 群 知 欲 证 的 公式 成 立 . 

反 过 来 , 假设 (7.14) 成 立 , 通过 改变 ab c, d 的 符号 , 可 设 cg +d > 0. 将 
9 连 分 数 展开 到 k Er, 得 


19/ 


_ Qk+1Pk + Pk—1 


E Qk+1lk + qk—1 


& p:= apk + bqk, p! := apk_1+ bqk—1, q := Cpx + dqr, 9 := cpk-1 + dqk-ai, A 


_aÿ+b_ pœntr 
cÜ+d gaxrri+q 


通过 计算 知 pq’ — gp’ = +1. 另外 ， 


ay! 


q = c(px — 9gqx) + qk(cù + d) = qu(cd + d) — cüx ~ qk(c0 +d) (k — oo), 


所 以 当 足够 大 时 q > 0. 同样 , 当 足够 大 时 p > 0. 由 于 ar > 1 (ER 
D 的 一 个 完全 分 数 ), 由 Lagrange 判别 法 知 , p' /q' 和 p/q 是 0' 相 邻 的 约 化 数 . 
ANI p, 1/a, 4 和 p/d, 从 而 存在 整数 n, 使 得 在 显然 的 记号 下 , 有 


"P / 
9! = PnAn+1 + Pn—1 
= / / : 
Gn An+1 + Qn—1 


这 样 Œk+1 = On41 a= [co, €1, t. Js A 
9 = [ag, ..., ak, C0, C1, - - -], 9' = [bo, . .., bk, co, C... ]- L] 


如 果 连 分 数 9 = [ao,1,. ..] 满足 条 件 : 存在 m 和 h, 使 得 akn = ax 对 
k > m 成 立 , 那么 称 之 为 周期 的 (或 从 某 项 起 周期 的 ). 并 记 之 为 


(7.15) V = [ao ,am 


定理 7.28 ik 0 € R. 0 是 二 次 无 理 数 当 且 仅 当 其 连 分 数 展 开 从 菜 项 起 
是 周期 的 . 
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证 明 Fc 9 的 连 分 数 展开 是 周期 的 , BIDS] k > m 有 akn = on. 这样 
Pm—1Qm + Pm-2 

Qm—10m + Im—2 

Pm+h-10m 十 Pm+h-2 

gm+h_1Qm + dm4h-2. 


从 而 am 是 一 个 二 次 方程 的 解 , 该 方程 二 次 项 系数 为 


v= [ao, . x ; dm —1; Am] = 


= [ao, (0 mRh-, Am] = 


Qm--h—1Pm-1 — Pm+h—-19m-1 F 0. 


这 是 因为 指标 不 同 的 两 个 约 化 数 相 异 .@ 这 样 , am 是 二 次 无 理 数 , 由 定理 7.27 
AI 8 亦 然 . 

只 余下 证 明 条 件 是 必要 的 . 设 0 为 二 次 无 理 数 , 是 某 方程 92+ 好 +c=0 
的 解 , 其 中 a 40. WFM koht, 


v= DkOk--1 + Dk-1 
QkOk41 十 Qdk-i1- 
所 以 aky 是 二 次 方程 
Aka, + Bygo41 + Ck =0 

的 解 , 其 中 

Ak := ap; 十 bpDkgk + cgi, 

By := 2apkpk-i + b(qkpk—i + DkQk—1) + 2Cqkqk—i, 

Cy := ap? 4, + bpx-19k-1 十 cq 1. 
下 面 将 证 明 (Ax, Be, Ci) 只 能 取 有 限 多 个 可 能 的 值 . 这 说 明 对 适当 的 h, k, 
h > 1, on. A open 是 同一 方程 的 解 . 由 于 至 少 一 个 这 样 的 二 次 方程 重复 了 
无 穷 多 次 , 可 设 akp 与 aren 相等 . 从 而 连 分 数 是 周期 的 . 

直接 的 计算 说 明 
B? — 4ÅkCk = (b? — 4ac)(qkPk-ı + Dkdk—1)? =b — 4ac, 
从 而 B2 = b? — 4ac--AA&Cy. 由 于 Cr = Aka, 只 须 证 明 A, 只 能 取 有 限 多 个 
值 . 而 
Ak = a(qy0 — Vk)? + b(quO — Ok)gk 十 cg 
= q2 (a? + bó + c) — gr dk (2a0 + b) + aV? = —Gu Ok (20d + b) + aw. 
Dirichlet 引 理 说 明了 |gzVk| < 1, 从 而 
|Ax| < |2ad + b| + Jal, 

这 推出 了 要 证 的 结论 = 


Q 否则 |9m| = (am /qm4n—1) l9 man-1l € Pmr- 这 与 gm+h_1 的 定义 矛盾 . 
® 否则 有 [Om = (gm/qm+h—1)|9m+n—1| < |9m+h—1l, 这 与 Im+h—1 的 定义 矛盾 . 
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注 记 


§7.1 1872 Æ, Cantor 在 因 特 拉 肯 (瑞士 ) 遇见 了 Dedekind. 他 们 之 间 的 讨 
论 促 使 了 现代 集合 论 的 诞生 .1873 FX, Cantor 断言 Q AN 是 等 势 的 @. 
Dedekind 证 明了 Q 亦 然 , 从 中 Cantor 意识 到 R 与 N 不 是 等 势 的 , 这 就 得 
到 了 Liouville 定理 (定理 7.3), 即 超越 数 的 存在 性 的 另 一 个 证 明 . 在 两 封 给 
Dedekind 的 信 (1873 年 12 H 7 日 和 9 A) 中 , Cantor 的 确证 明了 该 事实 ,说 
明了 存在 不 同 程度 的 无 限 . 这 正 是 拓扑 学 、 抽 象 集合 论 以 及 序 理论 的 开端 . 

Cantor 的 思想 是 数学 基础 的 重大 革新 , 它 创 造 了 新 型 的 数学 证 明 . Cantor- 
Bernstein 定理 说 明了 , 若 两 个 集合 E 和 FF 使 得 存在 从 其 中 任 一 集合 到 另 一 
集合 的 单 射 , 那么 EA F 等 势 . 

Charles Hermite 于 1873 年 证 明了 自然 对 数 的 底 e 是 超越 数 . 此 前 已 知 
它 既 不 是 有 理 数 也 不 是 二 次 无 理 数 . 这 是 因为 Euler 证 明了 其 连 分 数 展开 是 


e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,..]. 


Æ D.P Parent (1978) 中 可 找到 该 式 的 为 一 个 证 明 . 

Hermite FAATA RAA ERRON. 他 认为 同样 的 方法 可 证 明 n 
的 超越 性 ，Lindeman 于 1882 年 实现 了 他 的 直观 想法 , 这 对 古 希 腊 著 名 的 化 
圆 为 方 问题 给 出 了 否定 回答 . 


习题 


116. Cantor 对 角 线 构造 . 
(a) © EY [0,1] 之 间 所 有 三 进 制 表示 z = Doi 6/3" 中 各 位 数 sn 等 
于 0 或 1 的 那些 实数 组 成 的 集合 . 证 明 E 中 任 一 实数 的 三 进 制 表 
示 唯 一 . 
(b) 利用 (a) 中 的 表达 式 , 用 反 证 法 证 明 E 不 可 数 , 进而 说 明 [0,1] 不 
可 数 . 
117. Cantor-Mendès France 对 角 线 构造 @. 
(a) 证 明代 数 数 集 可 数 . 
(b) B {2n}n>1 是 [0,1] 中 代数 数列 , 使 得 每 个 2 的 寡 分 母 分 数 @ 恰 出 
现 两 次 . 将 rn 二进制 展开 为 


Zn = emi (n 2 1). 
k21 
€ 如 果 两 个 集合 之 间 存在 一 个 双 射 , 则 说 它们 是 等 势 的 . 
® 见 Briek, Mendés France, Robson 和 Rubey (2004) 以 及 Mendés France (2007). 
© 即 形 如 a/2> 的 有 理 数 , HP acz, ben. 


3 H Zr 


约定 当 zn O2 的 医 分 母 分 数 时 ,其 中 一 个 展开 只 有 MAREA 
而 另 一 个 展开 从 某 项 起 均 为 1. 证 明 对 于 每 个 rn, 均 存 在 至 少 一 
Im, 使 得 emk ea 对 所 有 大 > 1 成 立 . 
(c) 证 明 对 角 线 数 z := ^, ekk/2* 是 超越 数 . 
118. 实数 9 := Enpo 1/27". 是 否 为 超越 数 ? 
119. Hurwitz 第 一 定理 . 
HVER\Q, (p./q.)z8., 是 3 的 约 化 数列 . 证 明 


|V — px/qx| + |Ÿ — prri/qrti| = 1/gkqrt+1 (k > 0), 


并 推出 不 等 式 goll < 1/(2g;) 对 于 7 了 =k R j=k+1 成 立 . 
120. Hurwitz 第 二 定理 . 

it VER\Q, (p./ax) Lo 是 3 的 约 化 数列 . 令 t := gp/qr-1. 

(a) UEFA tri >14+1/t, (k20). 

(b) 证 明 若 不 等 式 


(7.16) |? — p;/aj| < 1 /(V5 &) 
WF j=k-1 K j= kHH RRA, 85A:2-1«v5t. 
(c) & kz 1. 证 明 (7.16) WF j=k-1, j =k MA j=k+1 RA. 
121. Markov 常数 . 
无 理 数 9 的 Markov 常数 是 指 有 限 或 无 限 值 


Y(9) = 1/ lim inf (glavil). 


— 


(a) 证 明 4(9) = 1/ lim inf qe ||g ||. 

(b) 证 明 y(9) = oo 当 且 仅 当 lim sup ax = oo, 其 中 a, 表示 0 的 k 阶 
不 完全 分 数 . 

(c) 二 次 无 理 数 的 Markov 常数 有 何 性 质 ? 

(d) $ p := i(l + V5) 为 黄金 分 割 数 . 计算 y(w) 并 推出 Hurwitz 第 二 
定理 是 最 优 的 . 

122. 给 定 无 理 数 0. 令 {n/a} 2g 为 其 连 分 数 展开 的 约 化 数 , 1a} o 为 其 
完全 分 数列 , (ax) ko 为 其 不 完全 分 数列 . 
(a) 令 s, := qr-1/gqk (k > 1). 证 明 Markov 常数 7(9) 满足 


q(9) = lim sup(Qk+1 + Sx). 


(b) UEFA THAT ak > 3 对 无 穷 多 个 k 成 立 , 那么 (0) > 3. 
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(c) 证 明 若 从 某 项 起 a = 1, 那么 , 一 方面 对 足够 大 的 上 À ak = wp := 
1(1 4/5); 另 一 方面 , 存在 常数 X > 0, 使 得 qe ~ AVE (k 一 oo). HE 
出 (0) = V5. 

(d) 证 明 若 从 某 项 起 a, = 2, 那么 对 足够 大 的 大 有 ak = 1 + V2, 
Jim sk = V2—1 X q(6) = v3. 

(e) 证 明 若 当 大 足够 大 时 ox 等 于 1 或 2, 且 每 个 值 均 出 现 了 无 穷 多 次 ， 
那么 对 无 穷 多 个 k, 有 a = 1 Rags, = 2. 利用 ak < 3 蕴涵 
ak+1 二 ak+l 十 1/ak+a > 7/3 的 事实 来 证 明 y(0) > 17/6 > V8. 

(f) 证 明 如 下 定理 : 对 任意 实数 0 有 7(9) > V5, 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 
足够 大 的 上 有 ak =1. 若 排 除 与 黄金 分 割 数 o 连 分 数 等 价 的 实数 ， 
那么 y(9) > V8, 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 足够 大 的 上 有 ax = 2, FF 0 
与 V2 等 价 . 

123. 证 明 若 0 与 V 具有 共同 的 直到 k 阶 的 不 完全 分 数 , 那么 19 — 8| < 

10/g?*-1, 其 中 yp := L(1 + V5). 

124. ik 9 是 无 理 数 , 其 不 完全 分 数 不 超 过 整数 a. 证 明 qn < b^, 其 路 := 

F(a + Va? +4). 

125. 确定 无 理 数 0, 使 得 在 (7.15) 的 记号 下 , 其 连 分 数 展开 是 [8, 1, 1,5,5, 1, 1, 16]. 
126. 给 定 无 理 数 0, SERRA 


z^ 
Fs (z) :一 》， Indl , 
n2l 


4 RO) 为 Fs 的 收敛 半径 . 令 (pk/ak) ge. 为 9 连 分 数 展开 的 约 化 数列 . 

(a) 证 明 R(9) « 1. 

(b) 证 明 对 任意 整数 k > 0 及 任意 满足 ge <n < qa 的 整数 n 有 
laol < no]. 推出 


R($) = lim inf |gkó|| 79. 
(c) 证 明 对 任意 整数 上 > 0 有 


1 1 
—— — < |lq.¥|| < ——. 
2Qk41 | | 


(d) & p := 3(1 十 V5) 为 黄金 分 割 数 . 证 明 R(o)- 1. 

(e) 对 任意 无 理 代 数 数 9 HA RW). 

(f) 证 明 对 任意 k>0 有 gkak+l < dei < 2gkak+1. 利用 (c), 推出 对 任 
意 无 理 数 乡 有 


k+1 


(g) 证 明 把 3 BRA R(9) 的 映射 R:— R \ Q 一 [0,1] EWS. 


R(9) := lim inf a, 1%. 


127. 


128. 


129. 


130. 


131. 


3 F ; . 149 - 


Ri&it, AIR 0, 若 有 理 数 p/q, pe Z qc N° 使 得 


ó—p/q =. min |[#- 
| p/d (uv) CZxN* | uf vl, 
1<v<q 


WAZA o MIRE. 

(a) VER. 证 明 所 有 0 的 约 化 数 都 是 0 的 良 通 近 . 

(b) 考虑 0 = LR p/q— 1. TM BGB VERDE ZUR 

次 约 化 数 . HIER, {pp/qr}kzo 为 3 的 约 化 数列 (有 限 或 无 限 ), {ak}k>o 

为 其 不 完全 分 数列 . Xk 21, h 2:0, > pis := pk-i-- hpx, qh :二 qk-1 十 

har. 给 定 有 理 数 p/q, 如 果 存 在 整数 k Mh, 使 得 k>1,1<h< ar 

及 p/q = prn/arn, WR p/q 为 0 的 次 约 化 数 . 

(a) 用 第 二 部 分 的 内 容 , 证 明 革 是 0 = 1 + V2 的 次 约 化 数 . 

(b) 证 明 17 不 是 1+ V2 BS BE. 可 考虑 0 的 约 化 数 pa/q2 并 应 用 不 
等 式 


良 晕 近 和 次 约 化 数 . 

(a) 证 明 如 果 分 母 为 正 的 分 数 a/b, r/s 及 c/d 满足 a/b<r/s<c/d 及 
bc — ad = 1, ABA s > max(b,d). 可 先 证 r/s — a/b > 1/bs. 

(b) Ub 0 是 无 理 数 , (pk/ax)»o 为 其 约 化 数列 , (ak)kzo 为 其 不 完全 分 
数列 . 对 任意 整 参数 上 > 1 及 h > 0 计算 DentiQkh 一 dk h1Pkh- 
推出 对 任意 整数 k > 1, E k 为 奇数 , 序列 {pr ay/ak pi 严格 单 
调 上 升 ; 否则 它 严格 单调 下 降 . 

(c) Ut p/q À 0 HR ET, 使 得 gq > qu. UE p/q 是 3 的 约 化 数 或 次 约 
化 数 . 比如 可 假设 9 < p/q, 先 证 明 存 在 k > 1, 使 得 

gc Pt P. ER. 
dk 十 1 q  Gk-i 
然后 应 用 (b) 和 (a) 中 已 证 的 结论 . 

证 明 若 9, W 和 是 三 个 无 理 数 , AS 0 < < 0", MH 0 AO” WE 

到 阶 约 化 数 相同 , 那么 0" 的 直到 阶 约 化 数 亦 与 另 两 者 相同 . 

DE 0 是 无 理 数 , p/d 是 有 理 数 , 使 得 |q9 — pl < 1/4. 

(a) WIFE n €N, ao €Z, a4 E€ N*,...,an E N*, 使 得 


D - p 
$7 [ao an] 及 (-1) (s - ) > 0. 
(b) 记 {pj/q;}?_o 为 p/a 的 约 化 数列 . 定义 a 为 满足 条 件 


= Opn F Dn-1 
OQn 十 dm 一 1 
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的 实数 ， 其 中 约定 (p-1,q-1) = (1,0). 证 明 lg? — p| = 1/(&qn +4n—1) 
并 推出 a > 0. 

(c) 证 明 若 a > 1, 那么 p/q 是 0 的 约 化 数 . 

(d) EHE a «1,352 n > 1 H 9 = [ao,a1,..., an + 1/o], FEW p/q 不 
是 3 的 约 化 数 . 

(e) 证 明 p/q 是 3 的 约 化 数 当 且 仅 当 


| 1 
G 一 5| << —. 
lgà — pl TETUER 


132. it 0 是 无 理 数 , p/q 是 有 理 数 , 使 得 
(8g? — p?| < 9. 


证 明 p/q 是 的 约 化 数 . 为 此 可 用 习题 131 (e) 中 的 判别 法 , 并 分 n = 0, 
n=1 及 n > 2 的 情形 讨论 . | 
133. 二 次 无 理 数 的 标准 型 . 

(a) 证 明 所 有 二 次 无 理 数 0 可 写成 8 = (+Vdy/u 的 形式 , 其 中 d 是 
非 平方 正 整数 , u 和 w 是 整数 , E1 v £0, v | (d 一 局 ), 称 之 为 3 的 
标准 型 . 

(b) 设 9 = (u + Vd)/v 是 写成 标准 型 的 二 次 无 理 数 . S {an} Lo 为 
其 完全 分 数列 , 并 令 [ao,ai,...| 为 其 连 分 数 展开 .定义 两 个 序列 
{un} zo 和 (on) 23; 使 得 


ugo =U, VO — V, 
(7.17) Un+1 = Ann — Un (n 2 0), 
Un4i = (d— u$,1)/va (n > 0). 
证 明 对 任意 整数 m> 0, 有 
Un € Z, Un € Z', Un | (d — u2), On = (Un + Vd)/vn. 
134. 判定 纯 周 期 连 分 数 . 
4 9 = (ut Vd)/v 为 标准 型 下 的 二 次 无 理 数 , HS V = (u— Vd)/v. 


用 {an}%o 表示 0 的 完全 分 数列 . 对 任意 n > 0, 令 o, 为 an HIER. 
本 习题 的 目的 是 证 明 命题 


(7.18) 91, #€]-1,0| 


是 0 的 连 分 数 展开 为 纯 周 期 ( 即 形 如 ac, ai, ….,an1]) 的 充 要 条 件 . 
(a) 证 明 若 3 满足 (7.18), 那么 /ae = œ — a. H al, €] - 1,0[ X} 
任意 n > 0 成 立 . 推出 an = |71/0,,1| (n > 0). BUA a; = ojus 
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对 某 两 个 整数 j > 0, h > 1 成 立 , BAMA ao = ar HV = 
[25,21 Gama. 
(b) 反 过 来 ,证 明 若 3 是 二 次 无 理 数 ,其 连 分 数 展开 是 纯 周期 的 ,周期 为 
h > 1, 那么 9 >1 且 9 是 多 项 式 f(x):=qn 17? + (qn-2-Ph-1)T-Ph-2 
AAR. 证 明 f(—1) > 0, f(0) < 0, 并 推出 多 €] — 1,0[. 
135. 平方 根 的 展开 . 
D d 是 非 平 方正 整数 . 令 ma := | Vd]. 
(a) 证 明 3 := ma + Va 满足 条 件 (7.18), 故 其 连 分 数 展开 是 纯 周 期 的 . 
(b) 设 h 是 0 连 分 数 展开 的 周期 且 {an} ko 是 其 完全 分 数列 . 证 明 
an = og MHAL n = 0 (modh). 用 习题 133 的 记号 , 推出 v, = 1 
M B4 n = 0 (modh). 
(c) 证 明 © = [ao, a1; an, 其 中 ao = 2ma4. 推出 Va 的 连 分 数 展 开具 
有 
Vd = [ma,a;, ,oh 1 2ma] 
的 形式 . 
136. Pell 方程 的 解 . 
4 d 为 非 平 方正 整数 . 所 谓 Pell 方程 , 是 指 Diophantus 方程 


(7.19) r? — dy? =1. 


用 un 和 Un 表示 由 uo = 0, vo = 1 以 及 递归 关系 (7.17) 所 定义 的 序列 . 
A an := | (un + Vd)/vn|. 用 {pn/dn} 0 表示 Vd 的 约 化 数列 , h 表示 
其 连 分 数 展开 的 周期 . 
(a) id 
Vd = gniiPn t Pai 
On4-1Qn + dn-1 


用 习题 133 中 的 公式 , 证 明 
p,—dq;—(-1)" wa (n20) 


(b) 证 明 对 任意 整数 j20, 数列 (pojh—1, d2jh—1) 是 (7.19) 的 一 组 解 . 
(c) 证 明 若 (x,y) 是 (7.19) 的 解 , z > 0,y > 0, 那么 z/y 是 vd 的 约 化 
数 


137. (a) 证 明 对 任意 含有 N 个 整数 的 R 中 的 区 间 T, 有 


5 e(nv) 


nel 


其 中 约定 当 ve Z 时 不 等 式 右边 等 于 N. 以 下 还 将 使 用 此 约定 . 


< min (N 


aja 
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(b) 证 明 对 任意 0 € RVQ, 有 
Sw(0):2 X` e(n?8) = o(N). 


1Kn«N 

(c) 确定 所 有 使 得 (n280)29., 模 1 均匀 分 布 的 实数 3 构成 的 集合 E. 

(d) 用 Weyl-van der Corput 引 理 ( 引 理 6.8), 选取 适当 的 参数 , 证 明 对 
任意 整数 N > 1 及 任意 实数 0,78 


1 
E j N, 一 一 一 |. 
ISN(8)]^ < AD (2 ] a) 


(e) 证 明 对 任意 整数 N > 1 及 任意 实数 0, 存在 整数 an €Z, qn € N*, 
使 得 (an,qan) 21, qw «AN, H 


|^ i < NIS 


推出 moll > Llavm/qnll (1 < m < 2N). 可 对 每 个 m 引进 唯一 的 
整数 bm € [0, gnj2], 使 得 anm = bm (mod qn). 分 别 讨论 bm = 0 
和 bm > 1 的 情形 . 

(f) 保留 上 题 中 的 记号 , 证 明 对 所 有 整数 N > 1 以 及 实数 0, 有 


sv a(i ea Y) i) 


1<j<qn /2 


推出 存在 绝对 常数 C, 使 得 
N 
ISSN (9)| < À + VN nlan) }- 


See Euler r-H% 


$0.1 定义 


Euler TI- 函 数 最 初 的 定义 见于 1729 年 Euler 给 Goldbach 的 一 封 信 : 


(0.1) ria) d (s 4 0,—1,-2,.... 


易 证 乘积 在 C\ (-N*) 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 故 决 定 了 C 上 的 一 个 亚 纯 
函数 . 
Euler 从 中 立即 得 到 了 积分 形式 


(0.2) T(s) = A t*^le^t dt (c > 0). 


这 里 及 以 后 总 约定 复数 s 的 实 部 和 虚 部 由 下 式 给 出 : 


s—oa-ir. 


定理 0.1 (Euler) 4 
Pts) [ (1 一 i dt (c > 0), 


那么 

n?n! 
(0.3) Tn(s) = SD EN 
H 


oo 
T(s) = lim Tn(s) = f te dt. 
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证 明 ”通过 换 元 u = t/n, 得 
1 
Th(s) = w | (1— u)*u*^! du (c > 0). 
0 


连续 使 用 分 部 积分 , 可 计算 上 式 的 积分 


[a-o s-1 du = pea fw 


n! x 
sal uit"! du 
s(s+1)---(s+tn—1) Jo 
n! 


一 方面 ， 
nn 1 1 —s (1+ 1/3)? 
erc cuts H 1+s/j 


= F(s)+o(1) (n > 00); 
另 一 方面 , 由 初等 方法 & 可 得 BEES) 
lim In(s) = | t* e ‘dt, 
从 而 命题 得 证 . 


下 述 绪论 说 明了 当选 择 (0.2) 为 函数 HEN, 容易 证 明 其 亚 纯 延 拓 
的 存在 性 . 


定理 0.2 (GRAB) 有 
rT(s+1)=sT(s) o>0. 
证 明 ”用 分 部 积分 立 得 . " 
推论 0.3 对 于 meN, À T(n+1)=n!. 
以 下 性 质 导出 T 的 另 一 定义 . 
定理 0.4 SKE ER 上 是 对 数 凸 的 . 
证 明 ”只 须 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


I'(z)? — TA e "(Inu)u*! du) < T(r)" (x). LI 


© 从 历史 角度 讲 , 这 里 不 允许 使 用 Lebesgue 积分 , 但 可 利用 事实 (1 — t/n)* <e-t, 其 
HO<t<n. 


80.2 Weierstrass 乘积 公式 : 157 : 


Emil Artin (1898—1962) 证 明了 函数 方程 及 对 数 凸 性 足以 确定 D 函数 . 
后 文中 将 有 该 结论 的 一 个 精彩 应 用 . 


定理 0.5 (Artin) 3% ® :]0,oo[—]0, oo[ À TH AA, EFF In D HY BHR 
且 使 r(x) = O(2 +1) 对 任意 x > 0 成立, 那么 G(x) = GB(1)T(z) 对 Zz>0 成 


证 明 ”五 := O/T 是 1- 周期 的 , H H(1) = B(1). 由 于 o/o A T"/T 都 是 
单调 上 升 的 , 对 x > 0, n > 1, 有 


$'(n) I(n+1) H'(n--z) Bn+i+z) (n+z) $'(n4-1) T(n) 


(n) T(n+1)  H(n+z) O(n+z) T(n+z) ^ $(n-1) To 
而 e ALT 又 都 满足 函数 方程 


f+) fG).1 
fcx fr 


从 而 
(n) L'(n+1) H'n) 1 O(n+1) I'(n) H'(n) 1 


$(n) T(n-1) H(n) n? O(n+1) Fo  H(n) m 
由 之 , 得 
H'(1 1 H'(n) 


HO) n H(n) 


H'(z) H'(n) 1_ HOU) 1 
HG) Ha) n HOY ae 
A n TEJ, 可 知 存在 常数 ,使 得 对 任意 z > 0, 有 H(x)/H(x) = k. 这 
TÉ H(z) = H(1)e**. 由 于 五 是 周期 的 , i k= 0. 口 


用 习题 138 FRE Bohr-Mollerup 定理 , MKE Artin 定理 中 的 可 微 
性 条 件 . 习题 139 中 有 另 一 判别 法 . 


1 
--« 
n 


80.2 Weierstrass 乘积 公式 


定理 0.6 (Weierstrass) 3} o > 0 À 


1 
0.4 —— = ge"? 1+ jet, 
ud nage 


其 中 y X Euler 常数 . 此 外 , (0.4) 将 1/T(s) 解析 延 拓 成 整 函数 . 
WB] Hn := gjycn1/i (n 2 1). 这 样 


H, — nnn -y-4o(1) (n — oo). 
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由 (0.3), 得 


e3/3o—3/3 e? (Inn— H4): 


n? e 
P = — = : 
(s) s Il l+s/j 5 Il ij 


IJKn 


乘积 的 通 项 在 C\ (-N) 的 任意 紧 子 集 上 一 致 地 为 1+ 0(1/5?), RS n BT 
无 穷 便 得 要 证 的 结论 . 口 


推论 0.7 y= -T'(1). 
证 明 ”对 (0.4) 求 对 数 导数 , 得 


—I"'(s) 1 1 1 
(0.5) mp pce 
T'(s) T2 > G 十 7 a) 
M s = 1 NRA BHI, 其 值 为 —1. 口 
80.3 ”9- 函 数 


B- PRAEC, 抑或 第 二 类 Euler 积分 , 定义 为 


1 
B(x, y) := | t 1(1—1t)dt (x >0,y > 0). 


定理 0.8 A 

(0.6) B(z,y) =T(x)l(y)/T(x+y) (z >0,y>0). 
证 明 一 : 换 元 . 
有 


rey) = f eet | us le^" du. 


作 换 元 u = tv 并 用 Fubini 定理 , 得 
r(x) (y) = f re at f t! v9 let du 
0 0 
T y—1 d ds z+y—1,—(v+1)t d T Uu. T d 
= f v "| t e = | ü ves (x + y) dv 


-rern) GI Gu nis 


= l'(z 4 y) | wy (1—w)? dw=T(r+y)B(r,Yy). 口 


证 明 二 : 用 Artin 定理 . 


$0.3 ”有 -函数 + 159 - 


EE y > 0. $ f(z) := T(z - y)B(z,y)/T(y), 将 证 f(z) = T(z). 首先 有 
fl) = yB(,y) =1 


(z+ y)T'(z + y) 


gece Gg) 


B(z + 1,4). 

由 于 

B(x +1,y) = f t7(1 — t)”-! dt = m ndi — tyr*v-1 dt 
Bet G9]. 


T 
= — B(r,y), 
T+Yy (s, y) 


和 dt 
=) (1-22 


从 中 得 到 
f(T+1)= zf(z). 
由 Hólder PEA, 当 1/p+ 1/q = 1 时， 
B(z/p + z/q,y) = T t7 U/Pt(G-1/a(1 一 +) D/rt(y- 1/4 dt 
0 
< B(z, y) /? B(z, y)". 


这 说 明 函 数 z B(x, y) 是 对 数 凸 的 , 进而 函数 x — f(x) 亦 然 . 从 而 由 Artin 
定理 知 f(x) = T'(z). 口 


推论 0.9 对 z>0,y>0, 有 
x/2 
l(z)F(y)/T(z + y) = 2 | (sin 9)27—1 (cos 0)?! dv. 
0 


特别 地 ,下 (2) = va. 


证 明 ”只 须 在 (0.6) 中 作 换 元 t= (sin 2)? 即 可 . 
m, A T (4) = f te dt = 2 S e** du, 所 以 


(0.7) e^" du = Vn. z 


推论 0.10 (€ Stirling AX) 有 


(0.8) Flz+1l) ~zze-zV2rz (x oo). 
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证 明 ”这 里 用 渐 近 计算 的 一 个 经 典 方法 , 它 通过 适当 的 换 元 来 明确 含 单 
参数 的 积分 取 较 大 值 的 区 域 . 

PRA tet 在 R* 上 的 积分 等 于 T(z +1), CEA t= z 取 到 最 大 值 . 用 
换 元 t= z(14- u), 18 


T(z +1) = fta +u)}re tog du 
(0.9) Seer? [ Tue ")* du 


= et Vas | e has) dv, 


EP u= vvV2/z, H 
h(w) := Sw — In(1 +w)}, 
h(0) = 1. $ 
galv) 二 TE NO ME 
对 任意 固定 的 实数 v 有 


lim g,(v) = gu. 
也 一 OO 


2 [" tdt 1 zdz 
hw) = = | ix 2j lc zw 
4w<O0ft h(w) > 1, BÆ w > 0 Rf p(w) 单调 下 降 , 故而 
vy2 — In(14- v2) 
we 


另外 , 注意 到 


h(v/2/z) > h(vv2) > 
从 而 


(x >1, v > 0). 


gs(v) < e^" 1 ssor(v) + (1 + vV2)e " ?1jo. + 00f(0). 


这 样 便 可 使 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 由 (0.7) 得 到 
Jim f 9z(v) dv = f e" dv = Vm, 


代入 (0.9) 便 得 要 证 的 公式 . 口 
推论 0.11 (Legendre 复制 定理 ) 对 xz >0, 有 


(0.10) r( 2)F( 瑟 *) = V2!-*T(z). 


$0.4 £ Stirling 公式 . 161 - 


证 明 ”考虑 函数 f(x) = 277r (2)r (2). 由 (0.7) Al f(1) = 1 


且 
f(x +1) = 2 Wap? =*\r(5 十 1) 
nemen) ano 
最 后 , Hi 
In f(z) = zin2— jm + In m=) F 1)} 
A], f 是 对 数 凸 的 . 由 Artin 定理 , f(x) = (x). D 


习题 147 将 该 结论 推广 到 乘积 Ian (232) (n> 之 上 


80.4 # Stirling 公式 


回顾 第 一 部 分 80.2 中 Bernoulli 数 和 Bernoulli 函数 的 定义 . 
定理 0.12 (S Stirling Ast) 对 seC\R- 有 


(0.11) logI'(s) = (s — >) logs — s + 5 In(27) — 上 B.) 
其 中 右边 的 复 对 数 函 数 取 幅 角 主 值 . 
it (i) Weierstrass 乘积 公式 说 明了 T(s) 非 零 且 在 非 正 整数 点 上 有 一 阶 


(i) 在 任意 扇形 s 7 0, lare(s)| < n- ô 上 积分 一 致 地 为 O(1/s), 其 中 
ô el]0,r[ 是 任意 常数 . 事实 上 , 对 任意 整数 R > 1, 


Bi S DE rr | BR+1(t) 


r(r + 1)s7 R+1 (t + s)F*1 
证 明 ”对 f(t) := log(t + s) (se CAR-) WABA a = 0,b = N W 0 
阶 Euler-Maclaurin 公式 , 得 


2 


N Bi(t)dt 


N 
5 log(n + s) = f log(t + s) dt + L (log(N +s) — logs) + 
0 2 0 t+s 


1£n<N 
1 
= (s + N)log(s + N) — (s + N) — slogs +s + z log(s + N) 


1 N By(t) dt 
— =] 
logs + | ravage 


1 1 N B,(t) dt 
= (s+N +5) log(s+¥)-N-(s+5)togs+ f pv 
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减 去 经 典 的 Stirling 公式 


In N! = (w+ ;)mN- N + 5 In(2n) + o(1) (N — oo) 


1 S8 1 
= (w+ 5) log (1 十 x) + slog(s + N) — (s+ >) log s 


N Bi(t)dt 
t+s 


= s(1+InN) - (s+3) bgs-ilQx)e [ E Ber + o(1). 


= ; In(2x) + + 0(1) 
0 


À Hy := Drengen 1/n. 首先 对 se Ri* 有 


afs II (+i) 


iSn<N 


© Bilt 
=Ins+s(y— Hy +1+InN) —- pie Ins - 5 in(2x) + f B at 4 o(1) 
2 2 0 t+s 


B 1 1 °° Bi(t)dt 
(s 5) ns+s zmen + f ue + o(1). 


4 N 一 oo 知 命题 对 s € R+* 成 立 , 进而 由 解析 延 拓 知 其 对 所 有 s AY. oO 
推论 0.13 (在 坚 带 域 中 的 性 态 ) 4 01,02 为 实数 , 01 < 02, S |r| 一 oo 

时 对 o1 < o So 一 致 地 有 

(0.12) FT(s) = E 十 o(=) | Vane te raite, 


其 中 ho(7) := Tinlrl 一 7 十 im (c — i) sgn(T). 
证 明 有 arg(s) = sgn(r)im 一 or + O(1/7?) €] - maji, HR 
log s = In |s| +iarg(s), 其 中 


E = In(o? +72) =In|r| + O(1/r?). 


由 分 部 积分 可 得 


(* Blas 0( 5) 


60.4 £$ Stirling 公式 + 163 - 


从 而 

(: — j logs — (s r +ir) (ar mE n(r) 一 2) + o (5) 

Je S 2 ES T 72 
= (s 一 :) In |r| 一 nir +o+ih,(T) + O(1/T). E 
推论 0.14 (Mellin 变换 反 转 公式 ) 对 z> 0 有 
CI 十 ioo 

(0.13) etu x f _T(sje*ds — (o0) 

证 明 对 o>0 有 

dz 


oo 
T(o = ir) = f e Ty iT 一 一 E f e 9 teug-iru du = fo(t), 
0 I R 


o—i 


其 中 f(u) := exp{—e"+ou}. 推论 0.13 说 明 f, € L1 (R),9 从 而 可 用 Fourier 
变换 的 反 转 公式 , 得 


fele = EE [ ferar 


1 : 1 : 
m /rc 一 ir)e- (7—i7)u dr — YS [re 十 ir)e- (7 tiv dr. 


EX zx = et 即 得 题 设 结论 . 口 
推论 0.15 (互补 公式 ) 对 seC\Z 有 
(0.14) r(s)T(1— s) = dns) 


证 明 ”考虑 亚 纯 函 数 
1 s(1 — s)e" 1 s(1—5s)V , j 
He Herr) /5 


l'(s)T'(1 — s)sin ns — — sinas A 


其 中 乘积 展开 由 Weierstrass 公式 可 得 . 所 有 sin rs 的 零点 与 无 穷 乘 积 的 零点 
相 消 9, Be f 是 整 函数 . 另外 


—1 1 
fs +1) = Torr ss ~ F(s(csT(-s)sinas 


1 
E I'(s)C(1 — s) sin zs E 

所 以 f 是 1- 周 期 的 . 对 oe [0,1] 及 |r| — oo, 由 (0.12) 得 
m |r|*7 3e77l71/2 /2|r|3 77 e77l7/2./2x| sin ms| ~ 21e?! | sin rs|， 


f (s)| 


Q o »04RUET r(e +ir) 对 所 有 T+ € R RAE X. 
© ERP 14+ 1/7 + 8(1 —5)/j? = (s + 3)G -1— s/3?. 
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而 sin rs = (sinno)(chnr) +i(shnr)(cosno), 从 而 
1 
| sinzs|? = (sin? no )(ch^zT) 十 (sh?rr)(cos? no) ~ re 


所 以 um. |f(s)| = 1/z. 故 f 在 竖 带 域 0< o <1 LAR, 由 周期 性 , CEC 
上 有 界 . 故 由 Liouville 定理 , 它 是 常数 , 又 由 


1 S 1 
f(s) = I'(s)['(1 — s)sin xs 2 r(1 + s)T'(1— s)sinzs Em" ie =>) 
知 
f(s) = 1/n (s € C). [] 


习题 150 和 习题 151 中 将 给 出 互补 公式 的 另 两 个 证 明 . 
i AK (0.13) 右边 积分 的 路 径直 线 向 左 移 , 那么 平移 后 的 积分 
c-i 一 TIT|/2 一 c 
< fis e x ? dr. 


当 lol 足够 大 时 , |s|/z > 1. 故 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 24 o 一 -oo 时 该 
积分 趋 于 0. 而 由 (0.14), 当 s 一 0 时 


T (—1)” 
I'(n+1-—s)sin{x(s — n)} “nls ` 


所 以 T (s) Æ s = —n 处 的 留 数 等 于 (—1)/n!. 由 留 数 定理 可 重 得 级 数 展 开 式 


I'(s—n) = 


—Z (—1)” n 
e t= 
>» n! 
推论 0.16 (Euler) 对 任意 zeC 有 
sin Nz z? 
(0.15) — - II (1 2 =). 
证 明 ”这 是 互补 公式 及 Weierstrass 定理 的 直接 推论 : 
sin T2 1 —1 


nz zl(zI(ü-z) erez) 


=e” Il (1 十 jeter I] (1 一 z/n)” = Il (1 一 JI 


n21 n21 n21 
取 对 数 导数 , 由 Euler 公式 得 
1 2z 
(0.16) rcot(rz) 一 二 十 > Zo: GEC\2) 
^ z KT 0 即 得 
(0.17) 3 = an? " 
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$0.5 Hankel 公式 


从 上 面 看 到 ，Weierstrass 乘积 公式 说 明了 1/7 是 整 函数 .而 Hankel À 
式 则 将 它 表 示 成 积分 形式 . 对 每 个 正 参 数 r, 称 除 去 点 s = -r 的 圆 环 加 上 辐 
角 分 别 为 x 和 -xz 的 双重 射线 | — oo, 一"] 构成 的 路 径 为 Hankel 围 道 (如 图 
II-1). 


图 II-1 Hankel Hii 


定理 0.17 (Hankel 公式 ) ik H A Hankel Mid. 对 任意 复数 z 有 


1 1 —Z48 

证 明 ”积分 对 每 个 z 绝对 收敛 , 且 在 紧 集 上 一 致 收敛 . 从 而 它 是 z 的 整 
函数 . 由 于 被 积 函数 只 在 s = 0 处 有 极点 , 由 留 数 定理 , 积分 与 r 无 关 . 4 
Rez < 1 时 , 在 圆 环 |s| =r 上 的 积分 当 r 趋 于 0 时 收敛 于 0, 同时 在 双重 射 
线 上 的 积分 趋 于 
l f?" im. im. do sinnz (^ do _ sinnz "OE N 
MC Ere eee ET 
这 对 Rez < 1 证 明了 (0.17), 由 解析 延 拓 知 其 对 任意 z 成 立 . N 

Hankel 公式 的 取 有 限 长 度 围 道 的 实效 形式 常常 有 用 . 

推论 0.18 对 每 个 X > 1, > H(X) A Hanke 围 道 在 半 平 面 o > -X 
的 部 分 , 那么 对 z EC 一 致 地 有 
(0.18) = um s-zes ds = NE + O(47 T (1 + |z])e- 3X) 


证 明 对 于 s= oet", o > 1, À |s-zes| < (e"o) le. (0.18) 左边 与 积 
分 (0.17) 之 差 于 是 


[ 9] 1 O0 1 
« el T alle < osx f ol*le-3° do. 
x 0 


由 于 2e" < 47, 换 元 o = 2t 后 便 得 要 求 的 上 界 估计 . 口 
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习题 


138. 


139. 


140. 


141. 


142. 


ÉTÉ Euler IT- 函数 


Bohr-Mollerup 定理 . 
令 oe: ROR heu, 使 得 o(1) = 0, v(x + 1) = yw(z)+lnz (x > 0). 
(a) 证 明 对 任意 n > 1, 函数 


Wo(Z) := {p(n +1 + z) — p(n + 1))/z 


在 [-1,0[U]0, 1] 上 单调 上 升 . 
(b) 推出 


1 
0 € p(z) — In | n!n° (4-z))«-  (0<r<i,n>1). 
qi (nm / TI 2) > 
(c) 证 明 y 唯一 确定 , HIE Gauss Az 


elt) 一 lim nin” T6 tzr)| (x > 0). 
j=0 
D 的 另 一 描述 . 
(a) 证 明 I'(z)/T(z) < Inz (x > 0). 推出 xz  e*z-?T(z) X} x > 0 5 
调 下 降 . 

(b) 证 明 工 由 (a) 中 证 明 的 单调 下 降 性 及 条 件 (1) = 1, T(z +1) = 
Gauss 对 Euler 公式 的 证 明 . 
(a) 证 明 对 任意 整数 ”> 0 及 任意 使 c > 0 的 复数 s, 有 

(s) _ 1 I"(s 4- n) 

T(s) s+j T(s+n) 


OKj<n 
(b) 证 明 对 s € R, s > 1 À T"(s)/T(s) = Ins + O(1/s). 


1 
Euler A^ T = di Sn! l 
(c) 推出 Euler 公式 T'(s) lim n*n II "EU 


O<jgn 
b; ¢ Z (1 < j < &k), X a= D b. 
1<j<k I&j&k 


证 明 


n — aj T II T(1-— b;) 
cec. re ro Teu) 


^kz 2, Ex = e?/k. 用 习题 139 的 结论 ， 证 明 


k—1 
I] (1 一 =) = I] Diary (x > 0). 
j=0 


n21 


143. 
144. 


145. 


146. 
147. 


148. 


149. 


E 题 . 167 - 


证 明 I (1--t)*71(1— t)! dt = 27+- ae (x > 0,y > 0). 
Dirichlet 积分 . 
证 明 对 fec(,1),0; >O(1 <j <n), 8 2 355 o; À 


dt; Ii- I'(o;) 1 
人 ay [ run" au 
计算 二 重 积分 fa auf dr dy, 其 中 o 和 8 是 正 参数 , A 是 由 z > 0, 
y20,z^-y"x1l(u» 0,v > 0) 定义 的 区 域 . 
对 zeC\R- 计算 po. log T (w) dw. 
Legendre-Gauss AÑ. 
(a) FH Legendre 公式 , 证 明 fo InT(z) dz = 3 In(2n). 
(b) 证 明 对 任意 整数 n>2 有 


II r(222) = (2x)bhC-Uai-T(z) (x > 0). 


0€j«n 
(a) 直接 应 用 积分 形式 的 T (s) 的 定义 , 证 明 
-Uü)-ma-if (metat (0210 


(b) 利用 逼近 Int = >, 1/n — y + O(1/t) (t > 1) 重 证 了 (1) = 一 7 
Gauss 公式 和 a MA. 


(a) 证 明 + = 人 S di 22 Sat, 然后 证 明 


er x 1\ _， 
一 ————- dt. 
y | (二 Jr 


Lo une EE MESE ^ 
Te) 77 Leon RO) AA 


(b) 证 明 对 ez > 0 A 
式 


I/(z+n) = f e 2+") dt (Re z » 0) 
0 
证 明 Gauss 公式 
/ oo 一 上 —zt 
We -= f (二 -一 一)d (e z > 0). 
0 


T(z) t 1—-e-t 
(c) 证 明 lim f (amar) dz = 0. 用 (b) 推出 Dirich- 
let AZ 


D. fe. ade à 
aay =f ( (1+7) We (Rez > 0). 
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150. 


151. 


152. 


153. 


SE Euler r- 


互补 公式 的 另 一 证 明 . 
(a) 对 a ej0,1[ 证 明 积 分 IT(@) := [ ic- uu 良 定义 并 计算 其 值 . 可 
用 留 数 定 理 , 或 先 利 用 换 元 上 = ut 处 理 a = p/q c Q 的 情形 , 再 对 
一 般 情形 用 连续 性 . 
(b) 由 (a) 推出 互补 公式 工 (z)I(1 — 2) = x/ sin(xz) X} z € C\Z RXZ. 
(a) $ Tw 为 使 得 
Tn (sin x) = sin((2N 十 1)z} 
的 多 项 式 . 证 明 
Tw() - GN «1€ I] (1-6/sin ADD 
1<k<N 
(b) 选取 上 < = sin(xz/(2N + 1)} 并 令 N 趋 于 无 穷 , 仔细 讨论 取 极 限 的 
过 程 , 得 出 Euler 231 


sin(TZ) = xz IIa — a? /k?). 
k21 
(c) FH Weierstrass 乘积 公式 推出 T(x) 的 互补 公式 . 
(a) 证 明 下 式 成 立 
三 t* cost dt = I'(z) cos Gr) (0 < Rez < 1), 


0 


Lr = ! sintdt = T')sin (ne) (—1 < Rez < 1). 
0 
(b) 计算 Fresnel 积分 的 值 : 
一 i : = B in(t?) dt. 
I f cos(t^) dt, J | sin(t^) dt 


R” 中 单位 球体 积 及 球 对 称 函 数 . 
若 f: R 一 R 使 得 存在 g : Rt 一 R 满足 f(x) = (loll), WEZ 
为 球 对 称 函 数 , 其 中 ||| 表示 zx € R^ 的 Euclid 范 数 . 用 u 表示 R” 
中 Lebesgue 测度 在 映射 z — ||| FR, 即 对 任意 g: Rt >R, FA 
[2° a(t) dut) = fg. (lell) da 在 右边 积分 良 定义 的 前 提 下 成 立 
(a) 证 明 对 y € Rt 有 u([0,uy]) = y^V., 其 中 V, = (0,1); 推出 
duly) = nV,y^-! dy 在 [0, oof 上 成 立 . 
(b) 选取 适当 的 球 对 称 函 数 , 证 明 


V, zat p rs z) 


© 证 明 f (1+ enc HO de = atd / eS 


5] 题 + 169 : 
154. (a) 证 明 对 任意 o > 1, 存在 常数 Mo(o), 使 得 
T(z + iy)| < Mo(c)e- l”! (5 «rxo,yc R) À 


(b) 证 明 对 z = 5 + iy, s = 0 +ir, o 21, 有 


T(z — k)T(s — z +k) = (-1)*T(z)T (s — z) I] (1 eu E), 


— 2 
1<j<k J 


利用 估计 |1 + w| € exp{Re w + O(|w|?)} (w € C), 推出 对 任意 满足 
c 二 Res 之 1 的 s, 存在 常数 M(s) > 0, 使 得 


1 
IP(z—k)T(s—z--k)| < M(s)k?- le” lvl (i 2l xe D + iy, y € R) i 


(c) X} s €C, Res 2 1, u €]0,1[, k 20, 9 
1 


Hu) = > I T(r -sud 
—100 


证 明 该 积分 绝对 收敛 , 且 当 k 趋 于 无 穷 时 它 趋 于 0. 
(d) 证 明 对 vec, lvl<1 有 


T(s)(1+v)~ -'(- per) v". 
kz0 
(e) 证 明 对 Res > 1, u €]0, 1(78 Io(s,u) = (1 + u)-?I (s). 
(f) 证 明 对 a,b € [1,oo[, Res > 1, À 
Ts) | 1 [*"*r(zr(s-z) 
(a+b) | 2xi d a?bs—? 


(分 a < 6b,a=b 及 a >5b 三 种 情况 讨论 ). 
(g) 证 明 存 在 常数 oo 使 得 对 c > oo 有 


dz 


去 十 ioo 
T'(s) > >》 (m3 +n?) = — C(32)C(2s—22)T' (z)'(s—z) dz, 


27 
m21n21 


其 中 < 是 Riemann CRA. 确定 oo 的 值 (不 要 求 最 优 ) 


第 一 章 ”生成 函数 : Dirichlet RA 


81.1 WMA Dirichlet RA 
设 f 是 数论 函数 . ARBRE 
S(z) := 2. f(n)z^ 


在 0 的 某 邻 域内 收敛 , SAVER zs 典 的 定理 就 将 和 式 的 解析 性 质 与 其 系数 联 
系 在 了 一 起 , 比如 关系 SC? (0) = n!f(n) 以 及 Cauchy A. 

类 似 地 , 收敛 的 Dirichlet 级 数 
(1.1) F(s): Era ij fo) 
的 解析 性 质 与 序列 f(n) — 本 部 分 的 一 个 中 心目 的 便 是 
探寻 明确 这 种 联系 的 方法 . 

字母 s 代表 复数 . 实数 vc 和 r 由 关系 式 


s=0 +iT 
定义 1.1 iX f ZH BK, (1.1) ELHA KAREY ZR BR F(s) 称 
为 f 的 Dirichlet AA. 


第 一 部 分 第 二 章 中 讨论 的 形式 Dirichlet 级 数 的 性 质 暗示 了 收敛 的 Dirich- 
let 级 数 的 算术 意义 . 让 我 们 从 关于 Dirichlet 卷 积 的 一 个 简单 而 基础 的 结果 
开始 讨论 . 
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定理 1.2 设 f,g,h 为 数论 函数 , 其 Dirichlet 级 数 分 别 是 F,G, H. 假设 
(1.2) h= f *g, 
那么 级 数 H(s) Æ F fo G HARB A KS bk se, 且 此 时 有 
(1.3) H(s) = F(s)G(s). 
证 明 — FA GER s 处 绝对 收敛 , 那么 对 任意 z > 1, À 
2 #0] - f(m) fee < X E > |e 


mds 
这 推出 了 H(s) m (1.3) 由 相应 — 见 第 一 部 分 82. 4 


HO ARH 12 中 的 绝对 收敛 域 改 成 收敛 域 , 那么 命题 未 必 成 立 . 容 
EXE f g, h 满足 (1.2), 并 使 得 F(s), G(s) 收敛 , 但 H(s) RB, 见习 题 
155 与 注 记 . 


81.2” 乘 性 函数 的 Dirichlet RA 


由 第 一 部 分 定理 2.5 可 知 , 乘 性 函数 的 形式 Dirichlet 级 数 具有 可 展 成 
Euler 乘积 的 关键 特性 . 下 述 定理 给 出 该 代数 等 式 具有 解析 意义 的 一 个 充分 
条 件 . 


定理 1.3 X f 是 来 性 函数 , s 是 复数 . 在 条 件 


(1.4) EEE < 00 
p v21 
F, Dirichlet 级 数 (1.1) 绝对 收敛 , B. 
(1.5) ro) - TTS 
p v20 


iE (i) ARM (1.1) 绝对 收敛 , 那么 (1.4) 亦 然 . 从 而 (1.1) 和 (1.4) 的 
绝对 收敛 性 等 价 . 
(i) 当 f 完全 乘 性 (相应 地 , 强 乘 性 ) 时 , (1.5) 右边 可 更 简单 地 写成 


Us (mase T] (1+ 525). 


证 明 ”首先 注意 到 条 件 (LA) 推出 无 穷 乘积 M [LL (135, (07)/p"7]) 
收敛 . 其 次 , 对 x > 1, 有 


X. x m 
nsr P+( 


IIG*X <m 


81.3 Dirichlet 级 数 的 基本 解析 性 质 [178 


这 说 明了 F(s) 绝对 收敛 . 从 上 界 估计 


De Ici wei e 
n21 p&zvz0 P+(n)>z n>z 
出 发 令 > 趋 于 无 穷 便 得 到 (1.5). 5 
推论 1.4 (Euler AR) Ho >1 A 
14-1 
(1.6) ¢(s) = [I (1 is =a) 


这 个 简单 的 公式 揭示 了 Riemann 级 数 与 素数 之 间 的 具体 联系 . 这 是 解析 
数论 的 一 个 关键 工具 . 


81.3 Dirichlet 级 数 的 基本 解析 性 质 
设 no an 为 数论 函数 . > 


A(t) := 》 an, 


n<et 


那么 (ar) 的 Dirichlet 级 数 可 写成 如 下 形式 : 


一 2. = = f e dA(t). 
该 积分 称 为 函数 A(t) AY Laplace-Stieltjes 变换 . 绝 大 部 分 关于 Dirichlet 级 数 
的 基本 定理 都 可 在 此 框架 下 推广 , 其 中 Stieltje 积分 的 技巧 是 一 种 很 适用 的 技 
AIR. 
W v 为 定义 在 R 上 且 在 有 限 区 间 上 有 界 变 差 的 函数 组 成 的 集合 . 虽然 
我 们 的 主要 研究 对 象 是 Dirichlet 级 数 , 在 条 件 允 许 的 时 候 (更 多 是 出 于 清晰 
性 而 非 一 般 性 的 考虑 ) 就 讨论 V 中 函数 的 Laplace-Stieltjes 变换 . 


定理 1.5 设 4 是 7 中 函数 , 且 
Too 
(1.7) I f e-* dA(#) 
0— 


是 其 Laplace-Stieltjes 变换 . 
(i) 车 积分 (1.7) 在 $ = S0 = 809 + iTo 处 收敛 ， 那么 它 对 使 得 o> O0 的 S 
KE, 而 且 在 任意 扇形 


S(8):— {s € C : Jarg(s— so) & 0) (0< 9 < x/2) 
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上 一 致 收敛. 

(i) BARD (1.7) Æ s = so 处 绝对 收敛 , 那么 它 在 半 平 面 © > ao 上 绝对 
一 致 收敛. 

(ii) HA F(s) 在 (1.7) 的 任意 开 收敛 域 上 全 纯 , LA 


(1.8) F)(s) = f  (—t*e-tdA() (kb = 0,1,2,-..). 
0— 


ER (i) HVE [0,x/2[. 扇形 S(9) 等 同 于 使 


CI — O0 


cos 3 
的 复数 s 之 集 . 对 € > 0, 将 证 存在 实数 zo = role, 9), HIM y > z > to 有 


Is — sol € 


L ds aA) <e | (seS(0)). 


d 


su):- | e"^dAQ) — (u20) 
由 假设 , 存在 zo = zole, 0), 使 得 对 v > u > zo 有 
lg(v) — g(u)| < 3e cos. 


SMMmxt y > x > ro Rs eS(9)\ {so} 有 


f P" AE) = 


eve (gy) — (2) + (s — so) f e 97 ou) — gle)} du 


[ $7679» atolu) - a2) 


y 
< iecosÓ + |s — solze cos | e—u(o—00) du 
< jecos (1+ L=) < $e(cosd +1) < e. 


这 证 明了 题 设 结论 . 
命题 (ii) 不 过 是 对 y > z Ro > oo 成 立 的 显然 上 界 估计 


f eiae f aao 
的 一 个 变 体 . 
下 证 (iii). 帘 级 数 的 一 致 收 合 性 说 明了 对 z >0 有 
f | e™ dA(t) = > | Cy dA(t). 


n20 


$1.3 Dirichlet 级 数 的 基本 解析 性 质 -175: 


于 是 等 式 左边 是 s 的 整 函数 , Hk 阶 导 数 等 于 
um S * k 一 tS 
2. mom! f  (=0)" dA) = | (be aA(). 
由 Weierstrass 定理 ， 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 的 解析 函数 列 的 极限 仍 是 解析 函 


数 , 见 Cartan (1961) 第 五 章 定 理 1. 故 由 上 式 可 得 (iii). g 


考虑 形 如 (1.7) 的 积分 F(s). 由 前 述 定 理 的 (1) 和 (ii) 两 点 知 使 该 积分 收 
$5. (相应 地 , 绝对 收敛 ) 的 点 s 的 横 坐 标 o 构成 以 oe (相应 地 , où) 为 端点 的 
半 直 线 . 将 ce 和 og 分 别称 作 积 分 的 收敛 坐标 和 绝对 收敛 坐标 . 约定 这 两 个 
数 可 取 +00 值 . 

容易 构造 在 收敛 轴 o = ce 上 处 处 收敛 或 处 处 发 散 的 Dirichlet 级 数 的 例 
CT. 下 列 结论 说 明了 有 时 可 用 解析 延 拓 来 计算 级 数 和 在 收敛 轴 上 的 值 . 


定理 1.6 假设 (1.7) 中 对 o > o, 定义 的 积分 在 轴 o = oc 的 菜 些 点 s 上 
有 解析 延 拓 F(s), 那么 等 式 


F(s) = f ed A(t) 

在 积分 的 每 个 收 化 点 上 成 立 . 

WEAR ”将 用 定理 1.5 (i) 中 证 明 的 一 致 收敛 性 

F(s) = um F(s +6) (c = oc). 
由 于 F 解析 , 这 说 明了 
F(s) = im. F(s +6) = jim F(s +6) = F(s), 

即 题 设 命题 . 回 

为 应 用 定理 1.6, 可 考虑 Riemann C-K. 对 o > 1, À 


(19) (s) = F dt =s f toe = sf A at. 


由 于 最 后 一 个 积分 对 c 20-3899, C(s) 可 亚 纯 延 拓 到 oc >0 上. s=1 是 
其 唯一 的 单 极点 . 由 定理 1.6 知 , 在 级 数 收敛 的 假设 下 必 有 


(1.10) > ， pe) —(7(1 =0. 


nzi 


从 而 由 第 一 部 分 定理 3.8, 素数 定理 便 等 价 于 级 数 (1.10) 的 收敛 性 . 
下 列 定理 说 明了 当 F(s) Æ Dirichlet 级 数 时 , o. 和 où 不 能 独立 地 选择 . 
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定理 1.7 iX F(s) X (1.1) 定义 的 Dirichlet RH, 那么 
(1.11) Te S Oa S Fe +1. 
证 明 ie > 0. BR Eny f()/n7-**. 的 收敛 性 推出 上 界 估计 
f(n) Ke nr", 


从 而 推出 了 级 数 (1.1) 在 s =o, +14 2c 上 绝对 收敛 . 故 où < oc + 1+2e. W 
极限 后 就 得 要 证 的 结论 . 口 
容易 证 明 区 间 估 计 (1.11) 是 最 优 的 . 对 于 级 数 
(1.12) G() = Y; OT = e - 19 
n21 


有 oc = 0 (由 交错 级 数 收敛 定理 ). 注意 到 o, = 1. 
定理 1.7 的 一 个 著名 的 推论 是 Dirichlet 级 数 展开 的 唯一 性 . 


定理 1.8 iX F(s) =), an/n° 是 Dirichlet RH, 当 o 足够 大 时 为 零 ， 
ABA an =0 FF n > 1 成 立 . 


WEBB ”用 反 证 法 . 假设 序列 {a}, 并 非 恒 零 . 设 m 是 使 am £0 的 最 
小 整数 . 对 足够 大 的 oc。 有 


(1.13) 0 = F(s) = 


其 中 


Am 


{1+ G(s)}, 


ms 


a) = pin E 


k21 


由 定理 1.7, 该 级 数 对 o > oc +1 绝对 收敛 . 于 是 对 o> cl > 0: +14 


= = lam x = 
IG(s)| < las “(1 Tl/m)'" "m? Ks, (1+1/m) ?, 
/ 2. (m+ k)”: 


所 以 当 o — +00 时 G(s) 趋 于 0, 这 与 (1.13) 矛盾 . o 


EEREBUBOS Eo, 也 许 会 以 为 所 有 Dirichlet 级 数 在 其 收敛 轴 上 总 有 奇 点 . 
事实 并 非 如 此 . 级 数 (1.12) 在 这 方面 是 极 好 的 反例 . 将 在 第 三 章 中 看 到 , Rie- 
mann ¢-PR A WARES) C b, 且 只 在 s = 1 有 一 个 单 极点 . 这 说 明 G(s) 
可 延 拓 为 一 个 整 函数 . 亦 可 直接 证 明 G(s) 可 延 拓 为 o > -1 上 的 全 纯 函 数 ， 
见习 题 156. 

下 列 定理 通常 称 为 Landau 定理 ( 见 注 记 ), 它 刻画 了 使 得 收敛 轴 上 总 有 
奇 点 的 一 种 情形 . 


$1.3 Dirichlet 级 数 的 基本 解析 性 质 -177- 


定理 1.9 (Phragmén-Landau) iX AX V Pa HH, F(s) 是 其 如 (1.7) 
定义 的 Laplace-Stieltjes 变换 . 若 À 单调 上 升 , 那么 s — o, 是 F(s) HAR. 
推论 1.10 dE f ASK Dirichlet 级 数 在 其 收敛 坐标 上 总 有 一 个 极点 


定理 1.9 的 证 明 ”用 反 证 法 . 假设 可 全 纯 延 拓 到 s = ce 的 某 个 邻 域 . 
于 是 存在 两 个 数 g>o。 和 r+r>o- Oc, 使 得 F EA oH Taylor 级 数 


F(s) = $D s; FP (o)(s - o 


k21 


在 圆 盘 |s- o| <r 上 收敛 . 由 (1.8), 在 该 条 件 下 有 
F(s) = ETC — g)" fentes dA(t) 


k20 


=o E f t*(c — s)*e-" dA(t). 


kz0 


M s 是 实数 , o ~r < s < o ht, 由 于 被 积 函 数 及 测度 dA(t) 均 为 正 , 故 可 交换 
和 号 , 得 


F(s) = 2 2. Zelo — s)*e-** dA(t) 


P kso À 
一 JA et-s) eet q A(t) = [ e ** dA(t). 
从 而 Laplace-Stieltjes 积分 在 点 s THUS. 这 与 s < ce 的 选择 矛盾 . 命题 于 
是 得 证 . o 


实际 应 用 中 , Phragmén-Landau 定理 具有 特别 的 重要 性 . 它 是 绝 大 部 分 
振荡 定理 的 基础 . 这 里 仅 限 于 叙述 以 下 两 个 结果 , 它们 以 该 定理 的 应 用 为 其 
特色 . 


定理 1.11 设 A: [L, +o IR RARA 89 TM BH. 若 积 分 
(1.14) H(s) := f "20% 
1 


ts+1 


RR S FR 40 MC EE EAR o, 且 可 解析 延 拓 到 s= o., 那么 对 任意 e>0 有 
(1.15) Ar) S Quia ^y 
证 明 不 妨 设 存在 K = K(e) 使 得 


A(t) < Kt?--* 
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对 足够 大 的 t 成 立 . 通过 改变 K 的 值 , 可 设 该 不 等 式 对 上 > 1 成 立 . 这样 有 


H(s) — NER 人 A(t) — Kt%-~* 


其 中 


S—-octE — ts+1 hose | B(u)e ™ du, 
B(u) := Ke(7«-9" — A(e“) > 0. 
最 后 一 个 积分 的 收敛 坐标 还 是 ce. 这 是 因为 


oo 
n tcce 一 < 一 5 一 | dt 
1 


Xt o > oc — © XI. H Phragmén-Landau 定理 , s = oe VÆ H(s) 一 
K/(s — o. +e) 的 奇 点 , 故 H(s) 在 点 cc 不 能 全 纯 . 口 


定理 1.12 设 F(s) = >lan/ns 是 实 系 数 Dirichlet AH, HAH 
标 有 限 . 假设 存在 实数 oo > 0, 使 得 F(s) 可 解析 延 拓 到 射线 [oo, +00[ 上 , 并 
在 轴 o = oo 上 有 一 个 极点 , 那么 
5 an = Q4 (z??). 
NEST 
证 明 A(t) := Dag an, 并 用 oc 表示 (1.14) 中 定义 的 积分 H(s) 的 
收敛 坐标 . 由 Abel 求 和 法 , 对 足够 大 的 o 有 
F(s) = sH(s), 
其 中 H(s) 可 解析 延 拓 到 射线 [oo, +oo b. 可 假设 存在 常数 K, [E18 
A(t) + Kt?» 对 足够 大 的 t 不 变 号 . 不 妨 设 在 无 穷 远 点 附近 A(t) > —Kt™, 
这 样 存在 常数 C, 使 得 
B(t):= A(t) + Kt? +C 20 (t2 1). 


积分 

K C 

十 一 
S 


L(s) := jm 20 dt = H(s) + —— 


ft ]oo,--oo[ 上 全 纯 , HH Phragmén-Landau 4E B, CE o > oo EKA. À 
so = 00 +iro 是 F(s) 的 极点 , 且 函 数 在 该 点 的 主 项 为 A(s — 50) 7, 那么 一 方 
HA 

IL(so + Ol < Loo+6) (6>0), 


另 一 方面 

Lido = ey zn (6 — 04). 
这 说 明 |K| > |A/so|. 特别 地 , 24 |K| < |A/so| 时 A(t) + Kt? 不 能 在 无 穷 远 
点 附近 不 变 号 . 口 


在 习题 160 中 还 将 给 出 经 典 振荡 定理 的 三 个 例子 . 
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$1.4 ”收敛 坐标 与 均值 
Wt 4 E V 中 的 函数 ， 
(1.16) F(s) = f 7 e **dA(t) 


是 其 Laplace-Stieltjes BR. 本 节 的 目的 是 在 知道 A 的 渐 近 性 质 的 前 提 下 给 
出 (1.16) 的 收敛 坐标 的 一 个 具体 形式 . 显然 4 在 任 一 点 的 有 界 邻 域 中 的 值 对 
oc 并 无 影响 . 不 失 一 般 性 , 可 附加 一 个 假设 


(1.17) A(0+) = 0. 


收敛 坐标 o. 的 具体 计算 与 寡 级 数 收 敛 半径 计算 中 的 Cauchy 公式 类 似 ， 
这 是 本 书 定 理 1.14 的 目的 , 其 证 明 归 结 于 如 下 结论 . 


定理 1.13 设 oe 是 积分 (1.16) 的 收敛 坐标 . 
(i) # A(x) « e?" 对 某 实 数 6 ML, 那么 o < 0. 
(ii) BARD (1.16) 对 s = so WSK, oo > 0, 那么 


A(x) = o(e??*) (x — oo). 
(ii) BARA (1.16) 对 s = so WSL, oo < 0, 那么 存在 实数 a, 使 得 
A(z) = a+o(e7%*) ^ (z— oo). 
证 明 (i) 对 任意 z > 0, 有 
f "etd A(t) = A(z)e-** + 5 f | et A(t) dt. 
0 0 
对 A(t) 增长 阶 的 假设 蕴涵 了 积分 (1.16) 在 使 得 o > 6 的 那些 s 处 的 收敛 性 ， 


故 有 0c € 0. 
(i) 由 题 设 , 有 


(118) ^ B(z):- | A ol — (z— co). 
故 有 
AG f "e*t aB(t) = e*** B(x) — so | | est B(t) dt 
= | "(B(z) — B(t)je^*t dt + B(2). 


命题 由 (1.18) 可 得 . 
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(ii) 由 定理 1.5 (i) Al F(s) Æ s = 0 处 收敛 . 令 a := F(0). TE (1.18) 的 
记号 下 有 


a— A(z) = P esot q B(t) = —e*?* B(x) — so Le e°% B(t) dt 
= 80 o — B(t)}e%* dt = so a o(e79*) dt = o(e79*). n 


Æ 4oo =0 时 ,定理 1.13 的 命题 (i) 和 (iii) 不 成 立 . 前 者 的 一 个 反 
例 是 函数 
CHR 4 0O<zxz<l, 
1, 若 z > 1. 
积分 (1.16) 在 so = 0 处 收敛 , 但 A(x) = o(1) 在 无 穷 远 点 附近 不 成 立 . 关于 
后 者 可 考虑 
人 #4 0<zK<l1, 
2/7, Zi rl 
显然 . 
F(i) = 2e ° + tre dt. 
1 
积分 的 收敛 性 是 经 典 结果 , 然而 A(x) 在 z — oo 时 并 无 有 限 极限 . 
定理 1.14 4 k:— limsupz :in|4(z)|. 
(i) Æ &z 0, 那么 p 
(ii) # & 20, 要 么 A(z) 31 x — oo 时 无 有 限 极 限 且 c. = 0, 要 么 存在 实 
数 a, 使 得 当 z 00 时 A(z) 一 à, B. 


v, —limsupz !ln|A(z) — a| < 0. 


证 明 “对 每 个 固定 的 € > 0 有 A(x) «, etor, 定理 1.13 (i) 说 明了 无 
论 在 何 种 情形 下 均 有 


(1.19) Oc X K. 


先 设 k > 0. 那么 只 要 0 < o < x 积分 F(s) ERR, 否则 由 定理 1.13 (ii) 
知 A(x) = o(e7*), 这 与 k 的 定义 矛盾 . Mo. > k, 等 式 于 是 成 立 . 
# «<0. 当 z 一 oo A(z) 一 0. 定理 1.13 (ii) 于 是 推出 


(1.20) A(z) = o(e7?) (z 一 oo) 


Xt o > oo 成 立 . 然而 由 s 的 定义 , 任 一 o < rk 不 满足 (1.20). 所 以 o > r, 进 
而 ce =k. 


81.5 “一 个 算术 应 用 : 整数 的 核 . 181 . 


现在 考虑 < = 0 的 情形 . À 4(z) 在 无 穷 远 处 无 极限 , F(s) 在 点 s= 0 À 
散 , Boo. > 0. 用 (119) 仍 可 推出 要 证 的 结论 . 倘若 A(x) = o + o(1), 需 证 
o, —€, 其 中 上 是 使 
(1.21) A(z) = a+ o(e?17) 
的 ci 之 集 的 下 确 界 . 由 定理 1.13 (iii), c, > €. 由 (1.21), 用 分 部 积分 得 
XL o > EKK, Mo. < E. 


815 ”一 个 算术 应 用 : 整数 的 核 


具有 Euler 乘积 形式 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 坐标 通常 相当 容易 计算 . 用 
定理 1.13 和 定理 1.14， 有 时 可 得 到 相应 的 和 函数 非 平 凡 的 信息 . 
例如 考虑 整数 n 的 核 ( 即 整 除 n 的 最 大 的 无 平方 因子 数 ), 记 作 


(1.22) k(n) := | [ p. 


pin 


定理 1.13 即 可 给 出 关于 分 布 函数 
N(z,y) := |{n <a : k(n) < y}| 
的 一 个 信息 . 
定理 1.15 对 每 个 e>0, 对 1<y<z 一致 地 有 
(1.23) N(z,y) Ke ya*. 


证 明 ”函数 k(n) 7 已 知 正 项 级 数 
1 
2 2 gn or = > p(p* = 1) (e > 0) 
West. 从 定理 1.3 知 
F(s) :一 2 k(n)n* 


的 收敛 坐标 是 c。 = 0. 由 定理 1.13, "in e>0# 
(1.24) 2 EG) E = kn) < 


由 于 
N (z,y) < rae 


nr 


(1.23) 中 的 估计 从 上 述 估 计 立 得 . D 
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在 习题 165 中 将 证 明 下 界 估计 
N (z, y) Sm ylIn(2z/y)]" 


对 于 任意 m>0 及 x > y > yo(m) 成 立 (关于 N(z,y) 最 好 的 结果 见 注 记 ). 
将 数论 函数 的 和 函数 与 Euler 乘积 比较 的 思想 是 Rankin 方法 ( 见 第 三 部 
分 85.1) 的 基础 . 下 面 说 明 如 何 应 用 这 个 简单 的 技巧 来 改进 (1.23). 


定理 1.16 对 z>yy>2 一 致 地 有 
N(z, y) < y(In y)eV?^G/9, 
证 明 OH on CE Nay) 所 计数 的 集合 中 , MERE O<e <1 He B 
TNE y 1—e& 
1< (7) (so) | 
4 v := In(z/y). 不 妨 设 v > 2, 否则 命题 显然 . 这 样 


1 1 1 
Made D le a 
A kn) sey P pp—1) 


pln=p<y 


K 1 
ye (e EY t), 


pXy 


其 中 K := 5, 1/(plnp) < 2. 选择 e = V2/v 并 用 第 一 部 分 定理 1.10 估计 最 
后 一 个 对 p 的 和 式 便 得 题 设 结论 . 口 


$1.6 ” 坚 带 域 中 阶 的 估计 
显然 任 一 Dirichlet 级 数 在 绝对 收敛 域 中 任何 闭 半 平 面 上 有 界 . 然而 当 
o — o, H |r| — oo 时 |F(s)| 却 能 取 很 大 的 值 . 下 述 定理 是 一 个 重要 的 例子 . 
定理 1.17 对 任意 实数 全 > 0, 存在 实数 7 > TUER 
(1.25) sup |¢(o +ir)| > i; m4 7) 
o>1 0 


为 证 该 结论 , 将 运用 第 一 部 分 Dirichlet VDE 7.1 的 关于 同时 模 1 38 
近 N 个 实数 的 一 个 变 体 . 它 见 于 如 下 引 理 . 同 前 , 对 z € R, > 


||| := min |z — nj. 
nez 


引 理 1.18 (Dirichlet) 4 a1,02,...,an 为 实数 , D > 1 HARK. 对 
任意 整数 Q2, 存在 整数 q D < gq < D.QN, 使 得 


| J < | 
(1.26) mex laol < 1/Q 
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证 明 ”考虑 [0,1[N 的 分 解 


U IT [5,25 Jh+1 mil 


0ji,...jN <Q h=1 
它 将 单位 方 体 [0,1[ 分 成 QN 个 小 方 体 . 由 抽 居 原则 , QN +1 个 点 
(mDo;,mDos,...,mDaow) (0 € mx QN) 


中 至 少 两 个 模 1 后 位 于 同一 个 小 方 体 中 . 倘若 m 和 m 是 它们 的 指标 , 那么 


(1.26) XF q = |m - m|D € [D,D Q] 成立. o 
定理 1.17 的 证 明 对 任意 c > 1 及 任意 整数 N > 1, 有 
(1.27) ea y EE IN 2 
n<N " SN 


Xİ Q := 6, D := QN & on := 元 nn (1 < n < N) 用 引 理 知 存在 实数 7, 
6N <r < 67%, 使 得 


nes _ 1 
in, cos(r In n) > cos(n/3) 


于 是 由 (1.27), 得 

— 3Ni-° 
Rec» D pe DEROER 22. P 
n<N n>N >N 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 由 积分 与 级 数 的 比较 可 得 . 对 于 o = 1 4/In N, 从 该 估 
HA | 
Re C(s) > SInN 2 To 26 + T) 

对 于 N > No 成 立 . 当 N > In T/1n6 时 , 额外 条 件 r> T 亦 满 足 , 故 命题 得 
证 . 口 
下 述 定理 说 明 Dirichlet 级 数 在 其 收敛 域内 必 满 足 一 定 的 上 界 估 计 . 

定理 119 设 F(s) = Enz n/n? 是 Dirichlet 级 数 , 其 收敛 坐标 是 ace， 
邻 o06>oowe>0. 对 goo<&ocdt+1 一致 地 有 
(1.28) F(s) <|rl (te (|r| > 1). 

证 明 FE 0 < E< Oo Te S 


A(t) := 


nrc are 
<et 


3 
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34 t — oo 时, A(t) = Fo. +e) + 0(1). 另外 


F(s)| = >= +f g esee m 
nN 
las | |A(In N) T —t(o—oc—E€) 
< m PE c | 
Dr PE c, — El | Ale dt 


Hi [as| Ke nete I 
|F(s)| Ke N1-(e-2c)*e 下 lsIN~ (oo)te. 


选取 N = 1+ [Inl], 由 上 述 估 计 便 得 题 设 结论 . o 
一 般 说 来 , 判断 在 某 半 平 面 上 解析 的 函数 是 否 可 以 表示 成 Dirichlet 级 数 

是 个 困难 的 问题 . 定理 1.19 说 明了 对 某 4 > 0 满足 形 如 

(1.29) F(s) « |r|4 (|r| > 1) 


的 估计 的 函数 FF 具有 特别 的 作用 . À FEKI D 中 满足 (1.29), 则 称 FE 
D 上 有 有 限 阶 . Dirichlet 级 数 在 所 有 包含 于 其 收敛 域 中 的 财 半 平 面 上 有 有 限 
Br. 当 它 能 解析 延 拓 时 , 其 延 拓 可 在 更 大 的 区 域 上 仍 有 有 限 阶 . 比如 考虑 级 数 
G(s) := Y,,3i 71)" /n*. 由 公式 

C(s) = G(s)/(2 — 1) 


可 将 “(s) 解析 延 拓 到 o > 0,s #1 E. 由 定理 119, XJ O co «€ 1,|s 1|» 1 
有 


C(s) « G(s) « TITE, 
从 而 C(s) 的 延 拓 在 0 co «1 上 有 有 限 阶 . 
À F EKR D 上 有 有 限 阶 . u(o) = urle) 表示 使 


F(s) oe |J (s € D, |r| > 1) 


成 立 的 所 有 实数 构成 的 集合 的 下 确 界 . 


定理 1.20 设 函 数 F(s) 在 竖 带 域 ol <o < oa 上 有 有 限 阶 , 那么 函数 
u(o) 在 该 区 间 上 是 凸 函 数 . 特别 地 , CH ol < o < oa 上 连续 . 


证 明 ”这 是 经 典 的 Phragmén-Lindelof 定理 O, 也 就 是 说 估计 


(Ye 2 0) F'(s) «ec eti"! (al <a 03) 


© 可 见 Titchmarsh (1939) 85.65 或 Valiron (1955) $242. 


和 
F(ci-ir)«|r|^, — F(o2 +ir) «|r (IT| 2 1) 
Za ih 
F(o+ir) « |r|" (or <a < a2, |r| 2 1) 
的 直接 推论 , 其 中 k(o) 是 在 o 和 on 上 分 别 取 值 ki 和 ko 的 函数 . 此 时 有 


(02 — s)u(o1) + (e — oiala) 
(30 l(a) < uty 


iE Phragmén-Lindelöf 定理 实际 上 推出 , 对 任意 s > 0, 


(c1 < c € 02). 口 


E) Kanal 
在 区 域 o < o < 02, |r| > 1 上 成 立 . 后 面 将 会 用 到 这 种 对 o 的 局 部 一 致 性 . 
定理 1.21 对 任意 Dirichlet 级 数 F(s), 有 
(1.31) u(o)=0  (o > aa). 
另外 , 在 所 有 F 有 有 限 阶 的 区 域内 , u(o) 关于 o 单调 递减 . 
W Æ o> oa, F(s) AR, 故 ulo) <0. 另外 , À am 是 第 一 个 非 零 的 
系数 , BAY o 足够 大 时 


F(s) > Ene dre lanl > 
n>m+1 
成 立 . 由 该 下 界 估计 与 + 无 关 知 (o) > 0, 从 而 u(o) = 0. 对 足够 大 的 o 和 
oz (使 得 we) = Hoa) = 0) 应 用 (1.30), 可 得 当 ol > où 时 有 ulo) > 0, 这 推 
出 了 (1.31). 同样 , 选取 ca > oa 可 从 (1.30) 推出 第 二 个 结论 : 由 于 ulo) = 0, 
有 


u(o) < 2 
当 ulo) 40 时 有 严格 的 不 等 式 jy(o) < ulo). 口 


推论 1.22 设 F(s) Æ Dirichlet 级 数 , 在 o > oo 上 有 有 限 阶 , oo < oa. 
A) u(oa) = 0. 


证 明 由 (1.31) 及 定理 1.20 后 一 个 结论 立 得 . 口 


plo) < Hoi) (21 <o). 


注 记 


$1.1. 容易 如 下 推广 定理 1.2: FARK F(s) 收敛 而 级 数 G(s) BHKA, 那么 
H(s) «S, E H(s) = F(s)G(s). 
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事实 上 , 对 固定 的 s, $ A(z) := mes f (m)m"*. 对 每 个 € > 0, 存在 
y = yle), 使 得 
| |A(z) — F(s)| < € (z > y). 
从 而 对 足够 大 的 z, 有 


h(n m)g(d d 
>» Se as QM x » 4(2) 


= 有 99.09) +0 Y 220 
d&z/y r/y«d&z 


先 令 x 趋 于 无 穷 再 让 e ET 0 即 得 前 述 结论 . 

利用 Dirichlet 级 数 在 Cesàro 意义 下 的 和 也 可 证 明 等 式 H(s) = F(s)G(s) 
在 三 个 级 数 FQGQH 的 共同 收敛 域 上 成 立 , 见 Landau (1909) 第 762, 904 页 或 
Hardy 和 Riesz (1915) 第 64 页 . 

一 般 说 来 , 由 F(s) 和 G(s) 的 收敛 性 不 能 推出 H(s) = Don, (f*9)(n)/n° 
的 收敛 性 . 习题 155 给 出 了 一 个 这 样 的 例子 . 由 定理 1.7, Æ F(so) 和 G(so) 
收敛 , 那么 对 任意 es > 0, F(so 十 1 十 e) 及 G(sot+1+e) 绝对 收敛 . 从 而 H(s) 
对 于 o > oo 十 1 绝对 收敛 . 这 个 结论 可 有 相当 大 的 改进 , 见 Landau (1909) 第 
759 页 起 , 或 Hardy 和 Riesz (1915) 第 67 页 . 


定理 1.23 (Stieltjes, 1887) # F(s) e G(s) Æ s = so 处 收敛 ,那么 
H(s) = F(s)G(s) Æ s = so + 4 4b &k. 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 so = 0. 另外 , 由 Abel 求 和 法 立 知 题 设 条 件 推 


H. 
(1.32) So finn? =o), SN glinn? —o(y 7?) (y > oo). 
n>y n>y 
于 是 有 
(1.33) 》 h(nn 1/7 = >》 f(mgm I? V g(d)d !? + Ry + Ro, 
n<z mz d& Vi 
其 中 


= > gd D, f(mm-"^, 
d& zr Vi<m<z/d 


Ra 类 似 定义 , 只 是 交换 f Al 9 的 位 置 . M (1.32) 得 到 
- Y g(d)d- !? o(z- 1/4) « » d ^?. o(z- 1/4) — o(1). 
dg Vi dX Vi 
类 似 地 , Ra = o(1). 由 假设 , 当 z 一 oo 时 (1.33) 右边 第 一 项 收敛 到 F (4) G (1). 
命题 于 是 得 证 . 


口 


it id . 187 : 


Landau (1909, 8216, 定理 24) 细 化 了 Stieltjes 定理 . Delange 和 Tenen- 
baum (1992) 精确 化 并 推广 了 该 结果 . 


定理 1.24 (Delange 和 Tenenbaum, 1992) ##k>2. 4 


F;(s)= aj(n)/n°  (1<j<k) 


n21 
为 一 族 Dirichlet BA. 假设 对 每 个 j, RH F;(s) Æ s = o; + ir; KR, B. 
a 
kl 
那么 乘积 级 数 F(s) := 5,,:a(n)/n', a — ai ay 在 直线 


maxoc; — ming; < 
j j 


o=(o1+-..+0x)/k+1—1/k 
上 收敛 , 且 收 敛 性 在 该 直线 中 的 任意 有 界线 段 上 一 致 . 
用 后 文 提 到 的 Bohr 的 一 个 反例 , 容易 证 明 结 论 中 的 常数 1 — I 最 优 . 
Kahane 和 Queffélec (1997) 著作 中 有 对 Dirichlet 级 数 乘积 的 收敛 性 与 其 
各 项 收敛 性 关系 的 详尽 论述 . 
这 类 定理 往往 有 非 平凡 的 应 用 . 例如 考虑 F(s) = G(s) = D5,»1(-1)"/ns 
的 情形 . 将 每 个 整数 n 分 解 成 n= 2"m, 2 [m 的 形式 , 可 知 


h(n) — jm js 
(v—3)(m), Avè 


由 定理 1.23 立即 推出 , 当 > 0 时 ， 


(1.34) XO h(n) Ke att 
nir 
EKE, h(n) 对 应 的 级 数 在 o > 1 be. 上 述 估计 由 定理 113 BIS. 
通过 更 深刻 的 研究 可 更 清楚 地 理解 这 个 例子 . 由 等 式 


5 T(m) = T(x) 一 2r (=) 十 T(=) 


m&z,2Im 
通过 简单 的 计算 可 知 
Y (n) = A(z) - 4A (2) ES AA (7), x > 0, 


其 中 
T(z) := >. T(n),  A(zx):— T(z) — z(Inz +27—1). 


nír 
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由 Voronoi 定理 (第 一 部 分 定理 6.11), 可 在 (1.34) 中 将 指数 1/2 换 成 1/3. BH 
然 地 , 可 猜想 级 数 H (s) = F(s)? 的 收敛 坐标 是 ce = 1/4. 

在 习题 155 中 给 出 一 个 Dirichlet RA F(s) 的 简单 例子 , CHAU OHH 
o =o, 上 处 处 收敛 而 F(s)? 在 同一 轴 上 处 处 发 散 . 者 用 oe(F) 和 oF?) 分 
别 表 示 F(s) Al F(s) 的 收敛 坐标 , 那么 定理 1.23 说 明了 


(1.35) e (F?) € o-(F) + 1. 


Landau (1909, 第 773 页 ) 证 明了 


(1.36) c (F?) > oF) 
可 能 发 生 , 这 解决 了 Cahen (1894) 的 一 个 猜想 . 他 的 证 明 思 想 是 利用 估计 式 
(1.37) C(s) -Q(r|7) | (0«o«1), 


在 $3.4 中 将 看 到 , 这 由 C(s) 的 函数 方程 立 得 . 虽然 oe(G) = 0, 但 由 已 见 到 的 
等 式 ts 
G(s) := $ ——--Q-*-i1q(s  (e»1 


nzl 


知 (1.37) 对 G(s) 仍 成 立 . 这 说 明了 
G(s) = Alr?)  (0«ec«2, 


故 由 定理 1.19, oe(G4) > 1. 从 而 (1.36) BAM F = G 成 立 , BAM F =G? 
成 立 . 

实际 上 , (1.35) 中 的 等 号 可 以 成 立 . Bohr (1910) 给 出 了 一 个 Dirichlet 级 
数 的 例子 , 使 得 ce = 0, o = 1, H 


(1.38) F(s)=Q,(|r|'-°-£)  (e»0,0«o«1) 


由 定理 1.19 即 得 cc(F2) > 1. 从 而 由 (1.35), 等 号 成 立 . 

Bohr 的 构造 相当 精巧 但 并 不 复杂 ， 考 虑 较 快 趋 于 无 穷 的 一 个 实数 列 
{Tk} (Th := exp(2*) BITT), 构造 数列 {64}221, 使 得 64 一 0 H rë 一 +00. 
定义 序列 {an}n1 使 得 


1/2 1 
0, 2 Ti! <ng ELA 
Ap := > am 一 mi， 若 pn <n<TË, 
man uu 
1, A TÈ <N S Tk+1. 


这 样 F(s) := 》 amm * 满足 (1.38). 首先 An 在 无 穷 远 处 无 极限 ( 故 o. > 0), 
mal 
其 次 Abel 判别 法 说 明了 F(o) 对 任意 o > 0 收敛 ( 故 oc « 0), 所 以 o = 0. 


+ iz . 189 - 
由 定理 1.7, 有 o, < 1; 且 由 定理 1.19, u(o) < 1— o 对 任意 0 < o < 1 成立. 
下 面 将 看 到 , 对 任意 o,0 < o <1, 有 
F(a +ite) ~ (Jo) ^ (k = oo), 
这 推出 (1.38) 并 说 明了 
(1.39) uo)=1-o (0<o<1). 
4 sp 二 o in, HEM VE en «n 时 如 一 0 有 


F(s) = 3 An{n-* —(n+1)*}= M + M (7) 


nzl nXV/Tk n»rit^k 


前 一 个 和 式 显然 
€ S ner uu 


nX Tk 
后 一 个 等 于 
1 (sy Ann 1 --O(s2n ?-**)) 
n»T, tok 
— Sk > n 17 o( 1 nn" > int) 
Tek ene? n>Tk n>T, tok 


sale n CO rO ED 
81.3 为 从 历史 的 角度 看 清 Phragmén 在 所 谓 “Landanu 定理 ”中 决定 性 的 贡 
献 , 可 参阅 Dress (1983 一 1984) 详尽 的 论文 , 其 中 还 有 关于 振荡 定理 的 详 介 以 
及 文献 中 进展 状况 的 展望 , 还 可 参考 Kaczorowski 和 Pintz (1986 一 1987). 

可 以 这 样 叙述 Phragmén-Landau 定理 : ik f 是 非 负 数论 函数 . 车 在 
0 > oo ERR XH BK F(s) = Visi f(n)/m* 可 解析 延 拓 到 包含 à = 00 的 
区 域 , 那么 级 数 在 o = oo LKA. 

Ingham (1935) 证 明了 , 当 oo = 1 时 , 可 以 将 命题 中 的 条 件 f > 0 Hox, 
Ifi « M. 从 而 由 o = 1 BT c(s) z 0 的 事实 即 可 推出 素数 定理 ( 见 $3.7). 事实 
E, Xi u(n)/n 收敛 , 从 而 由 第 一 部 分 定理 3.8 便 得 要 求 的 结论 . 

Ingham 的 证 明 用 到 了 Fourier 分 析 的 方法 ，D.J. Newman (1980) 从 他 
的 定理 中 得 到 一 个 大 大 简化 的 证 明 . 它 用 到 一 个 精巧 的 复 积分 方法 . Zagier 
(1997) 又 用 优雅 的 方式 简化 了 预备 知识 部 分 , 给 出 Newman 证 明 一 个 极 短 的 
变 体 : 见 定理 7.31. 

本 书 中 定理 1.12 的 证 明 还 给 出 Q 项 中 隐 含 常数 的 下 界 估计 . 更 多 的 相 
关内 容 见 Dress (1983—1984) 或 Grosswald (1972). 
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$1.5 目前 关于 N(z,y) 最 好 的 结果 属于 Squalli (1985). & 
v:=In(z/y)  (1<y<x), 
他 证 明了 , 对 每 个 es > 0, A 
N(z,y) = yF (v) 90/1092). — (exp((Inz)U/2**) < y < x) 
及 
N(z,y) = yF(v)(1-- O(VIngz/1nz)) — (exp((Inz)9/9**] < y < x), 


其 中 F(v) 是 如 下 定义 在 v 20 E, YE R* 上 连续 , 且 在 R*V(Inm : meN*) 
上 可 微 的 函数 
a min(1, e"/m) e" /m) 
F(v) := H Lim? + 1) ` 


由 Squalli 的 结果 可 推出 
N(z,y) < yF(v)lnv (x > 2y > 2). 


他 还 证 明了 存在 一 列 多 项 式 Q; (j > 1), 使 得 degQ; <j, 且 对 每 个 N>1 有 


Fo [er som) ea 


特别 地 , Qi(t) = 1+ $F. 
定理 1.16 的 一 个 应 用 见 第 426 页 习题 276. 
§1.6 和 定理 1.19, 即 


ulo) € 1— (c — o.) (ce € & € oc 4- 1) 


是 最 优 的 . 这 由 前 述 Bohr 的 例子 可 得 , 见 Hardy 和 Riesz (1915) 第 19 页 . 

在 $2.2 (定理 2.8) 中 将 看 到 定理 1.21 的 一 个 道 命题 : À F(s) BH, 且 使 
得 u(o) = 0 3} o > oo ML, ABA oc < 00. 

这 样 , À F(s) := 14+ En f(n)/n° 在 o > oo 上 收敛 , 且 在 该 半 平 
面 上 非 零 , 并 对 每 个 。 > 0 满足 下 界 估计 |F(s)| >e (+ rl), BARK 
G(s) = F(s)-! Xf o > og 收敛 . Landau (1933) 的 一 个 定理 说 明了 增长 性 条 件 
并 不 必要 . 


习题 


155. 证 明 Dirichlet RIX F(s) = 55, (71)^(In2n) ?n^* 在 其 收敛 轴 o = 0 
EXE US. 令 


证 明 h(n) 无 界 , 推出 H(s) 在 直线 o = 0 上 逐 点 发 散 . 
156. $ A(t) := 5.,4(71)"n (> 0). 
(a) 证 明 A(N) = (-1)% |1(N 1) | 对 任意 整数 N > 1 成 立 . 
(b) 计算 G(s) := [O t-t aA(t) KCB ER. 
(c) WX} o > 0 有 


(1.40) de= e ` 20 di 


peta d 


(d) 证 明 级 数 Dno A(n) 7. dt/tite 对 任意 e > 0 收敛 . 
(e) 推出 (1.40) 在 半 平 面 o > -1 上 定义 了 G(s) 的 一 个 全 纯 延 拓 . 
157. D F(s) = 5,,, n/n’ Æ Dirichlet 级 数 , 具有 有 限 收 敛 坐标 oc. 
(a) 证 明 级 数 y(z) = end ne "7 在 Rez > e > 0 上 一 致 收敛 . 
(b) Gt H:={s : o > max(0,o.)}. 证 明 对 任意 s € H, 存在 常数 Co), 
使 得 p(t) < C(o)t-" (t > 0). 推出 积分 I(s) = fo^ tolt) dt 的 绝 
对 收敛 域 包含 半 平 面 H. 
(c) 证 明 对 任意 se 五 有 F(s)T(s) = I(s). 
158. 设 F(s) = 0,5, 4n/n® 为 Dirichlet 级 数 . 假设 存在 z € C, Rez > —1, 
使 得 
Ar): >. an ~ z(In x) (z — oo). 
1ISn<z 


证 明 当 s 在 半 平 面 o > 1 中 趋 于 1 时 
F(s) 2 T(z + 1)/(s - 1)? + o(1/(e — 1)Pe**1), 


159. 保留 习题 1.6 的 记号 , 但 假设 Alx) « 1. 证明 F(s) 在 半 平 面 o > 0 全 
MH F(s) 在 直线 o = 0 上 有 一 个 极点 , 它 必 是 单 极点 . 
160. 振荡 性 的 三 个 结论 . 本 习题 中 承认 下 述 结论 , 它 是 本 书 定理 3.3 和 定理 
3.19 的 很 弱 的 推论 : 函数 C(s) AAFP 021 上 至 少 有 一 个 零点 , 且 
在 带 域 0 < o <1 中 的 零点 相对 于 轴 o= i 对 称 分 布 . 
(a) 用 级 数 G(s) := 35,4, -1)^/n* 的 性 质 , 证 明 C(s) 可 亚 纯 延 拓 到 
c > 0 b, 其 唯一 的 奇 点 是 单 极点 s = 1, HE s €]0, 十 oo[ 上 非 零 . 
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161. 


162. 


(b) 通过 级 数 C(s) + C'(s)/C(s) 证 明 v(x) = x + Qu (2). 
(c) 通过 级 数 1/6(s) 证 明 


Ma) = Y un) = Qu (0). 


nic 


(d) 通过 级 数 C(s)/C(2s) 证 明 


QU) = Y, ln)? = r+ Qa (24). 
(a) Æ /是 由 f(p")— yp (p EP, v EN*) 定义 的 加 性 函数 . Wa xe Al ew 
数 F(z) := Eneas fn) 的 阶 . 
(b) 同上 题 , 不 改变 fo) 的 值 但 假定 f 是 乘 性 函数 . 可 将 f(n) vn 
比较 , 或 应 用 第 一 部 分 定理 3.10, 或 用 不 等 式 p(n)? >1- Da, 1. 
(c) ME (a) 和 (b) 中 Dirichlet 级 数 的 收敛 坐标 . 
(a) 证 明 对 s e]1,oo[, x > 0, N := |z] 有 
1 1 1 
Gans * 22$ * GTIN 


其 中 当 N = 0 时 上 界 估 计 应 理解 为 C(s) < oo. 

(b) 对 任意 s Ee]1,oo[, 证 明 1/(s — 1) < C(s) < s/(s — 1). 

(c) 证 明 ¢(s) = 2 在 射线 ]1, oo[ 上 有 唯一 解 o, 并 证 明 3 < o < 2. 

(d) X4 k € N*, n € N*, > tiln) 为 方程 dd... de = n 解 的 个 数 , 其 中 
未 知 数 di, ... dy 均 为 > 2 的 整数 . S Ts) = Enp: trln) /n 为 
数论 函数 t 对 应 的 Dirichlet 级 数 . 在 复 平面 适当 的 区 域 将 Ts (s) 
H cls) 来 表示 . 

(e) DEAXT k > 2 À tk = tk- * ti, SEU Tel(s) 的 一 个 简单 表达 式 , 确 
定 该 级 数 的 收敛 坐标 . 

(f) 证 明 对 每 个 固定 的 整数 n, 当 足够 大 时 ta(n) = 0. 

(e) € fin) := 3x31 te(n). 证 明 当 Res > o 时 有 


n 1 
ms) D "2-45 ^ 


推出 Dirichlet 级 数 F(s) 收敛 坐标 的 值 . 
(h) 证 明 fst = f — t. 推出 若 用 4(z) 表示 f HMPA, 那么 对 任意 
rol 有 
A(z) = [x] 一 1 十 > A(x/j). 


2«j&r 
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(i) $ C :- (p—1)2e71, HP o Æ (c) 中 引进 的 常数 . 证 明 对 zx > 1,48 
A(x) < Cxe. 可 对 使 < x < 2h41 的 唯一 整数 h 用 归纳 法 , 并 用 
(a) 中 证 明 的 下 界 估 计 . 
163. & P(m,n) = m? + n° + mn. 
(a) WRX m 2 1,n 2 178 m? +n? € P(m,n) < 2(m? +n’). 
(b) 证 明 


l-a 


reset trae tt O(a a er 


对 ao>1 及 1<ax<sa 一 致 成 立 .@ 
(c) 何 为 Susi dt P(n, m)? 的 收敛 坐标 ? 
(d) 从 中 可 导出 


一 |{(n, m) : n,m Z 1, P(n,m) < z)| 


怎样 的 估计 ? 
(e) 直接 得 出 A(x) 阶 的 估计 (不 计 常 数 ), 重 得 (c) 中 的 结论 . 
164. 4 n 的 十 进 制 表 示 中 不 含 数字 6, 就 令 an = 1; 否则 令 an = 0. 证 明 存 
在 实数 ô > 0, 使 得 


2. an <x x! (z 2 1), 
并 确定 6 的 值 . 从 中 可 得 出 关于 相应 的 Dirichlet Z0 SUA ERE FER 
结论 ? 
165. 小 核 整数 个 数 的 下 界 估计 . 
(a) X m € N*. 证 明 满足 不 等 式 


的 整数 组 vi > 0, v2 20,... Vm > 0 的 个 数 等 于 (M). 
(可 用 (1— 2)! 的 Taylor 展 式 .) 
(b) D pi < pz <… < pm 是 相 异 素数 . 证 明 任 意 形 如 
= piper, Ppi Pmr) =1 
的 整数 ”满足 k(n) € Tpi- Pm- 
(c) 由 (a) 和 (b) 推出 对 任意 整数 只 > 关 1 有 


N(z,y) >m (nQz/y)"" J, np Par}. 


rXy/pi Pm 


© 回顾 : fxg 表示 了 «g« f. 
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(d) 证 明 等 式 p(n)? = Dan n(d) 并 推出 对 M > 1, (M? —1,y 21 
一 致 地 有 


2. 6 Le w 
D atmr) “ns y + 0(2900 fy). 


rXy 
(e) DAM m>1Rr>y>pi Dm 有 
N (2, y) >m y{n(2z/y)}”. 


166. Ut 矿 是 乘 性 函数 . 证 明 对 任意 整数 k > 1, nm f(kn) 对 应 的 Dirichlet 
级 数 可 展 成 无 穷 Euler RE. 应 用 : 对 o> 1, A 


(a) DE = e? e+- r) 


nzl p" ||k 
1 | 1 1 
O 2 (nj - LI (es 7571 IT2- 
167. it o €]0,1[, 9 4 0 是 固定 的 实数 . 
(a) 证 明 4(z) := Enga e(0n?) Kat. 
(b) 证 明 对 z > 1, 0 < es< 1 一致 地 有 


A(x + ex'—*) — A(x) = e(ÿx*)ex! + O(1 + &?z1?). 


(c) 证 明 Dirichlet RAV 
F(s) = Y edn”) 


n3 


的 收敛 坐标 是 ce = 1 — a. 
168. (a) 设 o,8 是 ]0,1[ 中 的 实数 .证 明 若 存在 整数 m, 使 得 0 < a < 
[9 — m| « 8 « 1, AKA ||9|| > min(o,1 — 8). 
(b) ERE 0 是 实数 , Hn, p,q, Q, v 是 整数 , 使 得 0 < n <Q,0<q<Q, 
(p,q) = 1, |V — p/q| < 1/(qQ), 1 < v < q/2, np = +v (mod q), 那么 
noll > (v — 1)/q. 
(c) Gt 0 ESTE ACHE, (x /ax o 为 其 约 化 数列 . 本 题 中 将 对 z > 1 


确定 

Ag(x) :一 po em 
的 区 间 估 计 . 以 下 将 视 z 为 已 知 数 , 并 用 关系 q < v» < qua RES 
HUE X. t. 


i) 证 明 1/(2qeqi+1) < |9 — pe/qe| < 1/ (26-1). HEE llog) 的 区 间 
估计 


(d 


ii) 证 明 As(x) > qua. 

ii) 证 明 ||no]| > 1/(2q41) 对 [Lz] 中 的 任意 整数 ”成 立 . 

iv) 用 (b) 中 的 不 等 式 证 明 , 对 任意 使 得 np, = +v (mod qi) 的 整数 
v E |2, iq] fll n € [1,2], 有 


nv] > (v — 1)/a:- 


v) 证 明 对 所 有 实数 v > 1 有 1/v < [7 55 dw/w, 并 推出 


v 


` = «In(2z--1) — (z» 0). 


1lgngz 


vi) Hi i), ii), iii) 推出 , XF m e N 有 


1 qt 
—— <6 2 — <6 29,1 . 
1&n&z 1«v€q/2 
mq: «n& (m-1)g: 
vii) 证 明 


As(x) < A [af + In a} (x > 1). 
t 


4 862 1. 如 下 定义 整数 列 {ax} 0. F ao = 1 并 用 区 间 估 计 qz — 
i X ük41 € d +3 来 定义 QK 二 1， 其 中 qx 是 连 分 式 lao, Q1,...,Qx| 
的 分 母 : 注意 到 对 任意 有 有 ax > 1. 


i) 证 明 对 任意 大 > 178 tal < qui < Sd. 
ii) DE 9:— [ao,a1,...]. 由 (cvii) 得 出 
As(x) «30z?--4mlnr (x 21), 


并 用 (ci 中 的 结论 来 证 明 As(z) > la! 对 无 穷 多 个 整 值 > 成 


ML. 
iii) 确定 Dirichlet 级 数 


1 
EO ames 
nzl 


的 收敛 坐标 . 
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82.1 Perron 公式 


上 章 绝 大 部 分 定理 旨 在 假定 知道 Dirichlet 级 数 各 项 系数 或 其 和 函数 的 
渐 近 行为 的 前 提 下 确定 级 数 的 解析 性 质 . 本 章 将 从 相反 的 方向 考虑 问题 . 在 
涉及 的 应 用 中 , 其 宗旨 实际 上 是 弄 清 数论 函数 的 性 质 .，Dirichlet 级 数 与 其 说 
是 作为 加 有 的 研究 对 象 , 不 如 说 是 作为 一 个 特别 的 工具 来 看 待 的 . 

在 此 框架 下 , Perron 公式 起 到 了 反 转 原则 的 关键 作用 , 正如 Cauchy Z5 
FERRE PRE RB. 

设 
(2.1) F(s):= V —2 


n3 
n>1 


是 收敛 坐标 为 o。、 绝 对 收敛 坐标 为 o, HJ Dirichlet RW. 通过 令 a, = 0 
(ZEeRNN*) 来 将 函数 n — a, 的 定义 域 延 拓 到 R E, 并 引进 “正规 化 和 郴 
数 ”. 


(2.2) A") sec >. an + ia; (x > 0). 
n«r 
定理 2.1 (Perron AÑ) i k > max(0,o.). 有 


. 1 K-Fioo , ds 
(2.3) A*(2) = 5 f Pr (020) 


HPS eRAN 时 积分 收敛 ; 当 zx EN 时 积分 按 主 值 收 伍 . 
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定理 的 证 明 归 结 于 下 述 引 理 . 它 实 效 地 计算 了 函数 

1 A 

(2.4) h(r):24i, À 
0 * 


的 Laplace 逆 变 换 . 

引 理 2.2 对 正 数 s, T, T", 有 

1 K+iT „ds 
(i) |h(z) - — x < 

27i k—iT’ 

1 fea m K 
(ii) 

SDak +k 


h(1)— Omi J. P 
1 J&—iT 
— 看 如 何 得 出 (2.3). 
先 设 k > oa. 这 样 级 数 F(s) 对 o = « 绝对 一 致 收敛 . 从 而 


1 K+iT 
Oni J. xi PO dr De sf 
由 引 理 的 (i) A, XJ z e RAN, 有 


Kk+iT 
=) F(s ) ds — A'(2)| < 


271 _iT! 


IE (z+ eh 


M j ds 


(2.5) 


lanl 
= (Ft 7) Inj^| In(z/n)|' 


由 于 因子 [In(z/n)| 以 一 个 不 依赖 于 n 的 正 数 为 其 下 界 , OI T A T BF 
无 穷 就 得 到 定理 的 第 一 个 结论 . 第 二 个 结论 的 证 明 类 似 , 但 须 取 了 = T" 且 将 
(2.5) 右 端 相应 于 n = z 的 项 (等 于 无 穷 ) HM klas|/T + x. 

现在 假设 og <k < oo. 由 定理 1.7, 有 十 1> co. 考虑 积分 


S 
i F(s)— ds, 
R $ 


其 中 及 是 由 直线 o =kT=T o=kK+1,7r = -T 交 成 的 矩形 . 由 定理 1.19, 
有 
已 (s)zss-1 « r7(0-0c)+670 (s E€ R, |r| 2 1). 
MAK T 和 T 趋 于 无 穷 时 , I P R 的 水 平 线段 上 积分 的 贡献 趋 于 0. 由 于 
F(s) 在 o > o. 上 解析 , 留 数 定理 说 明了 了 = 0. Mitts T,T’ 一 +00 Bf, 有 
K+iT ds K+14iT ,ds 
|. F(s)a? ud F(s)x = 4- o(1). 


定理 2.1 于 是 得 证 . 


$2.1 Perron 公式 : 199 : 


引 理 2.2 的 证 明 先 看 z > 1 的 情形 . Ok 为 足够 大 的 整数 , Re 是 顶点 
为 一 这 .+iT, 6 -k+iT, 6 -—k—-iT WEE. 由 留 数 定理 ， 


1 MI 
一 一 一 1 一 几 
Omi 5 (5); 
而 如 下 上 界 估计 成 立 : 
&-kHT ds gi &—iT" as at 
pM i ae 
k+iT : E. K— d $ T T'|Inz| In z|' 


k—k—iT’ sds 
LM E $ : 
S k 趋 于 无 穷 就 得 到 要 证 的 结论 . 
0 <z<1 的 情形 与 前 者 对 称 . RE 换 成 —k, 用 相同 的 推理 可 得 , 细 市 略 
À. 
当 z= 1 时, 只 须 注意 到 有 
1 [* ds 
2ni K—iT rn 
要 证 的 上 界 估 计 由 下 述 对 所 有 y > 0 成 立 的 区 间 估 计 可 得 : 


dt 2 
14-102 ~1l+y 


= 元 (arg(« + iT) — arg(« — iT)) = - arctan(T'/ k). 


0x Le arctan(y) — T 
2 y 
引 理 于 是 得 证 . 口 


实际 应 用 中 常 需要 Perron 公式 的 实效 形式 ， 也 就 是 说 积分 (2.3) 中 
Ir| > 工 部 分 具体 的 上 界 估计 . 


定理 2.3 (第 一 实效 Perron 公式 ) 对 上 > max(0,0a) T21/Xz21, 
有 


26) A (sy ds + Ol a" sao aarp) 
(2:6) QE m "E (= 2 sr CET me) 
证 明 ”只 须 验 证 , 对 固定 的 < > 0, 对 于 y > 0, T 50 一 致 地 有 


1 *HT ds 
(2.7) ht- DER yo « y"/(1-- T|Iny]|). 
mi iT S 


事实 上 , X y = z/n 用 该 估计 , RE an 后 对 n > 1 求 和 便 得 要 求 的 公式 . 
M T|Iny| > 1 时 上 界 估计 (2.7) 由 引 理 2.2 (i) 可 得 . 在 相反 的 情形 , 有 


KHT ds k+iT ds k+iT f ds 
f ve=v | ey f (epos 
k—iT $ Kk—iT 3 Kk—iT $ 
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第 二 个 积分 
T 
< f I(rlny)/s|dr < T|lny| < 1. 
0 
从 而 由 引 理 2.2 (ii) 知 (2.7) 左边 < y^. 命题 得 证 . 口 


推论 2.4 (第 二 实效 Perron 公式 ) HK F(s):— 3521 an/n° X Dirichlet 
级 数 , 具有 限 绝 对 收敛 坐标 où. 假设 存在 实数 a DO, 使 得 

(i) > lan[n ? «(o — oa) | (ca <<a € 24 4 1); 

nzi 

A B 3 3X ES BHR, 使 得 

(ii) lan| € B(n) (n > 1). 
那么 对 r22,T22,0€04,*:-05,—0--1/lnz, 有 

an 1 kK 十 i 了 dw 


TE F uc 
ns  20niJ. Tr C 也 


(2.8) nga 


证 明 ”对 级 数 E bn/n 用 (2.6), 其 中 b, := an/ns. 不 在 [42,22] 中 的 
那些 整数 对 应 的 贡献 


« z"T-! Y |anln "77 27 "T^! (Inz)*. 
nzl 
当 iz <n < 2z 时 , 将 n 写成 N +h, HP N 是 离 > HAE 
ET la, | B(2x) 1 
ums VETUS» e 25 TYTH 


r/2Xnx2r OXhzr-1 


«eh. 3 1+ Y nb eh. " 


re 
igh<2/T ^ z/T«h&z4i 


在 某 些 情形 下 要 用 到 绝对 收敛 的 Perron 积分 . 这 时 需要 适当 光滑 化 函数 
A(z). 以 下 定理 中 将 给 出 两 个 例子 . 


定理 2.5 对 kk>max(0,oc) 及 zx>1 有 


(2.9) > an ln(z/n) = ie [~~ ree 
nca 2: K-—i56 s? , 
I 1 K-Fioo ds 
2.1 Ecce. PX Ln i 
(2.10) f A(t) dt = = i MEO ur 
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证 明 对 于 内 >0 及 zeR+NN,Perron 公 式 (2.3) 推出 当 & > max(0,o.) 
时 


p» ann” = = mi F(s)z**" : =, 
ngz &—ioo 
从 而 
] fe 
(2.11) ae = n” =a F(s)z**" "P Tg“ 


显然 当 r 是 整数 时 上 式 仍 成 立 . 由 定理 1.19, 4 o = 时， 
(2.12) F(s) «1 + |r|!-(^779** 


从 而 积分 绝对 一 致 收敛 , 其 对 w 的 偏 导 数 亦 然 . 从 而 满足 积分 号 下 求 导 和 定理 
的 条 件 . (2.11) 两 边 取 w = 0 点 处 的 导数 便 得 到 (2.9). 4 w = 1 AY (2.11) 的 


左边 即 是 . 
f A(t) dt, 
0 
故此 时 该 等 式 恰 为 (2.10). 口 
有 时 通过 改变 被 积 函数 有 利于 将 (2.7) 式 换 成 更 精确 的 式 子 , 比如 下 述 结 
ie. 


引 理 2.6 316» 0, 存在 复 常数 a = a(6) A b= b(6), RAS 


1 a 


wals) = Le (SEC) au) = AG) (ora eh?) (y>0) 


时 , 对 y > 0, k& > 0 一致 地 有 


&-Fió 
(2.13) oni J. , ws (y ds = gs(y) 十 Oat Ky"). 
证 明 ”注意 到 由 (2.7) 推出 当 |Iny|< 1 时 
&-Fió 
sai |, wew ds = oto) + OG) 


接 下 来 , 当 |Iny| > 1 时 , 由 分 部 积分 得 


Wn k+iô y? 
ws(s)y* ds = -f wi(s) ds 
(2.14) K—id «—id Iny 


$ o(a yj (sr + i8)| + [ws (r — n). 
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选择 a F b, 使 得 ws( 土 6) = 0. 由 微分 中 值 定 理 知 (2.14) 的 余 项 是 O(kys / | In y|). 
而 由 留 数 定理 , 将 积分 线段 根据 y > e 或 y < e 分 别 向 左 或 向 右 推 向 无 穷 知 
对 于 [Iny| > 1 BA 


1 K+id 
-i [wile X as =o) +0(G 5). n 
由 该 引 理 可 得 出 Perron 公式 的 一 个 新 变 体 . 
定理 2.7 设 F(s):— )5,,1a4/n? RH o > 1 上 收效 的 Dirichlet 级 数 ， 
且 其 系数 满足 估计 


(2.15) D lanl <2b(e) (z> 2), 


nT 
其 中 心 是 单调 递减 函数 . MAN k= kz := 1/lInz 有 
An 1 Ke +i0 : | 
(2.16) 5 xr E - F(s + 1)ws(s)z? ds + O(b* (x)) (x > 2), 


ngs 


其 中 


b*(x) := Kz A 20) dt. 
证 明 ZA 


(2.17) b(z) < b(VE) < 2k, f Z 2) dt < 2Veb*(z). 
由 引 理 2.6 知 (2.16) 的 余 项 < Dica | R;|, 其 中 
Rj := 274 lan (j = 1,2), 


n<Tr 


lan | 
R3:= 》 —— ——-, 
2. nit*(1-F (In z/n)?) 
1 |an! 
RE Tia Le 
n21 


显然 Ro € R, € b(x), HH Abel RARER Ra < b* (x). 为 估计 Ra, 可 先 由 
(2.17) 得 知 , 对 22 及 ke Z, Mz < 2* < V7 一致 地 有 
lan| b*(z) 


dud nL an S14 


z/2kt!«n&z/2k 
然后 分 别 讨论 Ra PEKI n g [Vz r] K vz Sn <r ERARE. X 
前 者 用 估计 Ra € b* (z) 并 对 后 者 用 (2.18) 便 得 Rs < b*(z). 口 
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§2.2 WA: 两 个 收敛 定理 


Perron 公式 可 用 来 证 明 以 下 结论 , 它 是 Schnee-Landau 重要 定理 的 一 个 
特例 , 见 Landau (1909, §238) 及 注 记 . 

定理 2.8 3X F(s):=) a, /n* 是 收敛 坐标 有 限 的 Dirichlet 级 数 . 若 
oo X X, 使 得 F(s) 在 o > oo 上 可 延 拓 成 满足 u(o) = 0 的 解析 函数 ,那么 


Oc € Oo. 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 任意 确定 oo 的 值 . 假设 co < 0 H F(s) Æ s—0 
处 收敛 . 

设 5 是 实数 , 满足 0 < 6 < -co. 对 固定 的 <> ce+1 及 zei+N 用 定 
理 2.3 知 , 对 每 个 整数 A |In(z/n)| > In((n + $)/n) > 1/n. 从 而 (2.6) WA 
项 


lan| —— & 
d 2 TIS) n T/) ^ T > lann?" & =F 


然后 将 积分 路 径 [« — iT, k +iT] 形变 为 经 过 点 —6 — iT, -6+iT 的 折线 , 这 样 
积分 值 的 变化 就 是 其 在 极点 s = 0 处 的 留 数 , BP F(0). 从 而 有 


(2.19) >》 an = F(0) + Ri + R2 + O(z"/T), 


nr 


其 中 Ri 和 Ro 分 别 表示 积分 


1 sds 


在 新 路 径 的 水 平 部 分 和 竖 直 部 分 的 贡献 . 由 oc > -6 E ulo) = 0 的 假设 即 知 
对 任意 s> 0 有 
Ri e ape. Ro Ke rz T*. 
(注意 到 此 处 用 到 了 上 界 估 计 F(s) «T* (|r| <T) X} -ô < o & «一致 成 立 的 
事实 , MEM 1.20 证 明 的 注 ): 代入 (2.19) 并 选取 了 := z**5, e := 0/2(& + ô) 
可 在 “ 显 式 ” 意 义 下 得 到 级 数 >》 an 的 收敛 性 : 
X an = F(0) + O(z?/?). 


nr 
命题 于 是 得 证 . 口 
类 似 地 , 可 用 定理 2.7 来 证 明 下 述 Riesz (1909) 的 定理 . 
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定理 2.9 ik F(s):— Dj, an/n° 是 Dirichlet RH, Æ o > 1 上 收敛 ， 
在 s=1 的 某 邻 域 上 有 解析 延 拓 , 并 使 得 


(2.20) A(x):— ` an = o(z), 


n[T 
那么 F(s) Æ s=1 处 收敛 . 
证 明 ERREA lim an = 0, 那么 由 (2.16) 有 


ü 1 K&-Fió 

TT = — F(s + 1)ws(s)z* ds + o(1). 
n 2ni J «i6 
nz 


选取 足够 小 的 6, 使 顶点 为 6-16 的 正方 形 包含 在 F+ s) 的 全 纯 区 域内 . 
并 在 x 足够 大 时 将 积分 路 径 的 坐标 移 到 -5 上 . 由 留 数 定理 便 得 要 求 的 结论 . 
FXE, 水 平 部 分 的 积分 < 1/ lnz, 而 平移 后 竖 直 部 分 的 积分 « 1/25. 

为 处 理 一 般 情 形 , 引进 级 数 G(z) := 35,54 As /m*!, 其 中 A, := A(n). 
由 Abel 求 和 法 , 对 Ne N*,seC 有 


an _ A, _ AN 

(2.21) 2 = 2 a = 2 4npn(s) + Wap 

其 中 on(s) :=m — (n4- 1)7* — snl. 另外 , 由 微分 中 值 定 理 , 有 
l~n(s)| < |s(s-- 1) (o>0). 


这 说 明 F(s) — sG(s) 在 半 平 面 o > 0 上 可 解析 延 拓 , 从 而 G(s) 可 在 
s = 1 的 邻 域内 全 纯 延 拓 ， 对 G 应 用 前 述 已 证 的 结论 , 得 级 数 Ys) An/n? 
ex, 其 和 为 G(1). 用 (2.21) rH s= 1 的 情形 及 (2.20) 得 级 数 endl an /n 收 
A, 其 和 为 F(1). Oo 


$2.3 ”均值 定理 


对 Dirichlet 级 数 来 说 , 下 述 结论 与 关于 三 角 级 数 的 Parseval 定理 类 似 . 


定理 2.10 iE F(s) := En>1 an/n° 和 G(s) := Enyi bn/n° 是 两 个 Dirich- 
let 级 数 , 其 绝对 收敛 坐标 分 别 是 ol 和 os, 那么 对 于 Qa>ol 及 6B>o 有 


(2.22) jim TIN F(a -- ir)G(8 — ir) dr = ` on 
nzl 


证 明 有 
F(a +ir)G(6 — ir) = DE on + DE = "r (n/m)™. 
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级 数 对 r 绝对 一 致 收敛 , 故 可 逐 项 积分 , 得 
b, /sin(T In(n/m)) 
2T Je FRERE DE € i Ze m?nP ( T n(n/m) ) 


含 工 的 因子 对 T, m,n 一 致 有 界 , 且 当 了 一 oo 时 趋 于 0. 故 由 控制 收敛 定理 


即 得 题 设 结论 . o 
推论 2.11 3} o >o 有 

(2.23) jm z[. |F(s)|? dr = Dre jan? 
推论 2.12 对 o>o。 有 

(2.24) dm am f F(s)n? dr = an. 


(2.23) 及 (2.24) 给 出 了 函数 Dirichlet 级 数 表示 唯一 性 (定理 1.8) 的 两 个 
新 证 . 

关于 使 关系 (2.23) 成 立 的 区 域 的 问题 通常 十 分 困难 . 可 以 证 明 ( 见 Titch- 
marsh (1939) 89.5) 使 F(s) 全 纯 、 有 有 限 阶 旦 满足 (2.23) 的 那些 s 组 成 的 集 
合 是 由 某 直 线 o = om 划 定 的 半 平 面 , 其 中 


Om > max (Oc, oa — 1). 


然而 即使 对 于 在 o > oo 上 并 不 全 纯 的 函数 F(s), (2.23) 左边 的 项 也 有 可 
能 在 o = oo 上 收敛 . Titchmarsh (1957, §7.2) 证 明了 对 于 -函数 的 情形 有 


| rT 
(2.25) m af IC(s)? dr = C(2c) (c > à), 
从 而 (2.23) XF F=CÆo>i,0o41 ERY. 


注 记 


8$2.1 引 理 2.6 的 思想 可 回溯 到 Landau (1910). 用 这 样 的 方式 , 他 证 明了 定 
HE 2.9. 它 还 可 细 化 Perron 公式 在 积分 区 域 为 短 竖 直线 段 的 情形 下 的 应 用 . 
Tenenbaum 和 吴杰 (2003) 某 一 引 理 的 一 个 变 体 可 如 下 叙述 : 

引 理 2.13 对 任意 固定 的 实数 全 > 0, 存在 实 常 数 bj (1 < j « 5), 使 得 
当 

wr St Ds CLOCHES (x > 0) 
d s 5 十 了 np jo EP S qj 


1<j<5 1<j<5 
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时 , 一 方面 有 


1<j<5 


另 一 方面 , 对 zZ> 0, k > 0 一致 地 有 
1 k+iT g" KT" ) 


2.2 — + 一 一 一 一 
220) i+ nz  1+]hel 


oni J ar wr(s)z? ds = gr(x) + o( 
82.2 Schnee-Landau 定理 可 如 下 陈述 : Han Ke n° ME € > 0 m xO 
E F(s) = 35,5; an/n? 对 某 oo Æ o > oq 上 可 全 纯 延 拓 , 并 在 该 半 平 面 满 足 
p(o) <a, 那么 | 


a 
Ce < min (2— ,00 + a). 


证 明 见 Landau (1909) 第 853 页 起 . 

当 a = 0 Hj, Schnee-Landau 定理 推出 Di ann ^*^^ TE k > on, 
c »09—& EWR. 条 件 an Ke n° 并 不 必需 , 从 而 得 到 定理 2.8. 

定理 2.8 见于 Landau (1909) 第 848 页 . 另 一 证 明 见 Hardy 和 Riesz (1915) 
定理 50. 又 见 Titchmarsh (1951) 定理 3.13. 
$2.3 Carlson (1922) 证 明了 , Æ F(s) 全 纯 , 并 在 o > ol 上 有 有 限 阶 , H 
I |F(s)? dr « T Xt o = ei 成立 , AKA (2.23) 对 o > oi W. 例如 可 见 
Titchmarsh (1939), 89.51. 


习题 


169. 证 明 对 « > max(0,c.), 有 


syk kl prtic , ds 
> an (in =) -2f | F(s)z pr 
n<z &—ioo 
其 中 > 1 是 任意 整数 . 


170. it w € L'(R) 使 得 其 Fourier 变换 G(r) := [7S e-itrw(t) dt Æ R E45 
可 积 . 证 明 对 < > où 有 


K 十 i 


= F(s)z*év(T) ds. 
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171. 应 用 习题 170 的 结论 于 w(t) := {sin(t/2e)}? {t/2e}*. 证 明知 ao。 > 0, 
则 对 任意 s> 0 有 


&-HiT 
an < Cee" | IF(s)a'lldsl (K > oa), 
| In(z/n)|<e d 
其 中 C = 1/(2sin1)?, T = 1e. 
172. 设 F(s) = Dyp1 a. /n* 是 Dirichlet 级 数 , 使 得 极限 lim F(c + ir) 对 于 
至 少 一 个 o > og 值 存在 . 用 À 表示 该 极限 . 
(a) 证 明 AP = Enz: lan ?/n. 
(b) 证 明 À = ay. [可 用 推论 2.12] 
(c) 推出 F(s) 是 常 值 函 数 . 
173. 设 F(s) := an/ns Æ Dirichlet ZU, 在 o = Res > 1 LM. 假设 下 
可 延 拓 为 = 1 某 邻 域 上 的 解析 函数 F. 
(a) 是 否 一 定 有 F(1) = Jim, F(o)? 
(b) 附加 假设 SO c, am = o(n) (n — oo). 证 明 级 数 > >i an/n WR 
到 F(1). l 
(c) 设 cell,co[ € N EN*. 
i) 用 0 阶 Euler-Maclaurin 公式 计算 cw 1/n?. 
i) Hih o > LAY C(o) = 35,54 1/07 的 一 个 表达 式 , UR Y eeu Vn 
的 表达 式 . 在 后 者 中 应 出 现 Euler 常数 +. 
(d) 证 明 C(s) 可 亚 纯 延 拓 到 s = 1 的 邻 域 , 并 给 出 其 在 s = 1 处 的 一 阶 
Laurent ext. 对 C(s) 重复 该 过 程 . 
(e) 从 Tchébychev 形式 下 的 素数 定理 v(z) ~ x (x 一 oo) & (b) 中 的 
结论 推出 如 下 数值 的 存在 性 : 


其 中 A 是 Mangoldt 函数 . 可 考虑 Dirichlet 级 数 ¢(s) + ¢’(s)/¢(s). 


第 三 革 Riemann C-rR2Z 


$3.1 简介 


C- 函 数 可 用 来 表示 许多 Dirichlet RAW. 特别 地 , Euler 公式 ( 见 81.2) 体 
现 了 它 与 素数 之 间 的 关系 , 使 其 在 数论 中 具有 中 心地 位 . 考虑 到 第 二 章 中 证 
明 的 Perron 公式 , 5- 函数 解析 性 质 的 研究 于 是 具有 关键 价值 . 

正如 82.2 中 所 见 , 一 般 说 来 , 形 如 


T 
J F(s)z^s !dr 
T 


积分 的 估计 可 用 引进 积分 围 道 结合 留 数 定理 的 方法 大 大 简化 . 由 于 F(s) 在 
半 平 面 o > o. 上 无 奇 点 ( 见 定 理 1.5), 所 以 自然 在 可 以 选取 突入 左 半 平 面 
c < o, 的 围 道 时 倾向 于 使 用 该 方法 . 这 就 要 求 函 数 F(s) 可 以 解析 延 拓 . 下 面 
将 看 到 C(s) 恰 满足 这 一 条 件 , 从 而 所 有 可 由 之 表示 的 级 数 亦 然 . 

在 此 背景 下 , C(s) (等 同 于 其 解析 延 拓 ) 解析 性 质 的 研究 对 数论 学 家 来 
说 是 不 可 或 缺 的 . 本 章 中 将 介绍 该 理论 的 基本 结论 . 对 其 更 完备 或 更 复杂 的 
进展 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Titchmarsh (1951) (由 Heath-Brown (1986) 所 补 
JE). Edwards (着 重 于 经 典 方法 ) 或 Ivić (1985) (包含 该 主题 的 大 量 结果 ) 等 
人 的 经 典 著 作 . 


$3.2 ”解析 延 拓 


定理 3.1 函数 C(s) 可 解析 延 拓 为 C 上 的 亚 纯 函数 . 它 唯一 的 奇 点 是 
s 二 1 处 的 单 极点 , 其 留 数 为 1. 
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LR 对 oc>1, 有 


1)" 1 js 
a(s) = C2 "Yu des Y aay) = 7-10) 


nzl m21 


而 G(s) Æ o > 0 上 收敛 , 并 有 


G(1) = —1n2 £0, G(sx) =0 (sx := 1+ 2xik/1n2, k #0). 


第 二 个 等 式 由 估计 
(=D? =.= 1 lb 1 1 
> nsk zs Unc cpi. > uw à 
nx n<z/2 NXT z/2<n<x 


可 得 , 其 中 用 了 Abel RARE. 从 而 在 半 平 面 o > 0 上 便 得 到 和 欲 证 的 结论 . 同 
样 的 结论 用 分 部 积分 


djt] [Sdt [Pdt s B 
T = | s- ts =] Ur; 

亦 可 得 . 该 等 式 原本 对 o > 1 成 立 , 它 具 体 地 给 出 了 C(s) 在 o > 0 上 延 拓 的 
男 一 形式 . 

用 前 述 两 个 公式 的 任 一 者 不 断 用 分 部 积分 便 可 证 明 题 设 命题 . 例如 对 后 
者 可 用 Euler-Maclaurin 公式 , MYA 183. 我 们 采取 另 一 种 方法 , 由 Riemann 
提出 . 它 提供 了 有 用 的 附加 信息 , 可 用 来 证 明 -函数 的 函数 方程 . 

从 公式 


¢(s) = 


(3.1) T(s)m ? = ra tole" dt (c » 0) 


出 发 , 对 n > 1 求 和 得 , 对 o> 1 有 


s—1 


T'(s)¢(s) = 2. A tole“ qt = e u dt. 
将 积分 射线 换 成 Hanke 围 道 .C。( 如 图 11-2) 便 得 到 该 积分 的 解析 延 拓 , 其 中 
o 是 实 参 数 , 0 < o < 2x. 
Co 由 从 右 向 左 的 幅 角 为 0+ 的 实 半 轴 [o, tool, 道 时 针 方 向 并 去 掉 点 z= 0 
的 圆 , 以 及 从 左 向 右 幅 角 为 2r 的 半 轴 [6, +00] 组 成 . 
由 于 函数 z zs-1(e* 一 1)-1! 在 除去 半 轴 [0, --oo[ 的 水 平 带 域 | Sm z| < 27 


上 全 纯 , 积分 
K= f 27 


$3.2 解析 延 拓 * 211: 


图 II-2 Hankel MË C, 


5j o €]0,2n[ 无 关 . 它 对 每 个 se C 绝对 收敛 并 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 , BA 
s AVS PRN. 有 


= 
32 I = ols Fes ‘Coan 1 ts 一 1 
(3.2) (s) S eye (emt) a 
用 上 界 估计 


Iz /(e-1)« 07? (z| =e <0), 
HF o BF 0 得 等 式 
I(s) = (e —i)r(sc(s  (o > 1). 
由 互补 公式 F(s)F(L 一 s) = n/sin(ns) 推出 


(3.3) ¢(s) = 
上 式 原 本 对 o > 1 成 立 , 给 出 了 C(s) 在 全 复 平 面 上 的 延 拓 . 4o < 0 时 因子 
rT(1- s) 全 纯 , 故而 C(s) 除了 在 s = 1 处 已 证 的 极点 外 没有 其 他 奇 点 . 命题 于 
是 得 证 . 口 

由 (3.2) 即 得 C(s) 在 负 整 数 处 的 值 . 

定理 3.2 设 B, X € n À Bernoulli 数 . 有 
(3.4) cn) = (Z (n20) 
特别 地 , C( 一 2n) =0 对 所 有 m 2 1 成 立 . 

证 明 ”在 第 一 部 分 第 零 章 中 , Bernoulli AH Laurent 展 式 

(e* m 1)! = > = ee 
来 定义 . 于 是 由 (3.2) 得 
2 _ 1-1z-n-1dz = 2ni mt 
I(—n) = MAG —1)7!27"-! dz = 2ni (n TD 


代入 (3.3) 即 得 题 设 等 式 . 口 


1 — s)I(s). 
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63.3 ”函数 方程 
定理 3.3 Hs41, À 
(3.5) Es) = 2**-! sin (5as)ra za fec. 


注 ”函数 方程 可 有 更 对 称 的 形式 


(3.6) (s) = 4(1— s) (s z: 0,1), 
其 中 
(3.7) $(s) := n-*"?T(s/2)C(s). 


这 由 (3.5), 互补 公式 , 以 及 工 -函数 的 复制 公式 (0.10) 立 得 . 
证 明 Ub ki Eu 为 参数 ok := (2k + 1)x 的 Hankel 围 道 . 那么 
le" — 1|7* 在 围 道 Hi LAF, HA 


«, k^. 


(3.8) d. zte” — 1) dz 


^ o 满足 0 < o < 2r， 反 向 围 道 C,— Hk 包含 了 极点 z = 2nxi 
(n =+1,+2,---,+k). 留 数 定理 于 是 推出 


I(s) = Î z* (ez — 1)! dz = f zs (ez — 1)! dz — 2ni 5 (2nzi)*7! 
Ce di. 1<|n|<k 


= f z*7l(e* — 1)^! dz = (2ni)*(1 — ei) >. ne 
Hk 


lgngk 
由 (3.8), $ k 趋 于 无 穷 知 对 半 平 面 o < 0 中 的 任意 s, 有 
I(s) = (2ri)*(eirs — 1)C(1 — s). 


代入 (3.3), 就 对 o < 0 证 明了 方程 (3.5), 由 解析 延 拓 知 其 对 任意 s Hr. O 


关系 (3.4) 和 (3.6) 的 一 个 直接 推论 便 是 如 下 关于 C(2n) 的 公式 . 它 也 是 
Bernoulli 函数 Fourier 级 数 展开 的 一 个 特殊 情形 , 见习 题 1. 


定理 3.4 有 


(3.9) C(2n) = (Dm n gm (n > 1). 
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83.4 临界 市 域 中 的 逼近 和 上 界 估计 


令 
(3.10) x(s) := 2Q)r(ü — s)sin (ans), 
从 而 函数 方程 (3.5) 可 写成 
(3.11) C(s) = x(s)¢(1 — 5). 


固定 c, 当 |r| 一 oo 时 x(s) 的 渐 近 性 质 易 用 T (s) THE Ren, 见 推论 
0.13 [ 复 Stirling 公式 (定理 0.12) 的 推论 |. 有 


(3.12) i (ED (ri + +00). 


从 而 由 (3.11) 知 当 o <0 时 c(s) 在 竖 直 线 上 的 阶 可 完全 确定 . 特别 地 , AA 
用 81.6 的 记号 , 对 ¢- 函 数 , 有 


i—oc 0 
(3.13) ue)-i^ — | 
0 1 


< 
o > 1. 


临界 带 域 0 < o < 1 ulo) 的 具体 值 是 深刻 的 问题 , 至 今 尚 未 解决 . 最 简单 
的 猜想 是 uo) 可 分 解 成 两 个 射线 , 即 


(3.14) u(o) = max (i - 9, 0). 


BARRA Lindelöf 假设 . 由 u(o) 的 凸 性 ( 见 定理 1.20) MAST u(5)=0. 
由 凸 性 , 关系 u(0) = 3 及 u(1) = 0 即 可 推出 不 等 式 ulo) < 3(1 一 o) 对 
O0<o<1 Raw. 下 述 结论 改进 了 该 估计 . 


定理 3.5 oo >0,0<6<1. * o > 00, x > 1,0 < |r| < (1 -602nr 
一 致 地 有 


xls 
(3.15) e) = = - +0(°) 


n<T 
其 证 明 归 结 为 一 个 简单 的 引 理 . 
引 理 3.6 对 oc>0 及 NezZt 有 


(3.16) ¢(s) = > = A jj. aus dt. 


1 一 5 
nXN 
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证 明 对 o>1 有 


1 fat] Ni。 fd 
CORDES "m 


(3.17) n&N m " a 
--—-. peri dt 
由 解析 延 拓 , 该 式 对 o > 0 仍 成 立 . 口 


定理 3.5 的 证 明 4 Ir] < (1— 5)2rz 时 , 将 第 一 部 分 定理 64 应 用 于 
PRIX f (t) := —(r/2n) nt (该 函数 在 z < t « y 上 满足 IOS 1 — 6), 可 得 对 
y>r A 


y . 
(3.18) te = | t^" dt + O(1). 
r«n&y = 
从 而 对 N > z A, 
dy | s NICE gis 1 
E ese 
P» a E- d ls Ge) 
代入 (3.16) 并 令 N 趋 于 无 穷 即 得 (3.15). 口 
推论 3.7 有 
(3.19) eG +ir)< 7/8 In Ir] (|r| — oo). 


证 明 ”可 设 7 为 正 .应 用 第 一 部 分 定理 6.5 及 定理 6.9 于 f (t):— -(7/2x)Int 
即 知 估计 


»3 n^" < min Cu 十 ar™ 1/2 al/271/6 + ar”) 
a<n<b 


Xİ Tr >0,a<b<2a 一 致 成 立 . 用 分 部 积分 , 得 在 a « r 的 附加 假设 下 , 有 


>》 n 1/2-i7 € min ((r/a)¥? + (a/ 7r)! 2, 71/6 十 crus) 
a<n<b 


« min Ge (r/a)"/?). 
XIF r <Inx/In2, 选择 a := 27, b:— min(27*!,2) 并 将 已 得 的 估计 相 加 , 得 


y n-V2-ir & 71/6 In 7 (x « T) 


n&z 


将 x = 的 情形 代入 (3.15) 即 得 要 求 的 估计 (3.19). 口 
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用 函数 uo) 的 凸 性 , 从 前 述 结论 可 导出 临界 带 域 中 的 一 个 新 的 上 界 佑 


计 . 
定理 3.8 C- 函 数 满足 不 等 式 
#(1 — e), #ł4<o<l, 
(3.20) u(o) < 
g(3—40), ÆO<oK3. 


证 明 ”由 估计 (0) = à, ui < à, AD = 0 立 得 . o 


上 界 估计 (3.20) c = 1 上 不 提供 任何 新 的 信息 , 然而 直接 应 用 定 
理 3.5 却 能 可 观 地 改进 估计 C(s) < |r|* (o = 1). 


定理 3.9 对 0<aw<1 有 


3ir|:-e 
2a(1 — a) 


特别 地 , 对 任意 正常 数 c 有 


(3.21) c) < (s > a, |r| > 1). 


(3.22) ¢(s) «1n || (I| > 2, 0 21-c/In[r]). 


注 ” 显 式 上 界 估 计 (3.21) 除 a = alr) — 1 以 外 显然 不 具 理论 意义 . 在 
相反 的 情形 , (3.20) 更 佳 . 


证 明 ”由 (3.16), 有 


IC(s)| < Y n^? + Ni77|r| ! + ENT + l|sle N°. 


n<N 
另外 有 经 典 结果 : 
1 N Ni-° 
E2322] =<] (0 « c <1). 
nen | 1 iQ, 


在 o > o 的 假设 下 , 得 到 


ea. ak , 2e 十 |7| 
Ic] « N" ENS = + 而 + 2aN } 
取 N = ||r||, 得 
N!-«4 
I¢(s)| < a) +a(1-a)+(1+a)(1-— a)}. 


大 括号 中 的 函数 在 a = 3 时 取 到 最 大 值 3 n 
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推论 3.10 对 任意 正常 数 c 以 及 任意 整数 大 > 0, À 
(3.23) C(s) «(n|r'? (| > 2, 0 21-c/In|r|). 

证 明 ”显然 可 假设 |r| > 3. 对 适当 的 常数 co, WA [2 — 5| <r := c/n |7| 
包含 于 使 得 (3.22) 成 立 的 区 域 中 . 要 求 的 上 界 估计 于 是 由 Cauchy 公式 


k! d 
QU) (s) = = f C(s + 2) 


而 得 z 


83.5 “零点 分 布 的 初步 估计 


Euler 乘积 ¢(s) = IL,(1 — p^?) ? 的 收敛 性 保证 了 Ç(s) 在 o > 1 EER. 
本 节 将 证 明 该 性 质 可 推广 到 闭 半 平面 o > 1 b. 另外 , 本 节 将 证 明 下 列 简 单 
而 精巧 的 结论 可 完善 取 极 限 的 过 程 . 这 是 Mertens (1898) 的 结果 , 它 系统 化 
了 Hadamard 的 方法 . La Vallée-Poussin 的 结果 尽管 从 根本 上 说 是 与 之 等 价 
的 , 但 是 用 到 更 深刻 的 性 质 . 


定理 3.11 (Mertens) 设 F(s) := X n>1 an In? AE À # HK Dirichlet 级 
A, 收敛 半径 为 Te; 那么 有 


(3.24) 3F(o) + 4Re F(o + ir) + Re F(o+2i7) 20 (o > oc). 
证 明 S V(0):— 3--4cos0 + cos 20 (0 ER). 容易 验证 
V(9) = 2(1 + cos 9)? > 0. 


而 (3.24) 的 左边 等 于 


anV(rinn) 
命题 于 是 得 证 . 口 
推论 3.12 À 
(3.25) C(o)3|1C(o + ir)|*|C(o --2ir) 21 (o>1). 


证 明 ”只 须 应 用 定理 于 在 0 > 1 上 收敛 的 函数 
F(s) = log¢(s) = — X` log(1 - p *) = V] 
p 


Bl nf. 口 
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现在 可 证 明 如 下 重要 结论 . 

定理 3.13 函数 C(s) 在 半 平 面 o > 1 中 没有 任何 零点 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 C(1 + ito) = 0, BBA m #0 H Ç(s) Æ 1 +iro 的 
邻 域内 全 纯 . 故 

Q(c-c-ir)«co-—1 (o>1). 
另外 , 由 于 s= 1 是 5(s) 的 单 极点 且 C(s) Ek s = 1 外 处 处 全 纯 , 有 
Clo) « 1/(o — 1), C(c + 2im) «1 (oe » 1). 

S o — 1+ 便 得 出 其 与 (3.25) FA. [1 

定理 3.13 及 函数 方程 (3.5) 显然 推出 如 下 结论 . 

推论 3.14 AFF 9 o « 0 À, AX C(s) 的 零点 只 能 是 —2n(n = 1,2,--). 
它们 是 单 零点 . 


C- 函 数 在 负 偶 数 的 那些 零点 称 为 其 显然 零点 . 在 83.7 中 将 看 到 C(s) 在 临 
界 带 域 0 < o < 1 中 还 有 别 的 零点 . SEN 


yc li = (21-7 -1)¢(c) (0<a0<1) 
n21 
说 明了 这 些 非 显然 零点 不 是 实数 . 函数 方程 以 及 C(s) 在 实数 点 s 取 实 值 的 事 
实 推出 它们 关于 直线 o = 3 以 及 实 轴 r = 0 对 称 . 
另 一 个 关于 定理 3.13 的 特别 优雅 的 证 明 属 于 Ingham (1930). 它 基 于 对 
c > 1, 9 €R ÉJ Ramanujan 恒等式 


GES + i9)C(s — 18) _ ~ [x(n 9)? 
(3.26) (8s) = 2. US 
其 中 
(3.27) T(n,9) := Sod”. 
d|n 


将 两 者 Euler 乘积 的 因子 相 比 较 容 易 证 明 (3.26), 又 见 注 记 . 考虑 (3.26) 的 收 
QUES oe 由 于 [r(n,0)| < r(n), 有 o. < 1. 由 定理 1.5, 级 数 之 和 在 o> c. 
上 全 纯 . 由 于 其 系数 非 负 , s = o 是 奇 点 . AMA s=1+i0 BCs) HER, 
那么 1— i9 亦 然 (因为 C(5) = C(s)). 这 两 个 零点 与 6(s) YE s = 1 处 的 双重 
极点 相 消 . 而 C(s) Ek s = 1 外 没有 别 的 奇 点 , 由 前 述 便 知 (3.26) 在 实 轴 上 直 
至 C(2s) 的 第 一 个 零点 , 即 s = —1 处 全 纯 . 从 而 o = —1, 这 与 |r(n, 9)| AUK 
NE 0 FE. 
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83.6 ” 几 个 复 分 析 中 的 引 理 


下 列 经 典 结果 在 后 文中 对 函数 的 研究 中 有 用 

定理 3.15 (Jensen AÑ) iX F(s) 是 |s| < R 上 的 全 纯 函 数 ， 使 得 
F(0) —1. x 0«r «x R, A n(r) 表示 FÆRA |s| <r 中 的 零点 数 (H 
HER), 那么 


R 2x 
(3.28) | 2€) dr = 元 f In |F(Re?)| dv. 
证 明 X F(s) Æ |s| =r 上 非 零 , 则 
Ld F(s), 1 [F'(re?) | 
(3.29) n(r) = oni f F(s) ds — 2n : F(rei) re ? ay. 


BREA r, 在 (0, RJ. 上 积分 并 比较 两 边 的 实 部 便 从 形式 上 得 到 (3.28). 只 须 验 证 
相应 于 零点 的 模 的 那些 v 的 临界 值 在 此 过 程 中 不 引起 麻烦 . 

HO<r <r2<::.<rk < R 表示 这 些 例外 的 模 . 4 rg := 0, rk+1 := R. 
可 将 (3.29) 在 任意 区 间 

[((1+e)r;,(l—~erin] ( =0,...,k) 
上 积分 并 将 得 到 的 等 式 相 加 . 为 证 明 (3.28), 只 须 证 明 当 。 0 时 没有 问题 ， 
亦 即 
2n 


(3.30) lim | In 
E 一 0 0 


F((1 十 e)r;e*) 


Fü-ene ~” 


H+ F 4B |s| =r; 上 只 有 有 限 个 零点 , 不 失 一 般 性 , 可 考虑 s = rj 是 F(s) 
在 该 圆周 上 的 唯一 零点 的 情形 . AE m > 1 是 其 重 数 ， 那么 


In |F(re?)| = min | 5 Ze + H(r, 0) 
j 


WF |r- r;| <er,, 0 < 0 < 2 AY, HP H(r,2) À rfl 0 的 连续 函数 . X 
系 (3.30) 等 价 于 


* |1— (1-4 e)ei? 
一 一 一 一 一 一 | dû = 0. 
eh am a 5 1 — (1 — e)e? 
2 2 
_ e? +4(1 +) sin* 10 


| 1—(1+e)e” 
1—(1—-6)e?| | e2 + 4(1— e)sin? iv 


从 而 (3.31) 的 被 积 函数 在 [0| < [n] 上 一 致 地 为 O(e). 于 是 便 推出 了 (3.31). 


= 1+0(E). 
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定理 3.16 (Borel-Carathéodory 实 部 引 理 ) KF X |s| < RR 上 的 全 
2, BI, 使 得 F(0) = 0. 假设 mue F(s) « A, 那么 


2ARk! 


(3.32) IF o)l < cx enr 


(k > 0, |s| < R). 


证 明 考虑 下 在 s=0 处 的 Taylor 级 数 


F(s) = `> ans” (ls| < R). 


nzi 
若 对 任意 n, 加 表示 an 的 辐 角 , 那么 


Re F(Reï?) = 5 lan| R” cos(nd + Vn). 


n21 


级 数 在 0 < 9 < 2n 上 绝对 一 致 收敛 . 而 由 F 全 纯 得 知 Re F(s) 满足 平均 值 
性 质 , 即 


i i Re F(Re?) dd = 0. 
由 之 , 对 每 个 整数 n > 1,78 
xja,|R^ = f "(1 + cos(nd +8_))Re F(Re?) dd < 2x4. 
乘 以 (2) (|s|/ R)" 并 对 n > 1 求 和 便 得 到 (3.32). 口 


定理 3.16 的 另 一 个 有 用 的 推论 是 如 下 结论 . 


推论 3.17 设 F(s) 是 圆 盘 |s| < RR 上 的 全 纯 函 数 , 使 得 (0) = 1 Æ 
|F(s| < M (|s|= R). AZAT F EOS |s| < GR 中 所 有 零点 o 在 计算 重 
数 下 构成 的 有 限 序 列 . 对 所 有 满足 |s| < 3R 的 复数 s, 有 


(3.33) 


F(s) «4 1 |, 16RInM 
F(s) » 5 一 A (R — 2\s|)? 

证 明 D G(s) := F(s)ILezQ — 5/0). 由 于 每 个 o 对 应 的 乘积 因子 
之 模 不 超过 1, 有 |G(s)| < M. 函数 H(s) := log G(s) 对 于 A = in M AAR 
ls| < LR 中 满足 定理 3.16 的 条 件 . 于 是 对 |s| = r < GR 有 


T) H(z) ale AR In M n 
2m 


MIS aai fracaso 7$ $ R= ID? 
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83.7 ”零点 的 整体 分 布 


下 节 中 将 对 于 C¢- 函 数 的 特殊 情形 研究 有 限 阶 整 函 数 Hadamard 分 解 的 一 
般 方 法 , 这 里 仅 证 明 初 步 的 结果 . 
函数 (s — 1)C(s) ER BM, 但 考虑 函数 


(3.34) E(s) := s(s — 1)x xc: X (s) = s(s — 1)®(s) 
更 为 方便 . 它 满足 函数 方程 
(3.35) é(s)=€(1—s)  (seC). 


o > kM € 的 正则 性 来 自 于 < 的 正则 性 . 这 是 由 于 5 在 s=1 的 极点 与 (s—1) 
相 消 . 由 (3.35), £(s) R&R FLSA RR. A €(0) = €(1) = 1. 

由 定理 3.13, 24 o > 1 Hf £(s) £0. 由 (3.35), £(s) 在 o < 0 上 亦 不 取 零 
值 . 故 £(s) 的 所 有 零点 位 于 临界 带 域 0 < o < 1 之 中 . 在 其 中 Els) 和 C(s) A 
有 共同 的 零点 . 在 半 平 面 o < 0 上 则 不 然 . 这 是 因为 (s) 的 显然 零点 与 (3) 
的 极点 相 消 . 

习惯 上 用 o= 8 -- iy 表示 € 的 一 个 零点 (BB C 的 一 个 非 显 然 零 点 ). + 


N(T):- M 1. 


p: 0& y«T 


此 处 及 往 后 均 约 定 计算 每 个 零点 o 的 重 数 . 
本 节 中 将 给 出 当 工 一 +00 时 N(T) 的 一 个 渐 近 公式 . 
从 这 个 角度 出 发 , 显然 需要 知道 c(s) 增长 速度 的 阶 . 由 定理 3.8, 有 


(3.36) (s)«r  (c20,|r| 2 1). 

另外 , 对 复 Stirling 公式 的 最 后 一 项 作 分 部 积分 , 得 

(337) ^ logT(s) = (s — 3) logs — s + 3 In(2m) 十 了 af ikke di, 

其 中 Bo(t) = (0? — (t) + 表示 第 二 个 Bernoulli 函数 . 这 推出 当 o >i NA 
(3.38) In |&(s)| <lsllnls|l (ls| — oo). 


故 由 (3.35), 该 式 在 全 复 平 面 成 立 . 
将 用 一 个 类 似 的 上 界 估 计 来 证 明 以 下 关键 结果 . 


定理 3.18 9T 2275 


(3.39) N(T - 1) - N(T) < hT. 
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证 明 ”应 用 参数 为 R= 3 的 Jensen 公式 (3.28) 于 函数 
F(s) := &(s + 2 + iT)/£(2 + iT). 


一 方面 , 对 任意 7, V5 <r < 3, 圆 盘 |s| <r 包含 顶点 为 -2, -2 + i, -1 
和 —1+i 的 长 方形 ， 从 而 n(r) 2 N(T+1)—N(T); 另 一 方面 , 由 (3.36) 及 
(3.37) 即 得 估计 
In|F(s) &O(InT) (sl < 3). 


Jensen 公式 于 是 推出 
(N(T +1) - N(T) yings/V8) « f mr NT) ar « InT, 


从 而 (3.39) 成 立 . 口 
现在 可 以 证 明 以 下 基本 定理 . 
定理 3.19 当 工 趋 于 无 穷 时 有 


(3.40) N(T)= — In Ihi- — — + O(In T). 


Æ ”特别 地 , 这 说 明 C(s) 有 无 穷 多 个 非 显然 零点 . 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 T 不 是 El) 某 零 点 的 纵 坐 标 . OR 为 顶点 为 
2+iT M -1 土 这 的 长 方形 , 具 通 常 定向 . 由 经 典 的 辐 角 定理 , 有 


aN(T)= L f Ea 去 sm | ED as 


= ey 


由 于 mox o = 及 T= 0 对称 , 且 由 函数 方程 , &'(s)/&(s) 亦 具 有 该 对 称 
性 , 从 而 


(3.41) N(T) = 19m [ ES) as = + farge(s)] p, 
其 中 L 是 折线 [2,2 +iT, 4 +iT]. 现在 由 (3.34) 有 

(3.42) £(s) = 2(s — jar (3 $ 1)¢(s) 

及 


. 1 - 
(3.43) [arg(s— 1)], = arg (iT — 3) = ieeo(z.). [arg 77] = - àTInm. 
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另外 , 由 复 Stirling 公式 (定理 0.12) 知 
are T(gst+ 1) Pa = Sm logT'(ZiT + 2) 
(3.44) = Sm {Gir + 4)log(SiT + 4) — SIT — å + 3m2n + o(z) | 
=ITINIT-iT+ int o(z). 
这 样 只 须 证 明 


(3.45) $m [Ss 


L 的 竖 直 部 分 位 于 绝对 收敛 半 平 面 中 , 故 可 逐 项 积分 . 有 
2+iT ea Aln) _ 
i dsl < 2 2. n? nn 


为 处 理 水 平 线段 上 的 积分 , 对 函数 F(s) = C(2+iT + 85)/C(2 + iD) 用 参数 为 
RR=4 及 r= 3/2 的 推论 3.17. 该 函数 分 子 的 阶 是 了 HEKE, 而 其 分 母 满足 


) ds & In T: 


I&(2 + iT)| > 1-35 -2- ipe » 0. 
n>2 
#4 Z 是 5(s) HEB [s—-2-—ir| < 2 中 的 零点 列 (计算 重 数 ), 那么 对 水 平 线 
E [2 +i7,2+i7] 中 的 任意 s, 有 


her. 
(3.46) Cs) Peer 


由 定理 3.18, 有 Del «In T. 故 对 每 个 ee2 有 


IT d 
2 S 
2+iT S—0 


这 推出 了 (3.45), 定理 3.19 得 证 . 口 


TT. 


683.8 Hadamard 乘积 展开 


现在 可 以 确定 整 函数 (s) 的 (从 而 确定 56(s) 的 ) 相对 于 零点 的 Hadamard 
ER. 正如 证 明 中 所 见 , 仅 需 要 关于 非 显然 零点 数 局 部 上 界 估计 的 定理 3.18. 
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定理 3.20 (Hadamard 乘积 公式 ) 对 适当 的 常数 a,b, À 


(3.47) &(s) = e% | [(1 — s/o)e*/? (s € C), 


e 


bs 
(3.48) ¢(s) = Nery ($s -1^7I[a-s/ge/ (541). 


注 “ 在 习题 175 中 将 证 明 
(3.49) b = In(2n) — $y — 1 ~ 0.549 27, 
由 此 推出 a = iln(4n) - by — 1 ~ —0.023 10. 
证 明 ”由 (3.39) Al 
1 T aN(t) In(2k) 
Spel tes er 


ly|<T 


这 推出 无 穷 乘 积 
P(s) := IIa — s/0)es/e® (s € C) 


e 


的 收敛 性 . 而 乘积 的 通 项 对 每 个 s 来 说 形 如 1 + O(Io|?), 于 是 P(s) 是 s 的 
整 函数 , 与 5(s) 具有 相同 的 零点 . 而 P(0) = €(0) = 1, & log (£(s)/P(s)) 确 
定 一 个 在 s=0 R 0 值 的 全 纯 函 数 F(s) 将 看 到 


(3.50) max $eF(Re'") < R(In R)? 


0k «2n 


对 一 列 趋 于 无 穷 的 R 值 成 立 . 由 实 部 引 理 , 从 (3.50) 推 知 F 是 s 的 线性 函 
数 , 此 即 题 设 结论 . 
将 证 明 (3.50) 对 所 有 满足 


(3.51) min |R — el] > 1/(C 1n R) 


的 R 成 立 , 其 中 C 是 适当 的 正常 数 . 每 个 区 间 [k, k +2], k > 2 都 至 少 含有 一 
个 这 样 的 R. PXE, 当 C 足够 大 时 , 有 


Me: k< |e] <k+2}| «3(N(k- 1) - N(k 1) < J := [Cink]. 
E fU i Du], 至 少 存在 一 个 区 间 
[k++ 27/J, k + (27 + 2)/J] (0€ 3j < J) 


不 含有 形 如 lol 的 数 , 于 是 可 选取 R := k+ (2j +1)/J. 
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考虑 满足 (3.51) 的 某 数 R. 对 |s| = RA 
In |P(s)| = >》 ^In|(1 — s/o)e?| 


e 


2 
>-{ S dae de @+mecring) + Y, À} 
le| « R/2 lel R/2<|o|<2R lol >2R lol 
其 中 用 到 了 不 等 式 
一 |z|， 若 |z| 2 2, 


In|(1— z)e*| > 4 -24-1n|t- zl, #4 < |z| <2, 
一 |z|2， 若 |z| < 3. 

应 用 (3.39), 由 前 述 得 出 上 界 估计 

In(1/|P(s)|) < R(In R)*. 
细节 不 难 , 故 略 去 . 由 (3.38), 另 有 

In |€(s)| < RnR. 
这 推出 (3.50), 命题 于 是 得 证 . 
结束 本 节 之 前 , 给 出 以 下 注 记 . 上 界 估计 
N(T+1)-N(T) «mT 


足以 证 明 £(s) 的 乘积 公式 (3.47). 而 从 该 式 容易 推出 当 了 趋 于 无 穷 时 N(T) 一 
oo, 否则 £(s) 形 如 
£(s) = e^*Q(s), 


其 中 e 是 常数 而 Q(s) 是 s 的 多 项 式 . 函数 方程 Els) = E- s) 推出 c=0 
而 s 取 正 实数 时 的 Stirling 公式 说 明了 é 不 能 以 多 项 式 速 度 增长 . 另外 


Titchmarsh (1951, $9.1) 用 简单 的 方法 从 函数 方程 得 出 下 界 估 计 
N(T-A)- N(T) 51 
对 一 个 适当 的 绝对 常数 4 成 立 . 


§3.9 “无 零点 区 域 


从 定理 3.13 的 证 明 容 易 得 出 在 o > 1 上 c(s) z 0 的 结论 . BRAS, 其 


深化 后 可 得 到 C(s) 突入 半 平 面 o < 1 的 一 个 具体 的 无 零点 区 域 , 在 84.2 中 将 


指明 细节 .从 上 节 的 结论 , 尤其 是 乘积 公式 实际 上 却 容易 得 出 更 大 的 无 零点 


区 域 . 


83.9 FARKE :225- 


定理 3.21 存在 正常 数 c, 使 得 C(s) 在 复 平面 中 不 等 式 
(3.52) o 21-c/In(24 |r]) 
定义 的 区 域内 没有 零点 . 

WERA Dirichlet 级 数 


Os) _ Y A(n) 


G(s) 2 n 
的 系数 非 负 . 由 定理 3.11, 对 任意 o> 1 及 任意 实数 y 有 
C (c) C (o + iy) Q (c + 2iy) 


M y 是 C(s) 的 某 零点 = 8 +iy 的 纵 坐 标 时 对 上 式 左 边 三 项 分 别 行 上 界 估 
计 . 


首先 有 ds ; 
E = —— +0(). 
然后 , 对 乘积 公式 (3.48) 取 对 数 知 对 s £1, s 0 À 
Ch... "ho I" (is -- 1) B 1 1 
(3.54) aay RECENTE TEE] (i 


WS r 的 项 用 复 Stirling 公式 (0.11) 知 当 o > 1, 0 及 s — o 具 正 实 部 时 有 


pe LE) comp) (>lrl>9) 


C(s) 
计 和 零点 B+iy 的 贡献 后 知 
G'(a + iy) = 1 
E E) < O(In ^J) 2-9 
将 这 些 估 计 代 入 (3.53) 知 存在 正常 数 ci, 使 得 对 |y| > 2, A 
> 一 cl ln |y] 
c-l em TE 
从 而 
1-82 1— e(c — 1) ln |l 


(3/(c - 1) + cı ln [yl 
选取 o = 1 + (2c: In [D 7, 得 
1— B 之 c2/ ln |y], 


其 中 cs = 1/1461. 若 充分 减 小 c 的 值 , 对 (3.52) 来 说 附加 的 条 件 |7| > 2 并 不 
要 紧 , 从 而 推出 了 题 设 的 结论 . | n 
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83.10 C/C, 1/C 和 log C 的 上 界 估计 


定理 3.21 中 给 出 了 本 节 标 题 中 三 个 函数 的 一 个 全 纯 区 域 , 自然 希望 得 到 
它们 在 该 区 域 上 的 上 界 估计 . 


定理 3.22 存在 正常 数 c AR |r] 23Xo021-c/In|r| 有 


(3.55) C (s)/C(s) < In |r], 
(3.56) 1/C(s) < In |r|, 
(3.57) | log ¢(s)| < In |r| + O(1). 


证 明 ”可 设 r > 0. 由 定理 3.21 知 存在 常数 c, 0 < e < de, 使 得 C(s) 的 
每 个 非 显 然 零点 o= B+ iy 满足 


B < 1— 8c/In(|y| +2). 


将 见 到 这 推出 
1 
3 一 0 


(3.58) min Re {= + } 20 (r24,021-—4c/Inr). 
e 


当 |s — o| > Lol 时 , & 9 := 2|s — el/lo| > 1, 需 估 计 的 量 等 于 


B IC 一 有 0?8/A--o — B , o —3/A 
TE pce E E UE 3 
le? — |s— el |s — e| Is — e| 


4 |s — ol < He BY, Æ Ir v < (y +1). AT Iyl «272 E 


> 0. 


B <1 — 8c/In(2r +4) < 1 — 4c/ In T & o. 


这 推出 了 (3.58). 
代入 (3.54), 得 


(3.59) _Re — <Kinr (r>4,0>1-4c/Inr), 
其 中 K 是 适当 的 绝对 常数 


现在 可 证 明 上 界 估 计 (3.55). 显然 可 设 + 足够 大 . S s = o +ir 为 固定 

的 复数 , HE r > 5,021—c/Inr. $ n:= c/Inr, so :=14+n+ir. 对 闭 圆 

À |w| < 4n 中 每 个 w, À so + w = oa oir! WE 7 24,0 21-—4c/1Inr'. 由 
(3.59) 知 

Ç’ (So +w) 

C(so + w) 


< 2K Inr, 


这 推出 函数 


C(s0) ¢(so + w) 
在 圆 盘 |w| < 4n 上 对 参数 A := 2K In r+|C'(s0)/C(s0)l 满足 Borel-Carathéodory 
定理 ( 即 定理 3.16) 的 条 件 . 由 于 |s — sol < 2n, 定理 3.16 推出 


Kr 


pos oe SG o) 


aa <4Klnr +3 


4 (so) - 
tea) < 220 l-n = n7t + 0O(1) < lnr, 
从 中 便 得 到 上 界 估计 (3.55). 


估计 (3.56) 由 (3.57) 显然 可 得 .为 证 (3.57), 可 应 用 以 下 形式 的 估计 
(3.55) 


(3.60) log ($8) = j E e dw € |s — so|In <1. 
注意 到 
llogc(so)l = | Y, ne) < D Maton = m1 n) 
250 +O(1) = "d ; +0(1), 
从 中 便 得 到 要 证 的 结论 . 口 
注 记 
§3.2—§3.3 ”基本 定理 3.1 和 定理 3.2 的 证 明 参照 了 Riemann (1859) 的 原始 


方法 . Titchmarsh (1951) 给 出 了 C(s) 解析 延 拓 及 函数 方程 的 多 个 其 他 证 明 ， 
如 见习 题 183 及 习题 184. 
$3.4 定理 3.5 是 Hardy 和 Littlewood (1921) HAR. 在 大 多 数 应 用 中 对 n 
的 和 式 含 有 至 少 Clr| 个 项 的 事实 相当 麻烦 . Hardy 和 Littlewood (1923, 1929) 
的 另 一 结果 可 将 项 数 改进 到 Oir), 这 便 是 著名 的 函数 方程 法 . 

定理 3.23 MALE 0>0 AM O0<oKl1,zx>6,y>6,7T—2nxry 一 致 地 
有 

= »3 n * t x(s) > ns 4 O(z^? + rà-747-1). 


nir n&y 


x(s) 的 定义 见 (3.10). 
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该 结论 的 证 明 , 其 在 C(s) ANE ERSTE], 以 及 与 之 关联 的 大 量 注 记 见于 
Ivić (1985) 第 四 章 , 以 及 Titchmarch 和 Heath-Brown (1986) 第 四 章 . 

Huxley 于 2005 年 将 ¢ (4 +ir) 上 界 估 计 中 的 指数 à BUDE A +e, 其 
中 e 是 任意 正 数 . 这 改进 了 Bombieri 和 Iwaniec (1986) 以 及 他 自己 (1993b) 
的 结果 . 
$3.5 (3.26) 是 对 o > 1 十 max{0, Rea, Re b, Re (a+ b)) 成 立 的 Ramanujan À 


式 
T Elele - acle -Ols a-b) _ y vanos) 
¢(2s — a — b) em n? 


的 特例 . Titchmarsh (1951) 用 Euler 乘积 公式 给 出 该 式 的 一 个 证 明 . 另 一 个 
方法 用 到 等 式 左边 是 数论 函数 


3 note (R)k mat = 5y KLtmett > u(h) 


h?kém|n KLm|n h|(K,L) 
= Em De 
K Lm|n din [K,A]=d 
(K,L)=1 
= ` kN = oal(n)oln) 
&,A|n 


对 应 的 级 数 的 事实 . 

$3.7 Riemann 在 其 1859 年 的 笔记 中 猜想 了 定理 3.19. Mangoldt 于 1895 年 
证 明之 . $ S(T) = (1/n)argC (3 十 这 ), 其 中 ¢- 函 数 幅 角 的 值 由 在 连接 2,2 十 
这 ,二 十 这 的 折线 L 上 连续 来 定义 . 由 (3.41), (3.42), (3.43) 及 (3.44) ( 见 
Titchmarsh (1951, §9.2)), 有 

(3.61) NT)= >m -> te+ST)+0(x) 


Littlewood (1924) 证 明了 上 界 估计 
T 
n S(r)dr < In T, 
0 


这 说 明 至 少 从 平均 上 说 (3.61) 中 的 项 了 是 显著 的 . 另外 , Selberg 于 1946 年 


证 明了 É 
S(T) = As (ary) 


直到 今天 , 定理 3.19 中 证 明 的 估计 S(T) < nT 仍 是 已 知 结果 中 最 好 的 . 
定理 3.19 的 一 个 直接 推论 是 , 若 {mn} 是 E) 在 上 半 平 面 中 零点 的 
单调 递增 列 , 那么 


(3.62) Yn ~ 2nn/ lnn (n — oo). 


习 题 - 229 - 


Littlewood (1924) 证 明了 Yn+1 — Yn — 0. 
83.9 一般 说 来 , 借助 推论 3.17, 从 函数 C(s) 在 直线 o = 1 上 的 信息 出 发 可 以 
用 C(s) “SEU” o = 1 的 那些 零点 横 坐 标的 某 个 函数 来 估计 -Relg (s)/C(s)) 
的 上 界 . 用 与 定理 3.21 类 似 的 方法 可 得 到 〈(s) 的 一 个 无 零点 区 域 . 所 以 从 道 
HEH, |C(1 + i)| 的 上 界 估计 等 同 于 确定 Cs) 的 无 零点 区 域 

Korobov (1958) 及 Vinogradov (1958) 证 明了 上 界 估计 


(3.63) G(s) « (1+ TAG)? (In 72/3 (a > 0, 7 > 2), 
从 中 得 出 无 零点 区 域 目 前 最 好 的 估计 
(3.64) c21-C(hnr)??(Imo7) ^? (7 338). 


(3.63) 的 详细 证 明 以 及 推出 (3.64) 的 过 程 见 Ivié (1985, 第 六 章 ). 
83.10 用 C(s) 在 区 域 (3.64) 中 无 零点 的 信息 容易 改进 定理 3.22, 可 得 当 s 
满足 (3.64) 时 , 有 


. C(s)/C(s) € (In 7)? (In 7)1/3, 
1/C(s) « (In 7)? (In 7)/3, 


llogc(s)| < 2Ing7 + 3 ns 7 + O(1). 


习题 


174. WEB] C(s) = 1/(s— 1) ++ O(s — 1) Æ s = 1 的 邻 域内 成 立 , 其 中 7 是 
Euler 常数 . 

175. 定理 3.20 中 常数 b 的 计算 . 
(a) 或 用 T(z) Prada 或 用 复 Stirling AR, 抑或 用 T(z) 的 


积分 形式 证 明 T'(1) = 
(b) 将 C(s) 的 函数 方程 在 s = 处 展开 , 证 明 ¢’(0) = —iln(2x). 
(c) 证 明 使 得 
SR EE 一 3 s/e 
re ÉD IT (1 — s/o)e 


id b 等 于 In(2n) 1- ly. 可 计算 ¢(s) YE s = 0 处 的 对 数 导数 . 
176. 4 R(n) := |((d, d^) : [d, d'] = n)| (n > 1). 利用 习题 47 (c) 的 结论 , 确 
Mus 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 坐标 . 
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177. & n(n) 为 方程 mn = mima my 的 整数 解 mi, m, ,mx > 1 的 个 数 . 
(a) 证 明 25551 Tk (n)/n? = coy. 
(b) 证 明 对 每 个 上 > 1, 存在 ôr > 0, 使 得 


S n(n) = z P, 1(Inz) + Oc(zl^ Sere). 
n<T 
其 中 Poi 是 有 一 1 次 多 项 式 , 确定 b 的 值 并 对 有 = 1,2,3 计算 
Py, 的 系数 . 在 Lindelöf 假设 下 可 得 到 哪些 5 的 值 ? 
178. 证 明 对 固定 的 re 了 及 s=1+ir, 对 于 z>2 及 人 >1 一 致 地 有 


p(n) O81 s pU Ing 1 
ie 2m J,_ir w(s +w) dw + Of T T =) 


n<T 


其 中 上 = 1/1nz. 用 83.10 中 的 计算 , 从 中 推出 估计 


nic 


179. 利用 实效 的 Perron 公式 以 及 83.10 中 的 计算 证 明 


A(n) Çı 3587) E p 10, (eve), #7 £0, 
ae = M 


C(1 4 ir) 
nic 


In z — y + O(e diy T =0. 


推出 下 式 对 o = 1,7 40 成立: 
eet) D, q9-I(-2) - 
180. 对 整数 n, 令 7* (n) 为 其 奇 因子 数目 . 确定 7" (n) 的 Dirichlet 级 数 并 用 
复 积 分 方法 得 出 渐 近 估计 


(3.65) E T'(n) = UT 22) + 25 — 1) + Oc (z$**). 


nic 


& T(x) := $ nes T(N). 证 明 T*(z) = T(x) - T(4r) 并 从 中 得 出 (3.65) 
余 项 估计 的 一 个 改进 . 
181. 设 z 为 模 < 1 的 复数 . 用 Euler 乘积 展开 证 明 Dirichlet 级 数 F(s, 2) := 
Eny 20) /ns Æ o > 1 上 收敛 , 并 在 除去 某 正 整数 倍 是 C(s) 的 零点 或 
极点 的 那些 点 后 的 半 平 面 o > 0 中 的 任 一 单 连通 开 区 域 上 可 解析 延 拓 
为 收敛 无 穷 乘积 
Be II (ks) 


k21 


定义 的 函数 , 其 中 ak(z) := ko} Dax (d) 27/2. 


3] 题 - 231 . 


182. 证 明 下 列 浙 近 信 计 均等 价 于 Lindelöf 假设 2: 
(a) |. «(3 +ir) E dr Kek Tite (650, k= 1,2,...); 
1 


of e tinar «ua T (o g>5,€>0, k= 1,2). 2 


2k Tk(n) E - - 
(c) if IC(o +ir)| ar ~ BEM (o> 5, b=1,2,...). 


nzl 


183. 用 Euler-Maclaurin 公式 来 解析 延 拓 . 
对 f(t) := t-* FH Euler-Maclaurin 公式 , 证 明 对 s > 1 在 第 一 部 分 
第 零 章 的 记号 下 有 


7 十 1 s+r- 1 s+k | —s—k-—1 
一 Bxy44(t)t dt 
((5) = Ap T ) fe 1 et) 


由 之 得 出 定理 3.1 及 定理 3.2 的 一 个 新 证 . 
184. 用 Jacobi 信函 数 证 明 函 数 方程 . 
4 (2) = Y eges (> 0) 
(a) 对 f(t) = e-7** 用 Poisson 求 和 公式 , 证 明 


$0/2)- Volz)  (e>0) 


(b) 在 积分 Fls/2) = I 7 Ers- dg 中 作 变 量 蔡 换 z = nn?y, 得 出 
对 o>1 有 | 


(3.66) jrj = [yaa da, 


其 中 y(x) := (0 (x) — 1). 
(c) 证 明 (3.66) 右边 又 等 于 


1 
—(s+1)/2 s/2—1 d 
co) +f (x +2 )u(z) dz, 


其 中 积分 定义 了 s 的 一 个 整 函数 , 在 变换 s 1-5 FRE, 由 之 
得 出 定理 3.3 和 定理 3.4 的 一 个 新 证 . 
185. 不 用 van der Corput 理论 重新 证 明定 理 3.5, 其 中 用 如 下 方法 证 明 (3.18) 
式 : 对 f(t) := t- 用 Euler-Maclaurin KAAR, 将 B; (t) Fourier 展开 ， 
逐 项 积分 并 用 第 二 中 值 公式 作 上 界 估计 . 
186. Hurwitz ¢-%4. 对 o €]0, 1], 定义 Hurwitz 5- 函数 为 


C(s; a) s bd ): 9. 


n=0 


© 见 Titchmarsh (1951) 第 十 三 章 . 
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证 明 65(s; a) 可 延 拓 为 全 复 平面 上 的 亚 纯 函数 , 其 唯一 的 奇 点 是 在 s = 1 
处 的 单 极点 , 留 数 为 1, 并 且 对 o < 0 满足 “函数 方程 ": 


Cc(s;a)=T(1—s) X e(nao) _ 2T- s) Y sinz(5s + 2na) 


:\1— 1—s 1—s 
ae (2nni)!-* (2x) rs n 


? 


其 中 复 对 数 取 幅 角 主 值 . 
187. 承认 C(s) 的 所 有 零点 均 是 单 零点 , 且 对 任意 € > 0, 存在 序列 {TL}, 
使 得 min. |o + iT/)| > Tz*. 证 明 对 x €]1, co] \ N 有 


2n 2n (—1)” 
MAG) 2. Bay M xU ma pu 2. @ (2n)InC(2n + 1)’ 


其 中 对 o 的 求 和 定义 为 Diam ocr, 的 极限 . 
188. 证 明 对 固定 的 k>0 及 zx>1 有 


DODD) = sing + (27 — 1e + à + Ov 1/2), 


n>2 


可 对 a el0,1[ 考虑 积分 — 0 MMOL 


189. 一 个 自然 的 Dirichlet 级 数 的 自然 边界 . 9 
S P(s) 为 形 如 P(s) = Y^, cp p^? 的 o > 1 上 的 Dirichlet 级 数 . 
(a) 在 半 平 面 o > 0 上 将 P(s) 表示 为 log 6(s) 的 函数 . 
(b) 证 明 P'(s) 可 延 拓 为 半 平 面 o > 0 上 的 亚 纯 函数 , 其 极点 的 阶 均 为 
1 


(c) XF ó > 0,t» 0, + Q(6,t) HART 0 < o < 6,t < Tr <t+0 所 界定 
的 正方 形 区 域 . TERA RT AEE SENT (6, t), 均 可 选取 实数 go(6, > 
0, 使 得 对 任意 素数 q > go(6,t), 存在 C(s) 的 零点 04 = o4 + ira W 
Æ L<og<1X qt< n < gt +6). 

(d) 对 任意 C(s) 的 零点 o, 令 v(o) 表示 其 阶 , MEKE C(s) 在 
s = 6 的 邻 域内 形 如 (s — o) H(s) (H XE s = o 处 全 纯 ) 的 整数 v. 
证 明 对 适当 的 绝对 常数 4 有 1x<v(or) 和 Alnq(14- 5), 推出 可 选择 
qo(s,t) 使 得 q { v(oq). 

(e) 证 明 o,/q 可 以 是 P'(s) 的 极点 , 其 系数 为 

wr) (mea), 


m q 
l<m<2q-1 


(f) 可 得 出 co #0, 从 而 o, /q 确 是 P(s) 的 奇 点 . 


© JL Landau 和 Walfisz (1919). 


Cd = 
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(g) 证 明 直 线 v=0 是 P(s) 的 自然 边界 , 即 从 P 在 任 一 具 正 横 坐 标的 
点 处 的 Taylor 展 式 出 发 不 能 将 P(s) 延 拓 到 o < 0 中 任 一 处 . 
190. 定义 数论 函数 f = u? «7, HP u Æ Möbius 函数 , j 是 单位 函数 . 
(a) 证 明 f 是 乘 性 函数 , 上 且 对 任意 整数 n WE f (n) 2 n. 
(b) & am :=|{n > 1 : f(n) 2 m)]. HEX o > 1/8 


am 1 
iom Fine 
(c) 在 定义 域 中 将 Dirichlet 级 数 
F(s; w) := » ie ear" 


展 成 Euler RF, 其 中 w 是 复 参 数 . 
(d) & F(s) = F(s;s). 证 明 对 o>1 有 F(s) = C(s)G(s), 其 中 


G(s) := IIa +(p+1) “一 p“). 


(e) 证 明 对 任意 p>>2 有 
l(p--1)*-—p^|€ min(2p ,lslp ^?) — (c 20). 
(f) HERR o > 1— 1/1In(3 + |7|) 有 


1 : 
> — < eln2(3+|7|) + O(1). 
pX3-|7| 


(g) 从 (e) 和 (£) 推出 G(s) 在 区 域 vc > 1— 1/1n(3-- |r|) 上 可 全 纯 延 拓 ， 
且 满 足 上 界 估 计 
G(s) < (In(3 + |r]))^*. 


(h) 4 ofr) =1-1/In(3 + |r|). 证 明 


三 Zl+c(T) |¢(o(r)+ir)G(o(r)+ir < T? exp {—1Vinz}. 


dr 
omer 


[可 对 了 := exp{Vinz} 分 别 估计 |r| < TR |r| > T 上 的 贡献 . ] 
(i) 令 A(t) := Dace as. 证 明 


[ A(t) dt = 4G(1)z? + O(z e-$Vinz) 
1 
用 A(t) 的 单调 递增 性 得 出 


A(t) = G(1)z + O(ze- iv), 
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191. 


192. 


= Riemann C- 函 数 


令 f NE 
f(n) = > u(d) à 
d3|n 
的 数论 函数 . 记 F(s) := Dny f(n)/n° 为 f 对 应 的 Dirichlet RIX, 并 
令 S(z) := Den f(n) 为 f 的 和 函数 . 
(a) 由 习题 44 (c) 的 结论 得 出 与 S(z) 渐 近 等 价 的 一 个 函数 . 
(b) 证 明 f 是 乘 性 的 . 可 利用 卷 积 及 立方 数 的 示 性 函数 具 乘 性 的 事实 . 
(c) 对 任意 素数 p 及 任意 整数 > > 1 计算 (n°). 在 级 数 > >o f(0")/p? 
的 收敛 区 域内 计算 其 值 并 将 之 表示 为 p ^ 的 有 理 分 式 . 
(d) 证 明 F(s) 在 o > 1 上 绝对 收敛 . 
(e) FIH C(s) 和 F(s) 的 Euler 乘积 展开 证 明 F(s) 可 表示 为 6(s), C(35— 
2) 及 “(6s — 4) 的 函数 . 
(f) 证 明 F(s) Æ s = 1 处 有 一 个 极点 并 确定 其 阶 . 计算 F(s) 在 s=1 
处 Laurent FEAT (可 利用 习题 174 的 结论 ), 并 用 v, n X 
k := —C'(2)/C(2) 来 表示 其 系数 . 
(g) 确定 F(s) 的 收敛 坐标 . 
(h) 计算 C(s) 在 s=1 点 处 的 阶 , 以 及 其 Laurent EX ff REGAT. 
(i) 证 明 G(o) := Dit Din 在 o > 0 EIER, 从 中 推出 c(s) TE 
半 直 线 ]0, oo[ 上 无 零点 . 
G) 确定 实数 a 和 b, 使 得 Dirichlet RA H(s) = F(s) + ac'(s) — b¢(s) 
可 全 纯 延 拓 到 实 半 直线 11, co[ E. 
(k) 承认 F(s) 在 直线 o = 2. 上 有 一 个 极点 , 给 出 关于 


R(x) := S(x) — azlnz + (a — b)x 


振荡 性 的 一 个 结果 . 该 假设 暗示 了 关于 函数 6(s) 零点 的 何 种 性 质 ? 
(a) 证 明 每 个 自然 数 n > 1 可 唯一 地 写成 n = me 的 形式 ， 其 中 
p(m)? = 1. $ f(n) := 2. 该 函数 是 否 为 乘 性 函数 ? 
(b) 证 明 对 每 个 素数 p, FEB >, o f(p")z" 在 开 圆 盘 |z| < 1/ V5 上 
Wok. 计算 其 和 , 并 从 中 得 出 级 数 F(s) := Dis f()/m 在 o» 1. 
上 绝对 收敛 , 且 可 表示 为 C(s), C(2s) Æ C(2s — 1) 的 函数 . 
(c) WEB] F(s) 在 s = 1 处 有 一 个 极点 . 何 为 F(s) 的 收敛 坐标 ? 
(d) 令 Q(z) = Dace u(n)? 及 S(z) := Vacs f(n). WEH 
S(z)= X` tQ(z/P) (x>1), 
Va 


并 给 出 S(z) 的 一 个 渐 近 形式 . 重新 得 到 (c) 中 的 结论 . 
(e) 计算 F(s) 在 s — 1 处 极点 的 阶 并 确定 其 主 项 . 
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(f) 计算 C'(s) 在 s = 1 处 极点 的 阶 并 确定 其 主 项 . 
(g) 确定 实数 a,b, 使 得 级 数 F(s) — aC(s) + bc'(s) 可 全 纯 延 拓 到 半 直 
线 (2, +00[ E, 并 将 之 表示 成 Euler 常数 y 及 5 := C'(2) 的 函数 . 
承认 F(s) 在 直线 o = 1 上 含有 至 少 一 个 非 实 的 极点 , 从 中 得 出 
S(x) — az —b(zlnz — x) 的 振荡 定理 . 
193. À c 整 函数 . 令 9 €)0o, 1[ K r := ||. 考虑 Dirichlet 级 数 . 
Fy(s):= 5 ea), 


n° 
nzl 


4 Ials) := f, 2371 dz/ (e*-?9? — 1), 其 中 XK 是 Hankel FB, 依次 由 从 
右 向 左 幅 角 为 0+ 的 半 直 线 [r,--oo[, 除去 z = r 的 逆 时 针 方 向 的 圆周 
|z| =r 以 及 从 左 向 右 幅 角 为 2r- 的 半 直 线 [r, +oo[ 构成 . 

(a) 证 明 7mo(s) 是 s 的 整 函数 . 

(b) 证 明 I5(1) = 0. 

(c) 证 明 对 o = Res > 1 À Fs(s)(e?9* — D)T(s) = Is(s). 

(d) 推出 Fo(s) 可 全 纯 延 拓 成 整 函数 . 
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84.1 素数 定理 


从 上 章 中 得 到 的 关于 c(s) 的 信息 容易 得 出 经 典 形式 下 的 素数 定理 . 
定理 4.1 存在 正常 数 c, 使 得 当 z 趋 于 无 穷 时 有 


(4.1) p(x) = z + O(ze Vis), 
(4.2) n(x) = li(z) + O(ze-*Vin7), 


证 明 由 Abel 求 和 法 从 第 一 式 易 得 第 二 式 . 下 证 (4.1). 由 于 对 任意 
neceN* 有 Am 和 nn, 且 


IC (1 - 0)/€(1 + o)| 1/0 (c > 0) 
由 第 二 实效 Perron 公式 3 推出 , 24 2 22 EK T 2 2 时 , 有 


“tiT C(s) zs zhT 
(9) vines -7 ir G(s) s — ds + O(Ina(1 -* T 7 )) 
其 中 := 1 十 1/Inz. 由 定理 3.21, 存在 非 负 常 数 co 使 得 s = 1 是 被 积 函数 
在 长 方形 区 域 |r| < T, 1 - co/InT « o < « 中 唯一 的 奇 点 . 由 于 其 在 s= 1 
处 的 留 数 为 z, 有 

下 C (s) z* 


t) 2m J, pr C(s) s ae x; g C(s) s us 


© H, 82.1. 
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其 中 9 是 连接 iT, 1— co/In T 2 iT, 1— co/ In T HiT, k iT 的 折线 . 定理 
3.22 中 的 上 界 估计 : 

$6 


C(s) 
于 是 推出 9 的 水 平 部 分 上 积分 的 贡献 < zx(InT)/T 且 竖 直 部 分 上 积分 的 贡献 


« In T (s € €). 


In x 2 


选取 了 := exp VcoInz 可 得 对 任意 常数 c < Voo 来 说 折线 9 上 积分 的 阶 
相当 于 (4.1) 的 余 项 . 将 (4.4) 代入 (4.3) 便 得 要 证 的 结论 . " 


$4.2 ”最 弱 的 假设 

从 理论 上 讲 , 确定 在 〈- 函 数论 中 证 明 素 数 定理 所 需 的 最 少 的 信息 是 有 意 
义 的 事 . 基本 而 容易 的 不 等 式 
(4.5) Clo) Ile + iT) lelo + 2ir)] 21 — (021), 


大 体 上 是 Mertens 的 结果 (§3.5). 由 此 可 证 明 C(s) Æ o = 1 LIES. MEH 
发 基本 上 足以 得 到 素数 定理 . 事实 上 , 对 k= 0 和 1 利用 简单 的 上 界 估计 ( 见 
83.4) 


. 


(4.6) GO (s) «(Inpr*" — (I| 22,0 21— e/Injr]), 


从 (4.5) 可 实效 地 算出 突 人 半 平 面 c < 1 的 一 个 无 零点 区 域 . 
& s=oat+ir,0<n<c/In|r|, so =1+n+i7r, MAM o > 1-17 À 


lcs) — ciao) = | J | Cu) du < Conlin jr. 


而 (4.5) 和 (4.6) 推出 
I¢(so)|* > Cim? (In |r|)~*. 


从 而 

I¢(s)| > Ci n," (In |r])/* — Con(n |? 
优化 n 后 得 到 
(4.7) Ics) > 1/Qnlr* — (r>2c>1-Co/(nlrl)9)， 
其 中 c, 是 适当 的 非 负 常数 ， 


读者 容易 自行 验证 上 节 定 理 4.1 的 证 明 仍 适用 于 这 些 较 弱 的 假设 . 唯一 
的 修改 是 参数 了 的 选择 . 其 最 优 值 变 成 


T := exp(ca(In z)!/19, 
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从 而 
V(z) = x + O(z exp(—c(In z)!/9)). 
注意 到 仅 用 C(s) 在 半 平 面 o > 1 中 无 零点 的 性 质 便 可 推出 (RABA, 
BP p(x) ~r 的 ) 素数 定理 . 
事实 上 , 若 对 Dirichlet 级 数 


Fs) = $c) = A 


应 用 Perron 公式 (2.10) 得 对 上 > 178 


(4.8) n (Y(t) — (tJ) dt 


_ a ent xf. F(« + ir)ai* 
(«4 +ir)(K+1+4+ m 7 


估计 (4.6) 及 (4.7) 说 明了 
(4.9) F(« -- ir) < (In(2 + ||)? (& > 1). 


于 是 可 对 (4.8) 中 第 二 个 积分 用 控制 收敛 定理 . 从 而 
i (w(t) — [£]) dt = 22J(2) 
其 中 


1 st? F(1+ir)ai* 
eer: xl. (LI) rir) i 


所 以 J(z) 是 某 可 积 函 数 Fourier 变换 在 — In x 处 的 值 . 由 Riemann-Lebesgue 
引 理 , 有 J(x) = o(1) (x 一 oo), 从 而 


n v(t) dt = iz? + z?^e(z), 
0 


H e(z) = J(z) + O(1/z) = o(1). 
4 n(z) := le(y)|. SHER h, O<h< 52,48 


es s /2 
2-2 — Enr < af, w(t)d 
h 4, 
zu pdt «zt; n(x). 


选取 h := x /0(z), 得 
(4.10) p(x) = z(1-- O(y/n(z))) = z(1 + o(1)), 
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从 而 素数 定理 由 C(s) 在 o = 1 上 非 零 的 事实 及 F(s) Æ o > 1 上 一 个 “合理 
的 ”上 界 估 计 可 得 . 事实 上 , 在 前 述 证 明 中 不 妨 将 估计 (4.9) 换 成 


F(s) <1+|7 | (o2 1) 


在 第 七 章 中 将 看 到 用 (推广 形式 下 的 ) Wiener-Ikehara 的 Tauber 型 定理 ( 定 
BE 7.13) 可 从 c(1 + ir) 40 的 假设 出 发 不 用 任何 的 F(s) 上 界 估计 便 可 得 到 
(4.10). 

C(s) 在 直线 o = 1 上 无 零点 其 实 是 素数 定理 所 需 的 一 个 最 弱 假 设 , EF 
易 从 素数 定理 推出 . 

事实 上 , 假设 (x) ~ x (z 一 coco) 及 so=1+ir 是 6(s) 的 mm >1 阶 零点 ， 
那么 


mb in 
由 分 部 积分 可 证 明 下 式 
| Q(s) | s oo "m 
(s) s—1 e] (p(t) — t)t dt. 
它 推出 
C'(a + ir) e iT T a 
(c — j| ¢(o + ir) | < 一 一 ko — 1) + |o+ir|(o — 1) | o(t)t dt 
— o(1) (c — 1+), 
这 与 (4.11) FÆ. 


$4.3 Riemann 假设 


Riemann 于 1859 年 猜想 C(s) 的 非 显 然 零 点 均 位 于 直线 o = 3 b, HH 


(4.12) C(§+ir)=0 (0<Rer <T) 


的 复 根 数 “ 约 等 于 (T/2m) In(T/2x) — (T/2x)” (WEM 3.19). 他 写 道 : “事实 
LE, 在 此 范围 内 可 找到 的 实 根 的 个 数 几 乎 与 所 有 根 的 个 数 相 当 , 极 可 能 所 有 根 
都 是 实 根 ”. 而 在 Riemann 的 手稿 中 可 找到 一 段 笔记 , 说 他 “尚未 完成 第 一 部 
分 的 证 明 ”, 见 Riemann (1859) 第 168~169, 及 第 175 页 . 

直到 今天 , Riemann 的 两 个 断言 既 未 被 证 明 亦 未 被 否定 . Hardy 于 1914 
年 证 明了 C(s) 在 临界 直线 o = 上 有 无 穷 多 个 零点 . Selberg 于 1942 年 证 明 
了 临界 直线 上 的 零点 具有 正 的 比例 , EP 


(4.13) No(T)=|{r :0<rT<T,¢(4+ir)=0}|>cN(T) | (Too) 
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其 中 c 0. AS Levinson (1974) 的 工作 中 可 得 到 一 些 c 的 具体 值 . 他 证 明 
了 当 工 足够 大 时 可 取 c = 0.342. 

(4.12) 仅 有 实 根 (BD No(T) = N(T)) 的 断言 称 为 Riemann fix. 它 是 最 
著名 的 数学 猜想 之 一 , 在 解析 数论 中 有 许多 深刻 的 推论 . 本 节 将 介绍 其 中 两 


个 
人 
定理 4.2 Riemann 假设 可 推出 Lindelöf 假设 . 具体 地 说 , 若 Cls) 所 有 
非 显然 零点 的 实 部 都 等 于 3}, 那么 
(4.14) log C(s) Ke (In|7|)* 2°+e (5 «o & 1, |r| 2 2). 
其 证 明 用 到 如 下 经 典 结果 . 
引 理 4.3 (Hadamard 三 圆 引 理 ) 设 F(s) 在 圆 环 R; < |s| < R 上 全 
纯 , 那么 
人 
在 区 间 Ri <r < Ro 上 是 lnr 的 对 数 凸 函数 . 
引 理 的 证 明 对 s"mF(s)”* 用 极 大 模 原 理 便 推出 对 Ri < > < R 有 
REM(R)" , RE-M(Ra)" 
: Ri Rə —r l 
o 使 得 RYM(R1ı) = RIM (R2). 在 上 式 中 令 n M m K m/n 5 a 趋 于 无 


Tj 


r" M(r)" < 


取 
Ñ, 

r^ M(r) < R$ M(Ri). 
将 a 的 值 代入 便 得 


(4.15) In M(r) < In(R2/r) In(r/ Ei) 


In(R5 / R1) In(E2/ R1) 
命题 于 是 得 证 . m 
定理 4.2 的 证 明 ”观察 到 Riemann 假设 推出 当 7 足够 大 时 , 函数 


(so + w) 
C(so) 


在 圆 盘 |u| < 3 上 全 纯 . 可 从 定理 3.9 得 到 


In AM (Ri ) 十 


in M(R2). 


F(w) := log (so := 2 + ir) 
Re F(w) <O(Inr)  (lwl < 5 — ô). 
于 是 由 实 部 引 理 ( 见 定理 3.16) 立 得 


(4.16) . lgc(s <slnr (o>$3,7>2). 
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&s:=otir, Hf o > 3,727. HSM cl 及 < 使 得 1 < cl xr, 

0c«e«min(o1— 1,0 — 1). 对 
1 
Ry := 0, -—1-6, T:—01—0m, R :=01 -37E 
用 三 圆 引 理 于 log C(o1 +ir +w) (在 此 三 圆 上 , o +ir +w TIA 1+e+ir, s 
Al +e+ir), 得 
[log ¢(s)| < M; ^M, 

其 中 


In(r/R,) M frm = -) 


Q :一 = 
In(R2/ R3) In (= = 3 =E 
T1 = l—e 


=2(1-0 +2) +0(— =) 


Mix ,Sup _llog<(o cir) «e1, M2 <e ln7, 

最 后 一 个 估计 由 (4.16) 而 得 . 取 o1 = 1+lnr 便 得 要 证 的 结论 . " 

定理 44 设 日 是 使 得 

V(r)-z«a*5 (z122) 

成 立 的 所 有 实数 € 之 集 的 下 确 界 , 那么 
(4.17) 6 = te | 
其 中 对 C(s) 的 非 显 然 零点 0 — piy 取 上 确 界 . 

推论 4.5 Riemann 假设 等 价 于 

Ve>0, y(r) = zz 十 Oe(zL2+e)， 
定理 的 证 明 S R(z):— y(z)— x. 对 cc>1 有 


ESO ES me D ae 
= ft Aou o: dR(t) 


1 oo 
mm tyt^*-! dt. 
Pose +s R(t) 


由 8 的 定义 , 有 R(t) «.19**. 故 上 式 定义 了 C(s)/C(s) YE c > O 上 的 亚 纯 
延 拓 , 在 s = 1 处 有 唯一 的 奇 点 . 这 说 明了 C(s) 在 o > O 上 无 零点 . 
反 过 来 , X C(s) 在 o > O 上 无 零点 , 那么 上 界 估计 


Inl(s) &Oin|r) — (o2 5, |r] 22) 
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及 实 部 引 理 推出 2 
(4.18) log 6(s) <o ln || (c > O, |r| > 2). 
对 半径 为 6 <o- O 的 圆周 用 Cauchy AR, 得 


4 (s) 
(4.19) Cs) Ko In |7| (c > O, |r| > 2). 


由 实效 的 Perron 公式 (4.3) 及 形 如 (4.4) 的 留 数 定理 并 取 9 为 连接 < — iT, 
e+6 土 这 ,上 十 这 的 折线 , 得 


nT 
pia) -a < ZEE 4 a9 (n T + Ina(1 + 7 j 


RT := 2 知 该 上 界 为 O(z97?*). 而 6 任意 小 , 命题 得 证 . 口 


$4.4 w(x) 的 显 式 公式 


Riemann 提出 了 ylz) 的 显 式 公式 , Mangoldt 于 1895 年 证 明之 . CHK 
数 分 布 完全 地 描述 为 -函数 零点 的 函数 . 
A 
(x) : 
定理 4.6 对 z>2 有 


(4.20) Wo(z) := l(j(z) + wr-)} = z — Y- — In(2x) — in (1 > =): 


= min z—»'|. 
p p | 


其 中 搬 号 表示 在 对 C(s) 非 显 然 零 点 o 的 求 和 中 , 零点 o 和 必须 同时 考虑 . 
另外 , xr:22,T22,75 


(421) — do()-2- Y^ = —In(2m) + hin (a) + R(z, T), 
IIsT 
其 中 
zln2(z7) zing 
(4.22) R(z,T) < T T. Ta) 


注 G) 对 固定 的 z > 2,4 Jim. R(z, T) = 0. 此 外 , Æ z 是 半 整 数 , 那 
4 (x) > 5, 从 而 
(4.23) R(z,T) < E 


© 推理 与 估计 (4.16) 的 证 明 相 同 , 细节 略 去 . 
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(ii) 重申 有 
(4.24) € (0)/C(0) = In(2x). 


分 若干 步 证 明定 理 4.6. 只 须 证 明 (4.21). 出 发 点 自然 是 实效 Perron A7 
(定理 2.3). 将 函数 A 以 零 值 延 拓 到 R\N 上 并 用 引 理 2.2 (ii) 中 得 到 的 不 等 
式 来 处 理 当 A(x) £0 时 相应 于 z 的 项 的 积分 知 对 « > 1,T > 0,z>0 有 


A(n)(z/n)* KA(z) 
(4.25) po(z) — Je (x, T)| < 2 14 T|n(z/n)] 十 一 人 
n4 


T 


其 中 


u 1 K+iT —C'(s)x° 
Jale T) :一 DT 下 sC(s) ds. 


第 一 步 是 验证 (4.25) 右边 与 (4.21) 相符 . 
引 理 4.7 # r>2,Kk:=1+1/mr 及 下 >0 有 


z(In z)? rlnz 
T zd T(zr) 


IVo(z) — J«(z, T)| < 


WEAR — (4.25) 右边 和 式 中 使 得 n < 37/4 Mn > 5z/4 的 那些 n 对 应 部 

分 的 贡献 ts b 
ái n =g" Ç' (K zlnz 

Sm 2. a TR) ^ T 


& Ni := max p”. 用 51 表示 使 得 3r/4 < n < x 的 那些 n 对 应 的 贡献 . 
倘若 N; < 3z/4, 那么 51 = 0. 否则 有 


T Ni 1 v 
— > In — = A = M 一 和 < 
In- >m— hie x) e (n = Nı — v, 1 S v <S z/4) 
及 
zr 、2Z 一 Ni 、(z) 
PI xS ane 
BN T T 
从 而 
A(M = v)Ni zA(Ni) z(In x)? rlnz 
Si< — N or pud 
P To a+) T | 2+T(a) 


引进 No := min p" 后 可 类 似 处 理 使 得 z <n < 5z/4 的 那些 n 对 应 的 贡 
BA. 细节 略 去 . 


o 
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只 须 估计 J.(z,T). 首先 注意 到 将 T 平移 一 个 不 超过 1 的 值 后 便 可 假设 
(4.26) inf Ir - T| 2» 1/(In T). 


隐 含 的 常数 是 绝对 常数 : 这 由 定理 3.18 中 得 到 的 上 界 估计 


(4.27) N(T 41)- N(T) «In T 
立 得 . 
在 假设 (4.26) F, 考虑 足够 大 的 奇数 U 并 对 顶点 为 < 土 这 , -U xiT 的 长 


方形 区 域 R(T, U) 用 留 数 定 理 . 区 域 的 边界 不 含 Cls) 的 显然 零点 . 由 (4.24)， 
得 


1 C'(s)z? xe 1 
ds = z- $, mln) + > cm 


E R(TV) G(s)s I«T 0<2m<U 


积分 J.(z,T) SIF R(T,U) 右边 竖 直 部 分 上 的 积分 . 其 余 三 部 分 的 处 
理 需 要 C(s)/C(s) 的 上 界 估计 . 


引 理 4.8 (i) 在 假设 (4.26) F, 有 


4 (5) 2 3: 3 
ct) $n nT) (-1&o x2). 


(ii) 在 假设 min [s 十 2m| 2i T, 
I (s)/c(s) &In(2ls (e < —1). 
证 明 (i) 由 函数 方程 知 证 明 o > à 的 情形 即 可 . 由 (3.46), 有 


C (5) 1 
= —+O(InT). 
G(s) P x 
而 和 式 中 任 一 项 < nT, WH <T, 题 设 估计 于 是 得 证 . 
(ii) 对 函数 方程 (3.5) 取 对 数 导数 , 得 


C (s) sy I'1-s C(1-s) 
Cs) =In2n+ Foot(=) 一 工人 一 二 


T(l—s) 《61 一 s) 


M min |s 十 2m| > i AY cot (rs/2) MAA. 由 (0.5) ME Stirling 公式 (0.11) 
A o < -1 E T 的 项 «<n(2|s|). 最 后 , AF Re(1—s) > 2, 最 后 一 项 有 
B. 口 
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现在 可 完成 定理 4.6 的 证 明 . $ R* := R*(z, T) 为 (422) 左边 的 项 并 今 
L 为 折线 [k — iT, CU — iT, -U c iT, k c iT], 由 前 述 , 在 假设 (4.26) 下 有 


vole) —-z— V7 i E >. 27 + O(R* + |B) 


lyi<T 0<m<U/2 


其 中 


Ç (s)z* 
E := ds. 
se) 
由 引 理 4.8, 比如 当 U > T? 时 有 
-1 z7 In(T + lol) * 2? (InT)* T inU z(In T)? 
p< f C a+ | Se do + [par dr < 
注意 到 


Y cda) 
2ma2m 2 \1 二 1/z2/， 


mal 
FETS U 趋 于 无 穷 . 这 在 条 件 (4.26) 下 证 明了 题 设 结论 . 然而 该 条 件 可 放 
松 . 事实 上 , M TO 在 有 限 的 区 域内 变化 时 , 对 o 的 求 和 至 多 变 了 O(In T) M, 
且 各 项 均 < z/T. 故 和 的 变化 < z(In T)/T, 可 纳入 余 项 中 . 
从 显 式 公 式 可 得 到 定理 4.4 的 一 个 改进 . 


定理 4.9 设 日 :=sup6. 有 
W(x) = x + O(z? (In z)?), n(x) = li(z) + O(z? Ina). 
证 明 由 (4.27) 立 得 估计 


“ke 2 
` ie « (In T). 


IIS T 
在 (4.22) 中 选 T = z 便 得 到 关于 (x) HAR. 关于 r(z) 的 公式 由 Abel R 
和 法 可 得 . 口 
注 记 
84.1 目前 知道 的 素数 定理 最 好 的 余 项 是 
O(a exp(—c(In z)?/9 (In; x) 1/5}. 


这 是 从 Korobov-Vinogradov 得 到 的 无 零点 区 域 而 推 知 的 , 见 第 三 章 注 记 . 此 
结果 的 另 一 证 明 见 Ellison 和 Mendès France (1975) 或 Ivić (1985). 至 今 用 初 
等 方法 只 能 得 到 较 弱 的 估计 , 即 


pz) — z| < zexp{ 一 i (In z)!/6), 


注 记 - 247 : 


这 是 Srinivasan 和 Sampath (1988) 的 结果 . 关于 这 方面 可 参考 Diamond (1982) 
著名 的 综述 . 

$4.2 ”此 处 素数 定理 的 证 明 中 只 用 到 了 e > 1 上 c(s) 的 性 质 , 这 基本 上 是 
Widder (1971, 第 四 章 ) 的 结果 . 

$4.3 Titchmarsh (1951) 给 出 了 Hardy 定理 的 许多 证 明 , 亦 证 明了 Selberg 
的 定理 . 这 里 仅 指出 如 何 简要 地 证 明 


Ne(T)»1nT (To oo). 


其 要 点 在 于 用 到 了 若 Z(r) 是 实 连续 函数 且 
27 2T 
(4.28) f Z(r)dr = «f 12(r)| ar) (T — oo), 


那么 当 工 足够 大 时 在 区 间 [7,27] E Z(r) 必 为 零 的 事实 . 
Titchmarsh 选取 


Z(r) = x(3 + ir)? eG + ir), 


其 中 x(s) 表示 函数 方程 的 “基本 因子 ", 见 (3.10). BA C(s) = x(s)C(1 — s) 
推出 


x(s)x(1 — 5) 2 1 
(从 x(s) = n*-3T (3(1 — s)) /T (25) 出 发 亦 可 ), 这 样 x (3 +ir) US 1. 从 而 
Z(r) = xG +ir) ?€(3 — ir)x(3 + ir) = Z(7), 


亦 即 函数 Z(r) 34 r 为 实数 时 取 实 值 . 
为 估计 (4.28) 的 左边 , 可 用 如 下 形式 的 留 数 定理 


f x(s)!/^c(s) ds = 0, 
R 


HP R 是 顶点 为 二 十 这 ,3 HAT, 5 HAT, 十 这 的 长 方形 . R 左边 界 上 的 
积分 等 于 
2T 
| f Z(7)dr. 
T 


估计 其 余 三 边 上 的 积分 即 得 其 上 界 估计 . 
由 83.4 中 的 上 界 估计 
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立即 推出 
, rU/4)+e A $ «oxl 
x(s) 36(s) Ke 


rG/8)+e, Bl<a<. 


R 的 水 平 线段 上 的 积分 于 是 < TG3/8)+. 
为 估计 竖 直 线段 [i102 +27] 上 积分 的 贡献 , 用 形 如 推论 0.13 的 复 
Stirling 公式 来 估计 , 得 到 


Ju COAST " o(=) NÉ pd 


余 项 可 显然 地 估计 , HE < T. 将 用 级 数 来 替换 C (3 + ir) 并 交换 和 号 , 可 
知 其 主 项 等 于 


3/8 
o-in/8 —5/4 (= ei Fn (7) 
(4.29) Ss; n [ =) dr, 


nzl 
其 中 Fr) := 7 (In(r/2n) - 1 - Inn). BA 
F'(r)xT (Tgr<27), 
从 而 由 第 一 部 分 定理 6.3, 有 
人 efre dt «TY?  (T&r«2T). 
T 
应 用 分 部 积分 可 由 前 述 推 知 (4.29) < T78, 最 终 得 
2T 
(4.30) f Z(r)dr €. T7 
T 
现在 估计 (4.28) 右边 . 有 
2T 2T 2T 
A |Z(r)|dr = n CG + in)| dr > | n C + ir) drl. 
由 留 数 定理 得 


2T 
if Ch +ir)dr = [ co) as 


其 中 9 是 连接 L'HiT, 2+iT, 24217, 44217 的 折线 . 由 于 在 9 上 
C(s) Ke TUV4+e, 水 平 线段 上 积分 的 贡献 <. TV9+<s， 而 竖 直 部 分 的 贡献 


则 为 
PX. JN near = 7 +0( > s) 


于 是 有 
2T 
f |Z(r)| dr >T, 
T 


(4.28) 得 证 . 
由 前 述 推 理 一 个 显然 的 改动 可 得 到 形 如 


No(T) > TG/9-* 


的 下 界 估计 , 见 Blanchard (1969, IV.6). 

目前 由 推广 Levinson 的 工作 ( 见 (4.13)) 可 得 到 的 最 好 常数 是 Conrey 
(1989) 的 结果 , 它 超过 了 2/5. 

用 与 定理 4.9 类 似 的 思想 , Pintz (1984) 建立 了 余 项 R(x) = v(z) — x 的 
大 小 与 C(s) 零点 分 布 之 间 具 体 的 联系 : 有 


In(z/R(z)) ~ min{( Binz +n} — (s— o9). 


$4.4 显 式 公式 的 另 证 可 见 Ellison 和 Mendès France (1975) $5.5 或 Titch- 
marsh (1951) 著作 第 十 四 章 , W Ivić (1985) 第 十 二 章 . 

Ingham (1990) 证 明了 用 R(z,T) 估计 的 一 个 轻微 改动 可 得 (4.20) 式 对 
1<z<2 成 立 . 他 还 给 出 了 0 < z < 1 上 的 一 个 变 体 . 


习题 


194. 设 k 是 > 1 的 整数 . 
(a) 证 明 由 等 式 


1+ hz" = (1 = 2) (1 + 22) 
væl 
定义 的 复数 h, 满足 形 如 |h,| < C(k) (v=1,2,...) 的 上 界 估计 . 
(b) 证 明 37,.., k&"? /n* = Hy (s)C(s)*, 其 中 He(s) EE o > 3 上 绝对 
KAHI Dirichlet RA. 


Y ke) = z Pi, (Inz) + O-(2*~***), 


其 中 Pp, 是 天 -1 次 多 项 式 , 6, 是 > 0 的 常数 . 确定 Pe- 的 首 项 


系数 及 ôk 的 值 . 
(d) 在 Riemann 假设 下 计算 ôr. 
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195. 


197. 


198. 


199. 
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Bateman (1972) 定理 . 

S y Fy Euler 示 性 函数 . 
(a) 证 明 对 任意 整数 n > 1, an := {m : m 2 1, e(m) = n) | ER. 
(b) Xf o > 1, & G(s) := ILG-c-0-1)?*-»?) 证 明 


>》 an/n® = ¢(s)G(s) (o> 1). 


n21 


(c) 证 明定 义 G(s) 的 无 穷 乘 积 在 c > 0 上 收敛 . 
(d) 证 明 |(p 一 1 一 一 < min (2(p 1) *,1s(p— 1) 777) (e > 0) 
并 推出 存在 绝对 常数 4 使 得 


G(s) « (In |r|)^, (T22,021-—1/In2lr]). 


(e) 4 (z) := |(m : m > 1, e(m) < z}|. 证 明 O(c) 是 an 的 和 函数 并 
证 明 估 计 


f (t) dt = tar? + O(z2e-covmz) (z 一 oo), 
0 > 


其 中 a := G(1) = ¢(2)¢(3)/¢(6). 
(f) 用 与 (4.10) 证 明 类 似 的 推理 , 利用 更 的 单调 增 性 证 明 


(x) = ax + O(ae~°¥™*), 


(p) WHH an « ne-*V^^ (nz 1). 


. 证 明 从 Riemann 假设 可 推出 级 数 ^ u(n)/n° 对 所 有 半 平 面 o > 寺中 的 


s WSN. [提示 : 用 定理 4.2 及 Schnee-Landau 定理 2.8). 
通过 显 式 公式 证 明 素数 定理 . 证 明 存在 适当 的 正常 数 ci, 使 得 


e 

$|—| «ars  (í22T22, 
o 

I «T 


并 得 出 素数 定理 的 一 个 新 证 明 . 
A T(n,9) := Yan”. FH Ramanujan 恒等式 (3.26) 证 明 对 x > 2, 
|| < 1, 9 Z 0 一 致 地 有 


Y Ir(n, 0)? = = ca + io) ne + O(1/]99). 


nir 
考虑 数论 函数 


T(n) := |((d, d^) : d |n, d | n, |ln(d'/d)| < 3 
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FAA PR w(t) := (ey RE Fourier 变换 G9) = (1— |8])* 
HEAR 
1 1 
w(1) (a Ir(n, 8)? dd < T(n) < xu L |r(m 8)|? dv. 
并 利用 习题 198 的 结论 推出 


» T (n) x z(In z)*. 


nir 


第 五 章 Selberg-Delange 方法 


$5.1 C(s) HERE 


通过 Riemann 《- 函 数 的 解析 性 质 的 研究 可 以 估计 容易 用 Cls) 表示 的 那 
些 Dirichlet 级 数 所 对 应 的 数论 函数 的 和 函数 . 比如 渐 近 公式 


p(z) : 》 A(n) = z + O(ze-* n2), 


M(z) := Y u(n) = O(ze *I^?), 
nir 
Tk (a) := >. Tin) = z Py 1 (Inz) + O;(x!*) 
(其 中 Pr 是 天- 1 次 多 项 式 , 6, 是 正常 数 ) 是 第 三 章 中 得 到 的 C(s) 简单 性 
质 的 推论 , 即将 Perron 公式 分 别 应 用 于 亚 纯 函数 


—¢'(s)/¢(s), 1/¢(s), ¢(s)* 


而 得 的 . 

本 章 中 将 研究 该 方法 的 一 个 双重 推广 . 一 方面 希望 处 理 Dirichlet 级 数 含 
有 非 极点 奇 点 的 情形 , 另 一 方面 则 寻求 一 种 稳定 性 的 概念 ， 亦 即 当 Dirichlet 
级 数 之 比 足够 正则 时 得 到 的 渐 近 估计 的 形态 所 具有 的 不 变性 . 在 此 指导 思想 
F, 考虑 Dirichlet 级 数 在 o > 1 上 表达 式 形 如 


(5.1) | F(s) = G(s; z)¢(s)* | (ze€C) 
的 情形 , 其 中 G(s; z) 应 满足 一 些 条 件 , 将 在 后 文中 提 及 . 
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这 套 理论 本 质 上 属于 Selberg (1954) 及 Delange (1959, 1971). 在 展开 讨 
论 之 前 , 先 看 当 z 是 固定 的 复数 时 C(s)" 的 解析 性 质 . 
定义 广义 二 项 式 系数 
(= 到 II w-5 (w € C, v € N). 
“ O«j«v 
Xİ lEl<1,zeC A 
(eyes z+v-l1 E". 
Un ala 
当 2 是 负 整 数 时 , 该 式 即 是 经 典 的 二 项 式 公 式 . 对 o > 1, 有 
62 oe =TJa-eey=[Tf14 7. ‘ew 
p p vzl 
其 中 无 穷 乘 积 绝对 收敛 . 由 定理 13 知 在 半 平 面 o > 1 中 ¢(s)* 可 表示 为 某 
乘 性 函数 的 Dirichlet 级 数 . 记 该 乘 性 函数 为 7, (n), 其 定义 为 


(5.3) nip’) = (^77). 


V 


该 定义 推广 了 函数 mn) (对 应 于 z = k 是 正 整 数 的 情形 ). 在 此 情形 下 ， 
re 是 1 WER k DOR. 从 组 合 上 说 nn) 是 将 n 分 解 成 个 因子 之 积 的 方 


ER : 
(5.4) n(n- MM L 
did2»:…dk =N 
注意 到 T2 — T. 
后 文中 将 见 到 函数 
(5.5) Z(s; z) := {(s — 1)¢(s)}*/s 


具有 特殊 作用 . CE C* 与 任何 不 含 Cs) 零点 的 单 连通 区 域 之 交 上 有 定义 . 
本 书 中 总 假设 该 区 域 包含 [1, +co[. 于 是 可 选择 log((s - 1)6(s)} 的 全 纯 分 支 ， 
使 得 
Z(1; z) = 1. 
定理 5.1 BH Z(s;z) 在 圆 盘 |s — 1| < 1 上 全 纯 , 具有 Taylor RX 
(5.6) Z(s;z) = 5 OE —1), 
j20 


其 中 (a) 是 z 的 整 函数 ,对 任意 A > 0, s > 0 满足 上 界 估计 


(5.7) FED Kae(lte (izl < A). 
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证 明 ”由 Cauchy 5 


» Z{s: 2) 
sn z)- Oni af. yar (8 158 ds, 


题 设 的 所 有 结论 由 C(s) TE|s 1| < 1 上 非 零 的 事实 立 得 . 事实 上 , 众所周知 
半 平 面 r > 0 中 模 长 最 小 的 非 显然 零点 是 


o=4+i14.13472..., 


W, Titchmarsh (1951) 第 十 五 章 . 出 于 完整 性 的 考虑 , 给 出 在 ls -1 < 1 上 
C(s) 40 的 一 个 简短 的 证 明 . 由 分 部 积分 和 (3.17) 推出 


1 co Bj(t) 
(8) = y+ b+ he been [92 dt. 


倘若 6(s) 具有 使 得 le- 1| < 1 的 零点 o = Br iy, 由 对 称 性 不 妨 设 6 2 1.7 
虑 到 |B2(t)| < B = i 的 事实 , dE EXP s= o, 得 


1+3- Df1+ de- ooo f <7} = 0, 
其 中 [0| < 1. 从 而 
1 < $le—1|{1+#lel+#le(et+1)|} <3{1+3+5}=1, 
FJA! m 
由 定理 3.21, 存在 正 绝对 常数 c, 使 得 〈(s) 在 不 等 式 
(5.8) o Zl-—c/(1-4In* |r|) 


定义 的 区 域 中 非 零 . 直至 本 章 末 , AD 表示 (5.8) 中 定义 的 区 域 除 去 实 线段 
[1 一 c,1] 后 得 到 的 单 连通 区 域 . 其 上 有 解析 延 拓 


(5.9) C(s) = sZ(s;z)(s— 1) * (s € D). 


此 外 定理 3.22 的 上 界 估 计 |logC(s)| < Ing |r| + O(1) wH, 对 任意 常数 A > 0, 
有 


(5.10) C(s)* A (1--In* |r|}4 (lz| 和 A, s E€ D, |s — 1| > 1). 
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§5.2 ”主要 结论 


现在 可 证 明 主 要 定理 , 它 对 足够 接近 于 C(s) AKER Dirichlet 级 数 给 出 
了 系数 和 函数 的 估计 , 这 与 素数 定理 相当 . 

此 结果 的 诸多 应 用 , 以 及 其 表述 的 一 致 性 , 说 明了 在 其 中 出 现 较 多 的 参数 
应 不 足 为 奇 . 为 明确 起 见 , 引进 如 下 记号 . 

设 zeEC,co>0,0<56<1,M>1,F(s) 是 Dirichlet RR. F Dirichlet 
级 数 

G(s; z) := F(s)c(s) 7 

E o 2 1— co/(1--1n* |r|) 上 可 延 拓 为 全 纯 函 数 且 在 其 上 满足 上 界 估计 
(5.11) IG(s; z)| < M(1 + |T|) 5, 


则 称 级 数 F(s) 具有 性 质 P(z; co,6, M). 
4 F(s) RAEE P(z; co,6, M)， 且 存在 非 负 实 数列 {bn}, HE 
lan| < bn (n = 1,2,...) 且 使 得 级 数 
bn 


n° 
n2l 


RTE w 满足 P (w; co, 0, M), WER F(s) À T(z, w; co, ô, M) 型 的 . 以 下 应 
注意 到 若非 负 系 数 级 数 具 有 性 质 P(z; co, ô, M), 那么 它 显然 是 T(z, z; co, 6, M) 
型 的 . 

在 G(s;z) 的 全 纯 区 域 中 令 


(5.12) GK) (s; z) := 2 cls; z) 
及 
E LG: 
(5.13) ME rz 2 ie Ga), 
其 中 *;(z) 是 定理 5.1 PU BEES SE ema. 若 用 原点 处 的 Taylor 展 式 
(5.14) SPEED IY as — (e < min, co)) 


k20 


来 定义 序列 {ue (2)) o 便 得 


o (2) 
(5.15) Ak(z) = T(z X (k € N). 
为 简洁 计 , 以 下 对 z > 1, a > 0, > 0, 令 
N+1 
ae Ry (2; a,b) :=e * n7 + Gre J | 
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定理 5.2 3X F(s):— yy, an/n° À T (z,w; co, 6, M) Æ Dirichlet 级 数 . 
at z23,N20,A»0,|z & A, [ul < AA 


(5.17) > an = (nay `> E + O(M Ry(z)) } 


nic Ox k« 


其 中 Rn(z):= Ry (2; 01,02). 正常 数 01,02 以 及 Landau 记号 中 的 隐 含 常数 至 
多 依赖 于 co,6 和 A. 


在 下 一 章 (86.2) 中 将 看 到 如 何 利用 (5.17) 中 对 M 的 一 致 性 . 对 N 的 一 


致 性 同样 重要 . 比如 考虑 z € Z 的 情形 . (5.15) 推出 当 > z 时 Ag (z) = 0. 选 
取 N 极 小 化 (5.17) 的 余 项 . 对 于 N := |(Inx)/ec] 可 得 


2 an = r(Inz) {p(—— =) +O (Mee vine), 
其 中 P 是 至 多 z -1 次 多 项 式 .，. 
习题 195 (第 250 Ji) 中 直接 研究 了 一 例 这 类 情形 .其 结论 对 应 于 定理 
5.2 的 一 个 显然 推论 . 对 an := |{m > 1 : y(m)= n}| 的 选择 有 


F()- Y. EC = ¢(s)G(s), 


其 中 
Hesse) (c > 0). 
容易 证 明 的 上 界 估计 


G(s) « (In |7|)9? (I| > 7, o > 1 —1/1n|r}) 
说 明了 对 任意 固定 的 6 < 1, F(s) 是 7T(1,1;1,0, M(6)) 型 的 , 其 中 M(6) RK 
MT 6. 由 于 
Mo(D = G(1) = ((2)c(9)/€(6) ~ 1.943 6 

是 À4(1) 中 唯一 非 零 的 数 , 命题 得 证 . 

定理 5.3 (Bateman, 1972) 存在 正常 数 c AS x > 1, À 
(5.18) ln 21: y(n) < z}| = a 十 O(ze-ymz)， 

注意 到 将 p(n) 换 成 oln), 或 更 一 般 地 , 换 成 任意 使 得 

f(p)-p»'-0Qp"?) (vèl) 

的 正 值 乘 性 函数 (6 > 0) 时 , 由 定理 5.2 可 得 出 类 似 的 结论 . 
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$5.3 ”定理 5.2 的 证 明 
it 是正 常数, 使 得 c < co 且 使 得 C(s) 在 区 域 


o Z1-—c/(1-In* |r|) 


知 对 s € D, |s 一 1| > 1, |z| < 4 一 致 地 有 
(5.19) F(s) <4 M(1--In* Ira + |r|)! «A5 M(1+ |r):- 5/2. 


4 4(z) := DER 由 Perron 公式 (2.10), 有 


zr 1 &-Fioo í 
A(t)dt = — d 
J'aoa- FO 


ds 
s(s 4- 1)' 
KP k=1+1/Inx. $T 51J]2&, 以 后 再 确定 其 值 . 由 留 数 定理 , 可 将 积 
分 线段 [< — 这 ,< + iT] 换 成 中 连接 其 两 端点 的 任意 路 径 . 这 里 选择 对 于 实 轴 
对 称 的 路 径 , 其 上 部 包括 由 包围 5 = 1 半径 为 >= 1/(21n x) 的 圆 与 连接 1 一 + 
和 1 — lc 的 线段 组 成 截断 的 Hankel 围 道 , 以 及 0 <r <T 上 的 曲线 


g=ao(T):=1- #c/(1 +lnt7) 


加 上 水 平 线 段 [o(T) +iT, « -- iT] 组 成 (如 图 11-3). 
将 看 到 截断 的 Hankel 围 道上 的 积分 具有 主要 贡献 . 
利用 (5.19) 立 知 竖 直 射线 [k + iT, & + ioo[ 上 的 贡献 4,5 Ma?T-9/2. 
同样 的 上 界 估计 对 水 平 线段 [lo(T) + iT,« 土 上 的 贡献 亦 有 效 . 最 后 ， 
曲线 o = o(r) 上 的 贡献 


T 
«& A,6 Me) (1 qup) 5e dr «A5 Meteo), 
0 


VER T = exp y (c/f) Ina, Xf x > xo, 18 


(5.20) [ A(t) dt = (x) + O(Ma?e- vins), 
0 
其 中 
1 s41 ds 
(5.21) $(z):— z; J rO P ay 


这 里 及 证 明 剩 下 的 部 分 中 约定 无 论 是 具体 或 隐 含 的 常数 均 至 多 依赖 于 co,6 
及 A. 


85.3 ”定理 5.2 的 证 明 


图 I-3 F(s) = ¢(s)*G(s;z) 的 积分 路 径 
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以 下 只 须 研究 (5.20) HEM O(c). BRE Rt 上 关于 z 的 无 穷 阶 可 


REX, 特别 地 , 有 


&/(z) = = f F(sa* Ë, $(z) = = i F(s)z*-! ds. 
r I 


3? se D, A 
(5.22) F(s) = sG(s; z)Z(s; z)(s — 1)~*, 
从 而 由 (5.6), (5.7) 及 (5.11), 得 

F(s«M|s-1|^ (ser). 
H r =1/(2Inz) 得 
(5.23) $"(z) € M(Inz)^. 


“sel 时 , (514) Al 


G(si 2)2(s;2) = STO) y^ ues- 1 


k20 


其 中 


mle) x X COGO- (keN) 


h+j=k 
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另外 , 由 于 G(s;z)Z(s;z) 全 纯 且 在 圆 盘 |s — 1| <c 中 为 O(M), Cauchy 
公式 推出 
(5.24) px(z) < Me™ (k > 0). 
注意 到 工 包含 于 圆 盘 |s -1| < 3c 中 , 对 于 seET,N>0 有 


G(s;z)Z(s;z)= M. m(2(s-1*-O(M(s-— 1/c)"*). 


O<k<N 
从 而 
(5.25) $'(z) = ` Ime x | z*(s — 1)*7? ds + O(Mc^ R(z)), 
O<k<N 
其 中 


R(x) := f |z*(s — 1) +172] ds] 


l-r 
« / (1 = g) "bee un do 十 pitrpN*2-Rez 
1—c/2 


十 
« | f 
1 


2 


oo 


c4N + r 


« z(In z)Fe*- NC?T(N + A +2) «z(Inz)?^! ( ls 


换 元 w = (s — 1)Inz, 依 推 论 0.18 的 记号 , 有 
ES z*(s— 1)*-7ds = — (Inz)*-1-* f We ?ev dw 
ani r 2ni (iclnz) 


+ O((csk + 1)fx-4) } 


= z(In oa 


1 
I'(z — k) 
(5.25) 的 主 项 于 是 等 于 


za Y we + O(n)}, 


O<k<N 


其 中 


"zm we LT) < A Y Haas) 


O<k<N O<k<N 
M ! N—k 
Renal omis. 


O<k<N 
M ( 5c6 ) «(£m 


x ~ra . SAAN 
xe/20 clnz Inz 
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FRA (5.25), 得 


(5.26) (x) = z(In jeu 5 S t o(M(S + Dy) } 


O<k<N 


将 用 (5.20) 及 (5.23) 证 明 O(c) 是 4(z) 恰当 的 逼近 . 为 此 引进 参数 h, 
0 « h « iz, 并 应 用 (5.20) F x K x+h, 18 


(5.27) f iu A(t) dt = (x + h) — ®(x) + OUMz2e-cvinz). 
而 由 (5.23) 推出 
! 2 : " 

(5.28) O(c +h) — O(c) = h®'(z) +h f (1 — t)" (x + th) dt 

= h'(x) + O(MRh? (In z)^). 
于 是 有 
(5.29) A(z) = &'(z) + o (ME ovine + Mh(Inz)^ + =), 
其 中 


z+h 
L:- f |A(t) — A(z)| dt. 


证 明 的 现 阶段 要 用 到 对 应 的 级 数 具 有 性 质 P(w; co, 6, M) 的 假设 . & 
B(t) := 2 ngt bn; 有 


(530. L< f TT (B( — B») dt < f "^^ B()dt— f | Bit) dt. 
I r r—h 


而 对 序列 (b.)oo., 的 假设 推出 存在 无 穷 阶 可 微 的 函数 ©, 满足 (5.28) 并 使 得 
将 A(t) 换 成 B 及 将 更 Hem ©, 后 (5.27) 仍 成 立 . 由 (5.30), 这 推出 


L < Maz?e- V^? 4 Mh? (Inz)4. 


也 就 是 说 , 适当 改变 cs 的 值 后 可 在 (5.29) 的 余 项 中 删 去 L/h 那 一 项 . 选取 
h := zexp(- (cs/2) In), 得 


(5.31) A(z) = ®'(z) + O(Mze- ovins), 


联合 (5.26) 及 (5.31) 便 得 定理 5.2 的 结论 . 
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65.4 ”主要 定理 的 一 个 变 


现在 将 证 明 与 定理 5.2 同类 的 一 个 结论 , 其 中 将 级 数 
gz(n) 


n° 


(5.32) G(s;z):— C(s) ^F(s) = 
n21 
解析 延 拓 的 假设 换 成 关于 其 在 s = 1 处 导数 (可 以 是 分 数 次 ) 的 收敛 性 . 以 下 
还 沿用 (5.16) 的 记号 . 
定理 5.4 iE F(s):— Enz an/n° 是 在 o > 1 ERS Dirichlet 级 数 . 
假设 存在 复数 z 及 整数 N > 0, 使 得 


(5.33) = DICA nj ose) < oo, 
n21 
# F w:= max{1 一 Rez,0}, 那么 对 |z| < À À 
639 Dasem adv Rr) } 


nir OSk<N 


其 中 RN(x) := Rw(z;01,02), 61,02 是 至 多 依赖 于 A 的 正常 数 ; SEO kN, 
Ak(z) 的 定义 见 (5.13). 


iE ”特别 地 , A Dirichlet RAW G(s;z) 的 不 超过 N + 1+ [wl 阶 导数 在 
s = 1 处 绝对 收敛 , 那么 条 件 (5.33) 成 立 . 


证 明 ”首先 , 上 界 估计 
|rz(m)| < nj (n) (nes 2,555) 
保证 了 对 某 正 绝对 常数 co, C(s)* 是 T(z, |z|; co, 1, 1) 型 的 , 故 可 应 用 定理 5.2 
FRE C(s)?. > 


(5.35) Tomo» me) 
n<T 
得 


(5.36) T(x) := ana) ` TESTES + Oa(Rn (2; casca))}, 
O<k<N 


其 中 yk(z) 是 定理 5.1 PHIR RŽ, cs, ca 是 仅 依赖 于 4 的 常数 . 
现在 由 卷 积 关系 an = Tz * gz(n) (n = 1,2,...) 得 


A(z) >》 T, (m)g; (n) a D gz(n)T; (z/n). 


mnc n<T 
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AFR 1<2<24 T,(x) = 1,45 
(5.37) A(t) = >》 g,(n)T,(m/m)* M. g.(n). 


n<z/2 r/2«nxzr 
用 (5.36) 来 估计 T(x/n) 便 得 到 题 设 结论 . 将 多 次 用 到 以 下 对 所 有 y > 1 及 
Och« N+1+w 成 立 的 估计 


N+l+w—h 
sd ` (In3y) N99 


这 由 Hyw(z) 的 定义 及 显然 的 上 界 估计 


p > (n3n\N++w 
(In n)" < (= a) (In 3y) (n 2 y) 
立 得 . 
Xt h = 0, y = 2/2 应 用 估计 (5.38), 推出 
ies eo Hy(z)zx 
> 9 <z >， (nzjw+ifw 
eee n»r/2 


35h, N = 0 时 的 (5.36) 给 出 


T(z) Ka z(Inz)^^! (x > 2), 


从 而 对 zx > 4 À 
Re z 一 1 
T gzin 
E «wn())« D (ns) 
V/zrz«n&z/2 Vr<n<z/2 
<a, x(Inx) 1*" »» ig eot <a, 2" Hy(z)z(In x)? NT? 


Vri<n<z/2 
其 中 最 后 一 个 上 界 估 计 源 自 h= 0, y = Vz 时 的 (5.38). 将 这 些 估 计 代 和 人 
(5.37), 得 
(5.39) A(x) = ` g-(n)T: (= ) + O4(2" Hy (z)z(In z)*^N-?). 
n<Vz 
(5.36) 显然 推出 存在 正常 数 cs = cs(4) 及 ce = co( A), 使 得 对 n< Vz 有 
(5.40) T, (=) E at: > a k) (in 38 =~ F Oa (Ru (2; essen) } 


O<k<N 


在 上 式 中 将 (Inz 一 Inn)*-*-1! 的 项 用 广义 二 项 式 公 式 展开 并 代入 (5.39) 便 得 
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Xt El <5,0<k< NA 


(1 -£y*3- Y |. = “a ) (-£)" + O4 (aN|g| N75). 
O<h<N—k 
对 半径 为 2/3 的 圆 盘 用 Cauchy 公式 来 上 界 估 计 二 项 式 系 数 便 立 即 得 到 上 式 ， 
细节 略 去 . 选取 5 = (Inn)/Inz, 并 用 由 (5.7) 及 工 -函数 互补 公式 得 出 的 上 界 
估计 
T (2) 

kIT (z — k) 

得 (5.40) 的 主 项 可 写成 


C a e a 


0O<m<N h--k—m 


«&A(cN-1N  (|zg «A 0«kx«N) 


+ O((caN + 1)"(nay-*-*(nn)"*4) | 


的 形式 . ERA h+k=mFA 


n= uL y pee 


nz 0<m<N +h= kth ! 


+ O(HN(z)RN(z; cs, co) n 


由 (5.38), 对 每 个 h, 内 部 对 n 的 和 式 等 于 


GO) (1; z) + O4 (2^ Hw (z)(In z)^-N-717v). 


上 式 的 余 项 于 是 
<a 2^ Hy (z)a(In z) N 9-2 Do MCE (=) 
<a Hy(z)s(Inz)*-! (29 Hy. 
这 样 便 证 明了 
2» sem (=) = x(n at Por ne + OA (Hx (z) Ry (x: 6) } 


FH (5.39), 定理 得 证 . 口 


注 记 


$5.1 用 复 积分 方法 还 可 处 理 Dirichlet 级 数 具有 不 同 于 形 如 本 书 中 讨论 的 
(s—1) 7 的 奇 点 的 情形 . Delange (1954) 给 出 了 


(s - 1) (08) 


型 奇 点 的 估计 , Kw ER, k 是 非 负 整数 , 见 定理 7.28. 在 习题 210 中 简 述 
适用 于 形 如 


eM (s-1) 


的 奇 点 的 估计 . 在 这 两 种 情形 下 , 假设 在 奇 点 的 邻 域 (或 除去 某 半 直线 后 的 邻 
域 ) 内 可 解析 延 拓 是 非常 重要 的 . 

除了 在 ylz) = 1 的 情形 下 , 看 起 来 难以 给 出 yj;(z) 简单 的 表达 式 . 由 
C(s) Æ o > 0 上 的 解析 延 拓 


(s) = — zi ® dt 


即 得 对 j 21/8 = " 
wa) =a! [ (777. 

特别 地 , 51 (1) = y — 1, 其 中 > 是 Euler 常数 . 

85.3 Bateman 的 (5.18) 余 项 的 精确 形式 是 < rexp(—ciaVInzln; r}, 其 中 
ci 是 < 3V2 的 任意 常数 . 在 本 章 的 方法 中 稍微 改变 积分 围 道 后 便 可 得 到 相 
同 的 结论 . Balazard 和 Smati (1990) 证 明了 用 初等 方法 亦 可 达到 同样 的 目的 . 
Balazard 和 Tenenbaum (1998) 用 复 分 析 方 法 证 明了 对 适当 的 常数 c > 0, 余 
项 € zexp(—c(In x)3/5/(Ing z)!/5). 特别 地 , 这 推出 


an :— |(m : e(m) 2n)| < ne /nm (n> 3). 


Erdős 于 1935 年 证 明了 存在 ô > 0 使 得 an > n? 对 无 穷 多 个 整数 n R. 他 
猜想 该 结论 对 所 有 5 < 1 成 立 . 同样 , 他 还 提出 了 (5.18) 的 余 项 对 于 适当 的 
正常 数 c 是 

Q(ze- «0n z)/ ln2 R) 


的 猜想 . 
$5.4 此 处 广泛 地 参考 了 Delange (1971) 的 证 明 , 并 明确 指出 了 余 项 如 何 依 
MT M AN. 

倘若 Hankel 围 道 圆周 半径 趋 于 0 时 相应 的 圆周 部 分 上 的 积分 在 9 (x) 
中 的 贡献 也 趋 于 0, 那么 (5.31) 给 出 了 4(z) BERRA. 比如 在 定理 5.2 
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的 条 件 下 假设 Rez < 1 — e, 便 得 到 
A(z) = [ a tot; “= + O (ze- avis), 
0 


其 中 cig 和 cig 是 仅 依 赖 于 4 Al 的 常数 , a(t; z) 是 [0,03] 上 的 连续 函数 ， 
其 定义 为 
a(t; z) = M Zü - t5 z)G(1 — t; 2). 


注意 到 从 (5.17) 出 发 , 选取 适当 的 N = N(z) > oo, 利用 (其 中 X := cna) 


1 sin nz k sin nz k f A oues 
— oL t z dt N — 
G A . (-1)"T(kK+1-2z)= = —(-—1) À e + ART, 


并 在 (5.17) 中 交换 求 和 与 积分 亦 可 得 到 同样 的 结论 . 


习题 


200. 令 f(n) 为 乘 性 函数 , 满足 f(p) = o, f(p") <p” (v > 2), HP 6 « 5. 
计算 f(n) 的 和 函数 . 

201. $ g(n) 为 将 ”分 解 成 形 如 p —1 (p 为 素数 ) 的 相 异 整数 之 积 的 方法 数 . 
估计 27n<zg(m). 

202. 对 z>2,1< gsz 一 致 地 估计 》 1/r(n). 


ngz, (n,g)=1 
203. 令 入 > 0. 证 明 渐 近 估 计 


"»C Xe 人 = of 5 jet) (x — oo) 


n<T n&z 
成 立 当 且 仅 当 入 = 1. 
204. 提出 对 0 < t < 1 一 致 成 立 的 Y^ e. ns ! 的 渐 近 公式 . 用 积分 推出 
i >. 1/w(n) 
1<n<z 
的 一 个 估计 . 


205. 利用 习题 204 的 方法 估计 Yes es HN)? wln). 

206. FALE, 估计 Y, ence p(n)/u(n). 

207. 定义 数论 函数 r(n) 为 将 整数 n 表示 成 n = [a,b] (a > 1, b > 1) 的 方法 
AC 
(a) 计算 r(p"). 证 明 r 是 乘 性 函数 . 或 按 定义 直接 证 明 , 或 先 算 Lan rld) 
(b) 证 明 对 任意 6 > 0, 存在 两 个 常数 G) 和 y(6), 使 得 


(5.41) 2 TFT (Inz) T oV (8) sol )} 


1<n<z 
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具体 算出 它们 的 值 , 并 指出 余 项 如 何 依赖 于 6. 
(c) 将 (5.41) 作为 8 的 函数 在 [0,+cof 上 积分 , 证 明 
1 Krzr 


In r(n) "nz E 


1<n<z 
并 计算 常数 K 的 值 . 


208. (a) ix f M g 是 乘 性 函数 , 使 得 f(p) = g(p) 对 任意 素数 p 成 立 , 并 使 
得 对 任意 wv > 1 及 =s >0, 对 p 一致 地 有 |f(p")| + |g(p^)| Ke e". 


另 假设 
inf 》 s(p^)z"|» 
Tm v20 
证 明 存在 常数 M 及 在 o > 3/4 上 收敛 的 Dirichlet 级 数 H(s), 使 
得 
f(n) g(n) 
se Holm YD A) _ grs) = (o> 1). 


(b) 对 9€ R,n € N*, $ r(n,9) := Eam d?. 证 明 对 任意 pc P, cR 
有 |r(p,9)|? = 2 + 2cos(91n p). 适当 利用 问题 (a) 的 结论 , 证 明 对 
o>1veEeRA 

ho = E MOONE L eyes i9) (s — 10) 2H) 
其 中 Hs(s) EKS Dirichlet 级 数 , 在 半 平 面 c > 2 NÉ. 推出 
对 [01 < 1, 存在 常数 a > 0, 使 得 在 co(r) := a/In(3 + |r|) 的 记号 
F, 函数 Fols) 在 区 域 


D := {s | o 2 1-o4(7)) ([1—o«(0)--i9, 1--19]U[1—o4(8) —i9, 1—10]) 


上 可 亚 纯 延 拓 . 
(c) HERBY |1—p'’-*| = (1—e5/p)4/1 + s2/(p 一 cp)2 EP cp := cos(?1n p), 
sp :二 sin(9 In p). 证 明 


82 1/2 1 十 cp 士 c o+ 
H. (1) = I] 1- ——L—2 + 2?) 
ý II gx) ( p? p? ) 


并 推出 对 || <1 有 Hs(1) > 1. 
(d) 证 明 对 任意 整数 n > 1 有 r(n) < 2074, asym! 推出 对 m > 1, 
VI <y<T _ 致 地 有 


25 T(n) € ylnz. 


In-z|&y 
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(e) 证 明 对 723,0 € RH 


pn, — 1 fen ,ds Ims 
D(z;9):— 2c XT Som ae Fs(s)x p 十 O(ze ) 


其 中 了 := ent a := 1+ 1/Inz. 

(f) 以 下 假设 /imz < [0| < 1. 将 积分 线段 左 移 至 0 = 1 一 30o(T) 并 
引信 围绕 平行 线段 [1 — 0, (0) 19,1 + id] 的 半径 为 7 := 1/(21nz) 
的 截断 的 Hankel 围 道 . 特别 地 , 令 


S4 := {o +i(9 +0) : 1—oa(¥) &o&1-r), 
C := {1 +ib + re? : =T <p<T}, 


并 定义 正定 向 的 Hankel 围 道 H := S_UCUS,. 证 明 存 在 常数 
b > 0, 使 得 当 z > zo(b), 1/ Inz < || < 1 Ef, A 


D(x;9) = z|C(1 + i9)| H5 (1) + 2Re I(x; 0) + O(ze-* I7), 


其 中 


E 


1 
I(x; Ô) := = a Fs(s)z? 


C(1 + ido + w) = C(1 + i99) (1 + O(|w|/99)]. 
推出 


gitið 
I(x: 0) = m {1 + Osis) t 


其 中 A(O) := C(1 +: i) C(1 + 219) /" H5 (1 + 18)/ (1 + i$). 
(h) 证 明 ， 
f D(x; 0) dû > ln x. 
0 
209. Hooley A- 函数: 均值 下 界 估计 .对 n> 1,ue RR, 今 
A(n, u) := >» 1, A(n) := sup A(n, u). 


ucR 
d|n 
et V2eggetti/2 


w(u) := T w(0)ei?" dY = max(1 — |ul, 0) (u € R), 


© M Hall 和 Tenenbaum (1982). 


210. 
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证 明 J. w(9)|r(n,9)|? dd < 2A(n)r(n) (n21). 
(b) 由 上 , 从 习题 208 (h) 中 的 渐 近 下 界 估 计 得 出 


5 A(z) > zlnoz. 


n&cr 


W F(s) := >>, an/n° 是 非 负 系 数 Dirichlet 级 数 , YE o > 1 EWM. 假设 
F(s) 可 连续 地 延 拓 到 o= 1, s #1 ZE, 并 在 去 心 圆 盘 上 0 < [s 1| «c 
全 纯 . 还 假定 该 延 拓 满 足 条 件 

(i) a aua (c21,T21) 

(ii) F(s) = ep (> ;) 2 E (0 « |s—1| < c), 

其 中 6 el0,1[ 固定 , 入 > ga H Tant” 是 收敛 半径 至 少 为 c WRR. 
4 A(z) = Vinge an- 


(a) 证 明 
[ A(t) dt = zi f F(s)z**! CEST g +O) 


其 中 C 是 半圆 周 s = 1-307, -$«9« 5. 
(b) 在 上 述 积分 中 作 变 量 替 换 s = 1+4, 证 明 存 在 Laurent 级 数 L(w):— 
ao + Enpi n/w”, 当 lw| 足够 大 时 收敛 , 且 使 得 


f | A(t) dt = F(a) +0(2?), 
0 


其 中 


N E dw 
I(x) := Oni Ja exp(w Inx + Aw) L(w)-; (R > Ro). 


(c) 以 下 选取 R:= V(mnz)/ 人 . 证 明 I(x) 无 穷 阶 可 微 , A I'(z) 中 在 区 
EÈ |r| < (Inz)!/? 上 积分 的 贡献 


€ rexp{2VXln x — A"? (In z)!/9). 


(d) 对 于 |r| < (nx)? 将 函数 (Inz)/w + Aw Taylor 展开 到 第 4 阶 , 证 
明 I'(z) 中 区 域 |r| < (Inz)!/2 上 积分 的 贡献 为 
A14 e2vAlnz 
WE (nz)3/4 leo d o(-=)} 


(e) 证 明 I(x) « I'(z)/a. 
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(f) 利用 A(t) 的 单调 递增 性 , 由 前 述 结论 得 出 
AMA Q2 Ana 1 
2% (Inz Gaya i + o =) }. 


211. Oppenheim “2k a9 > AF” je] 3. 
Xt Q(n) 为 将 ”分 解 成 > 1 的 因子 之 积 (不 计 次 序 ) 的 方法 数 , 亦 


A(z) = 


Bp 
Q(n) := ass...) : I L^ = n}. 


j22 
(a) 证 明 Dirichlet 级 数 F(s) := 0,5, Q(n)/n° 可 表示 为 乘积 
F(s) = Il (1 一 x) 


(b) 证 明 F(s) 对 入 = 1 满足 习题 210 的 条 件 . 
(c) 证 明 Oppenheim (1927) x 


e2Vinz 
> Q(n) = rl + o(-=)} 


nir 


212. Diamond (1984) 的 一 个 定理 . S Fo(n) := 6(n).9 Xk 21, & 


Ut FRB BR, 定义 为 F(n) := Divo Fk(n)/k! (n > 1). 
(a) 证 明 


n$lnn 


Y = ¢(s)emp{ - D (c > 1). 
(b) 证 明 渐 近 公式 Dnc F(n) = Kz + O(ze-* ^7) (x — oo), 其 中 


— exp { 30 — A(n)}/( (ninn)} ~ 1.242 92. 


n22 


213. 证 明 对 z > 2, T > 0 一 致 地 有 
JS 1<z27/vVinz. 


n&zr,w(n)«T 


Q 见 第 一 部 分 82.3. 
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利用 整数 n 的 固有 分 解 n = qs, 其 中 ula)? = 1, (¢,8) =1, p| s => p? |s, 
证 明 对 任意 固定 的 整数 k > 1 有 


1 = cx + O(z/ Vn x). 


n&zr,k|r(n) 


对 任意 素数 p, 将 1 — cr 写成 Euler 乘积 . 


214. SAME. XIneZ,qeN', S rln) 为 n 的 模 q 剩余 类 在 [0,9[ 中 
的 代表 元 . AE MEN, NEN*,S 


E(M, N) := |[n €] M; M + N] : VpeP,0<1,(n) < 2p)], 


并 记 Ew := supy>0 E(M, N). 在 此 将 提出 当 N 一 oo 时 Ey 的 一 个 上 
界 估计 . 

(a) 证 明 E(0,10) — 

(b) 3X 9 为 乘 性 函数 , 定义 为 


( 
(d 


vpeP o(p) =P a") =0 v>?) 


证 明 g(p) = i--O(1/p) (pe P). 推出 


(1-82) (1 I) =14 "oa i tx) (s = cir, c > 0, p € P), 


并 证 明 存 在 函数 H(s), 在 半 平 面 c = Res > 3 上 全 纯 且 有 界 , 使 
得 Dirichlet 级 数 G(s) := 2 n21 9(1)/r? 在 区 域 
i : RR sup 
Di=fs=o+ireC:0>1 pin yr’ g [1 11} 
上 具有 形 如 G(s) = H(s)¢(s)'/? 的 全 纯 延 拓 , 其 中 c 是 适当 的 正常 
数 . 


c) 当 Q — oo 时 估计 L(Q) := Zaxo 9(9)- 
) 用 大 筛 法 不 等 式 , 证 明 


oe a e E 


其 中 H := IL + 9(p)/p) (1 - 1/p)' 
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在 此 将 用 上 一 章 的 结果 , 尤其 是 定理 5.4, 来 解决 两 个 具体 的 算术 问题 . 


861 RAFPRA k 的 整数 
由 素数 定理 对 k > 1 作 归 纳 , 易 证 对 任意 固定 的 k, 有 


x (Ing 27) E 
lng (k—1)! 


Ny(z) := (n < z : Q(n) = k)| ~ (x — oo), 
Ji, Landau (1909). 同样 的 结论 对 函数 
T(x) := |(n < z : w(n) = kj| 


也 成 立 . 


从 而 数论 函数 Q fU o 在 [0,2] 上 的 局 部 分 布 与 参数 为 nz z 的 Poisson 
分 布 类 似 . 然而 , 34 k BÉ x 趋 于 无 穷 时 , 用 归纳 法 研究 nrl) 或 Nez) 的 渐 


近 性 质 则 是 高 度 技 巧 化 的 , D Sathe (1953, 1954). Selberg (1954) 设想 另 一 种 
方法 , 比如 在 win) 的 情形 下 将 nrl) WA 
(6.1) PA i 
中 zh 的 系数 , 并 使 用 Cauchy AR. 这 样 的 纲领 则 要 求 对 (6.1) 有 精确 的 估 
计 , 此 即 是 定理 5.2 或 定理 5.4 所 提供 的 . 
FXE, AA Dirichlet 级 数 
w(n) " 
F,(s;2) := V7 5 _ I (1+ ee -) (o > 1), 


nzi 
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那么 函数 
G1(s;z) := Fi(s;z)G(s)- «TI: ——) (1 7 iy 


p 


可 展 成 Dirichlet 级 数 
Gi(siz) = >> uu 


, 
ns 
nzl 


其 中 bs 是 乘 性 函数 , CERRO Ito ER 
1+ Doerr = (+ 证- (< 


v21 


来 定义 . 特别 地 , 有 


(6.2) biz(p) = 0 
而 且 由 Cauchy 公式 推出 对 |z| < A 有 
(6.3) ls (p^)| « M-2"7?  (vz2) 
其 中 
M=M(4)= Y | rt 
| lzI€ A. lé1<1/V2 
由 关系 (6.2) 和 (6.3) 推出 对 o > À À 
biz M 
Sy 2 ew So WH za 


p v21 


其 中 C 是 绝对 常数 . 由 定理 1.3 知 Gi (s; z) TE o> 3 1 上 绝对 收敛 ， 且 对 oz 3 


有 


Gi(s;z) «A 1. 
于 是 定理 5.2 的 条 件 满足 , 故 可 断言 以 下 结论 . 


定理 6.1 对 任意 正常 数 A, 存在 正常 数 cl = cl(4) 和 ca = ca(4), 使 得 


3} z 23, N 20, |z| < A-AA 
(64 Dem =atnay'f D RO, road) 


e o<k&N 
其 中 
(6.5) Ry(a) := e7 Vme + Cie ae 
(6.6) de (Zz) := Te TGH, 2. Eel (1; z)y; (2), 


?ji(z) 是 定理 5.1 中 定义 的 整 函 数 . 
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必须 注意 对 任意 上 有 NAk(0) = 0. 特别 地 , 有 
(6.7) No(z) = zA(z), 其 中 A(z) := 
当然 可 对 


G1(1; z) 
T(z+1) 


napit 
作 平 行 的 研究 . 在 
ce 一 Peak = TT (1 - =) (i -2y 
中 1/n* 的 系数 02, (n) 仍 是 n 的 乘 性 函数 , 由 等 式 
1 十 》 b2.(p")€" = zi 


vzi B ez 


定义 . 

如 前 , 仍 有 ba. (p) = 0. 然而 在 [bo (p")| 的 上 界 估计 中 应 考虑 到 上 式 右 边 
关于 oc 的 函数 仅 在 |El < min(1, 1/|z|) 上 全 纯 的 事实 . 对 任意 6, 0 < 6 < 1, 由 
Cauchy 公式 得 


b»4(p^) < M(d)(2— 4)” (lz| < 2 — 28), 


其 中 (psum 
M = : 
e) netics cp Lez 
|z|<2—26 


这 推出 Go(s;z) FE o > 1 一 co(6) 上 绝对 收敛 . 定理 5.2 于 是 给 出 如 下 估计 . 
定理 6.2 对 任意 Ô, 0<d6< 1, 存在 正常 数 C1 = cı(ô) 和 C2 一 c2(0), 使 
43} r > 3, N >0,|z|<< 2 一 6 一 致 地 有 


(6.8) 2S = z(Inz)^- | > ae + Os (Fax) 


nic O<k<n 


Ve (2) = GP (1; z)44(2). 


1 
T(z- esk cera , RIJ! 


如 前 ,有 (0) =0 (k20). & 
G»(1; z) 
T(2+1) 
从 (6.4) 和 (6.8) 出 发 , 由 以 下 一般 的 定理 便 得 到 要 求 的 mk(z) 和 Ni(z) 
的 佑 计 . 


(6.9) vo(zo) = zv(z), 其 中 v(z) := 
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定理 6.3 iX a.(n) 是 依赖 于 复 参 数 z 的 数论 函数 , 在 |z| < A 上 可 展 成 
FAX 
az(n) EN cx(n)z* (nem 152 e ih 


k>0 
AN È >O0 MRR. 假设 存在 N+1 个 函数 ji(z) (0xj«N)4El|z| «A 
上 全 纯 , 以 及 与 z 无 关 的 量 Ryle), KAN x S3Blz|< A À 


(6.10) Y a(n) = x(n z)- | > 2; t) 9 + o4dtw(2)]. 


nír 0<j zea 


MA, r>31<k< Alnor 一 致 地 有 
Ck(Z) : = >. cx (n) 


nir 
(6.11) - Q; k 
j,k (Ing x) (Ing x) } 
= — —— — — 十 OA Ry (7x) ) >, 
NLE (In z)? ( k! ) 
其 中 
(612) QO E uM 0X (0<j<N,k>1). 
m4£—k-—1 
倘若 还 假定 当 |z| < A 时 |hi(z)| < AN zr23,.1«k«Alnz- 一 致 地 


有 


(6.13) C,(x) = 


x(Ing z)*-! k—1 B-(k— D, z: x 
(k — rss Vez) + OA (Ina x)? Hale )) 
WEBB SEE (6.11). 由 于 主 项 是 (6.10) 主 项 中 z^ 项 的 系数 , 只 须 估 计 余 
IW. 由 Cauchy AÑ, 对 任意 7 < A, 该 项 
(6.14) P $ zRw(x) e B quer ppc ldz|. 
|z|=r 


Inz 


选取 := k/In x. A 


In T k an 
Re z1.1—k—1 2 k cos V 
f, Jin Z) ?|z| Idz] ( T ) | e 


is iis ok cos? 9 xe d 
eS" dy < 2 cos? dû + rx = 2 
I I TR 


1 
dt 
«o | e KU) — +n « 2I (I)e*k^ pm. 
0 vi-t 
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将 之 代入 (6.14) 即 得 题 设 结论 . 
当天 = 1 时 , (613) 与 N = 0 时 的 (6.11) 相同 . 下 设 k > 2. 利用 N = 0 
时 的 (6.11), 并 用 Cauchy 公式 估计 主 项 . 对 r+ < AA 
Qo,k(X) = zi) ho(z)e?* z7" dz. 
|z| 2r 


2ni 


M k< AX AY, TË r= (k 一 1)/X. 注意 到 


xt Xk-1 
DE = zX ,—k NT E SNP 

Ori Steer” 7" " ET RO ED) 

得 
_ho(r) P 
Qol X) = ora P dz 
gu f, oG) — hor) — (2 — DR ()e 2 de, 
ais 


右边 第 一 项 等 于 要 求 的 主 项 ho(r) X71 /(k 一 1)!. 为 估计 第 二 项 , 注意 到 大 括 
号 中 的 表达 式 等 于 


1 
Gan | (Le 


而 且 对 每 个 [0,1] 中 的 上 有 Ir t(z — 7) = |r(1 —t) +tz| & r(1— t) tr =r. 
于 是 相应 的 积分 的 绝对 值 


B 2x | B 2x 
< = | lei” re 1|2e7* cos 8 p3--k dy < ze f e(k-1) Mind — cos 0) d$. 
27 0 A 0 


用 
H 
2 | e*-D*/1— tdt + 27 < 20 (3/2)e 1 (k — 1) 97 + 2n 
0 


来 估计 对 3 的 积分 的 上 界 并 利用 Stirling 公式 , 得 


Fe S o(B 


X*-! k-1 
(k — 1)! ) 


(6.13) 于 是 得 证 . D 


用 定理 6.1、 定 理 6.2 和 定理 6.3 可 以 具体 算出 nu (x) 和 Ng (x) WAEA 
式 . 函数 ho(z) 的 角色 分 别 由 


(6.15) Xy CES 5 II (1+ ES (a 2 
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和 


(6.16) v(z) := T F1) Il e J Q = =) 


来 担当 . 
定理 6.4 iX 4> 0. 存在 正常 数 cl = (A) 和 ca = cz(4) 使 得 对 zy> 3, 
1 < k < Aln z, Ny>0 一 致 地 有 


em) soif D Puma our) 


OKI<N 


其 中 P(X) 是 至 多 大 一 1 阶 的 多 项 式 , Rw(z) 由 (6.5) 定义 . HAW, 有 


1 m 
Por(X)= > T (0) x*. 
m+l=k-1 `” 


另外 , 在 同样 的 条 件 下 , 有 


x (lIn2 x)*-! k—1 k 
ce) Be) = Inz (k — 1)! i m) * ous x) 
定理 6.5 给 定 5,0 <6<1. 存在 正常 数 cl = ci(6) 及 ca = cz(6), 使 得 


*]Iz23,.1«k«(2—-ó)n2z, N>0—KHA 


(6.19) Ni) = cl 5 Seis) aa Ry on 
0 


lng K (In x) k! 


其 中 Qjk 是 至 多 kk 一 1 阶 多 项 式 , Ry (x) 由 (6.5) 定义 . 特别 地 , 有 
Qo (X) = Ss; gu (0) X*. 


另外 , 在 同样 的 条 件 下 , 有 


rz (mx) 


k—1 € 
em merces C) ota] 


由 于 v(z) 在 z = 2 处 有 极点 , 为 使 (6.20) RZ, k < (2-6) Inez 是 自然 
的 限制 条 件 . 可 利用 该 事实 在 (2+ 6)nzz 和 k< 4lnzz 上 估计 Ni(a). 


定理 6.6 Æ&0<6<1,A>0. X x >3,(2+6)In2r Sk < Alr —& 
地 有 


(6.21) Nx(z) = 
其 中 


Ct 


{1+ O((Inz)^ a” /5). 


1 1 
c= TI (1 十 a) ~ 0.378 694. 


p>2 
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证 明 ce = e(A) 为 待定 正 参 数 ， 先 对 N = 0 下 的 (6.8) 在 圆周 
lz| =2-e 上 应 用 Cauchy 公式 , 得 


(6.22)  N&(z)— 2ni m 区 过 v(z)(In z)*-!z^* dz + Oc(z(2 — &) "(Inz) *), 


其 中 对 余 项 的 贡献 作 了 显然 的 上 界 估计 . 
M e=e(A) 足够 小 时 , XI k < Aln 有 


(22)"*(üns)-*'« 2-7 na nee < 25(lnz)L2. 


只 剩 证 明 (6.22) 主 项 的 估计 . 由 v(e) 在 2 = 2 有 留 数 为 -O 的 极点 知 该 
量 等 于 


æinx x 


C v(z)(Inz)^^!z * dz, 


最 后 的 积分 显然 
«s (In z)!^*(2 + 6)-* € (Inz)2^* (In z) "9, 


其 中 
n(5) := 21 (1 + 46) In (1 + 18) - 16} > i9? 
命题 得 证 . 口 


在 习题 217 中 将 推广 该 结论 至 较 大 的 大 值 , 即 Alno x <k € (Inz)/1n2 
的 情形 . 
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在 本 书 第 一 部 分 中 曾 给 出 了 关于 整数 n 的 全 部 因子 个 数 +(n) 的 均 阶 和 
极 阶 的 信息 . 一 个 自然 的 问题 便 是 这 些 因 子 是 否 依 某 分 布 律 位 于 区 间 [1, m] 
中 . 应 期 望 有 对 所 有 n 都 成 立 的 结论 . 在 此 将 着 手 于 从 平均 意义 上 来 
人 研究 它 . 

| ME n, 定义 D 为 依 概率 1/r(n) 取 值 为 (Ind)/ lnn 的 均匀 分 布 
随机 变量 , 其 中 d 为 遍历 n 的 +(n) 个 因子 构成 的 集合 . D, 的 分 布 函数 Fn 
定义 为 

F,,(u) := Prob(D, <S u) = : > 1 (0 € u « 1). 
T(n) d|n, d&n" 


显然 在 [0,1] 上 {Fi} 不 点 点 收敛 . 然而 Cesàro 平均 序列 
CN() : "t > F„ (u) 


n<N 
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在 [0,1] 上 有 一 致 极限 . 值得 注意 的 是 , 该 极限 是 一 个 为 专业 人 员 熟 知 的 概率 
分 布 一 反正 弦 分 布 所 对 应 的 分 布 函数 . 该 分 布 的 密度 也 数 是 1/n/u(1 — u). 
大 值 和 小 值 都 很 可 能 取 到 : 倘若 D 是 依 此 分 布 的 随机 变量 , 那么 


Prob(D < 0.01 zX D > 0.99) = 0.128. 


这 说 明 从 平均 意义 上 来 说 一 个 整数 含有 “许多 ”小 因子 (从 而 有 许多 大 因子 ). 
定理 6.7 对 任意 7z>2,0<u<<1l 有 


(6.23) 一 D F4(u) = — = arcsin yu + o( 


V zu 


"x 


该 结论 是 如 下 定理 的 简单 推论 . 


定理 6.8 4 h := ILep VP — 1)In (1/(1 — 1/p)) ~ 0.969. 3 x > 2, 
d21- S5» 


1 hz (3/4)°@) 
Pod 2 aa ^ zuo); 
其 中 9 是 某 个 使 得 
x 1 
(6.25) DEC = mue 


暂时 承认 该 定理 , 看 如 何 推出 估计 (6.23). 由 n 的 因子 对 Vn 的 对 称 性 
知 
F,,(u) = Prob(D, 2 1 — u) = 1 — Prob(D, < 1 — u) 


=1= Fa (1-u)+0( x3) 


4 S(z,u) 为 (6.23) 的 左边 . MERX n < x 求 和 并 用 d = 1 时 的 (6.24) fh 
计 余 项 , 得 


S(z,u) + S(r,1— u) = 1+0(—=) 


由 (2/m) arcsin yu + (2/x) arcsin V1 — u = 1 (0 < u < 1) Al, RD 0 <u< ; 
证 明 (6.23). 


(0 € u « 1). 
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既然 如 此 , 易 知 
1 
S(x, u) = 1 
23 5 T(n) din, d&n" 
1 1 
二 一 1 — 1 
= " ET T(n) | Az. d|n, 2. | 
1 1 
=. 2 2 zm — R(z,u) 
其 中 


1 1 1 1 
Ms Da) ON 


d&z*" m<zx/d 
(md) «d mgd») u 


1 d- u)/u 1 
eis 
z e ViXindi-o/ < < TE < insu DIT 


用 (6.24) 来 估计 (6.26) 内 部 的 和 式 , 得 


w(d) 
see D fotos (SAM) + of Fhe) 


其 中 用 了 u« i 的 事实 来 将 1/(Inz/d) 的 上 界 估计 为 O(1/ nz). 
将 (3)° 放大 为 1, 可 知 对 d 的 和 式 中 余 项 的 贡献 < 1/Vinz. 用 分 部 
积分 来 处 理 主 项 . 令 


G(t) := 》、g(n) = Oo )! (t > 1). 


n&et 


h = e dG(t) 
Vn c d\/inz/d TJo Vinz—t 


ulnz e-t 
=f ooi- amt (GS) 
1 f“"#1+0(1/(t+1)) 1 
= 元 人 m ate o(——) 


=f aay +O Fig) = erem + 0( —). 
故 (6.23) 得 证 . 


a 
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定理 6.8 的 证 明 引进 生成 级 数 
1 
Raes a. Usini. 
a 2. T(nd}ns 

虽然 函数 n r(nd) 并 非 乘 性 函数 , 通过 公式 

T(nd) = |a (CO + Up(d) 1) 

p 

仍 可 将 fa(s) 表示 为 Euler 乘积 的 形式 , 即 

OTT pol. 

fa(s) = IL ui gals) f(s), 


其 中 


se Im) uu) | 


palid ‘v>0 


对 每 个 d, gals) 是 在 o > 0 上 绝对 收敛 的 级 数 之 比 . 对 o > 2, 可 将 分 母 
的 绝对 值 用 一 个 正 的 绝对 常数 来 作 下 界 估计 : 


Lud 


—-vVs DY 1 E 
E EMT =1+m(i--)>14+m( 2) > 0. 
这 推出 对 > 14 


(6.27) alo < IT {+06} «c où 
p^ ||d 


其 中 C 是 绝对 常数 . 
现在 有 h(s) := fíi(s)C(s) 1? = Eny b(n)/m*, 其 中 b(n) EFA 


Y (p = Dit — 6? 


v20 


所 定义 的 乘 性 函数 . 特别 地 , 对 任意 pz 有 b(p) = 0 及 


b(p”) < (5) (522,3...) 


这 推出 h(s) Æ o > 雪上 绝对 收敛 . 于 是 对 于 z= 5 RM « (3/4), fals) 
满足 Selberg-Delange 定理 5.2 (或 定理 5.4) 的 条 件 . 考虑 到 (1) = h, 这 便 推 
出 g(d) = ga(1) 对 (6.24) RY. 
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现在 只 余下 (6.25) 的 证 明 . 为 此 将 再 次 使 用 Selbert-Delange 的 定理 5.2 
(或 定理 5.4) 并 注意 到 9 是 定义 为 


p? p —1 
gp") = (Eu) (LFA) 
的 乘 性 函数 . 对 o > 0, 有 

D eq EE, 


n21 


其 中 6 是 由 
(6.28) M8)" = (GE) op (EL « 1) 


v21 v>0 
定义 的 乘 性 函数 . 由 于 |g(p")| < 1, 右边 的 项 在 [e| < 1 上 全 纯 , 并 且 
&w)«(2)  *-12.. 

另外 ， 

B(p) = g(p) = i < p 
这 推出 5 8(n)/n* 在 o > 志 上 的 绝对 收敛 性 . 

定理 5.2 于 是 推出 估计 

(6.29) (n) = sa {1+ (ns) 


其 中 
B := [| [| 4@")/2’. 


p vz0 


由 (6.28), 可 将 乘积 中 指标 为 p 的 项 男 写成 
-1/ 
Ber)” 
-j \ T! 15 -1/2 1 —v—j 
(SFr) (i> 3 3 2 TEM 
_ pi N! T 17/2 _ JW 1 = 
EO ( à MEC ne) 
的 形式 . 于 是 得 到 


1 


B — 1h, 
(6.25) 从 而 得 证 . 
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注 记 


86.1 4k 有 界 时 用 归纳 法 对 Nix) A nle) 的 研究 见 Hardy 和 Wright 
(1938) 822.18. 当 N = 0 WY, 定理 6.1 一 定理 6.5 是 Selberg (1954) WAR. 
对 一 般 但 固定 的 N > 0, 则 是 Delange (1971) 工作 的 特殊 情形 . 

定理 6.6 估计 所 蕴含 的 渐 近 等 价 是 Selberg (1954) 的 结论 . Nicolas (1984) 
用 初等 方法 推广 了 该 结果 , 证 明了 对 x > 3, (2 + 6)In2x <k <Inx/In2 一致 
地 有 
(6.30) N(x) = Cy ln y{1 + O((Iny)~") 5 
其 中 y := 2/2", n = 7(6) > 0. Nicolas 利用 了 如 下 事实 : 对 这 些 较 大 的 k fB, 
形 如 2*m (L> k, Qm) ~ 2lnzy) 的 整数 的 数目 在 Nix) 中 比例 占 优 , 见习 
题 217, 那里 将 用 Selberg-Delange 方法 给 出 一 个 解析 证 明 . 

X k 接近 21noz 时, Balazard, Delange 和 Nicolas (1988) 明确 指出 了 
Nu(z) 的 渐 近 性 质 : 对 |k — 21n2 2| < 4Vinzz, 有 


wa- c(t ehe i co (75) 


其 中 


$(z):— x dec et /2 dt. 

Balazard (1987) 在 其 博士 论文 中 统一 了 对 Nix) 的 研究 , 提出 了 N(x) 
对 于 1< k< (nz)/n2 一 致 成 立 的 解析 通 近 . 可 见于 Balazard, Delange 和 
Nicolas (1988). 

注意 到 在 关于 ho(z) 高 阶 导数 的 附加 假设 下 可 以 具体 化 (6.13). 比如 说 ， 
若 对 于 |z| < A 有 hO(2) « B, 那么 在 7 := (k 一 1)/ na £ 的 记号 下 有 

x (Inz)*! rhg(r B(k—-1) lmz 
iom us TD {o(r) - ieee +o( E =! vx Ro(a))}. 
这 即 推出 对 定理 6.4 和 定理 6.5 相应 的 改进 . 

X k > Alnoz 时 m(x) 渐 近 性 质 的 问题 则 比 Nix) 相应 的 问题 要 复 
杂 得 多 . 这 是 因为 没有 一 个 素数 具有 独特 的 地 位 . 直至 多 年 以 后 人 们 才 知 道 
Selberg 公式 


js 


(631) ml) (E) = EE 


的 成 立 域 . Hensley 于 1987 年 证 明了 (6.31) 成 立 当 且 仅 当 
k = o((Ina z/ Ing z)?). 
用 二 元 鞍点 法 Hildebrand 和 Tenenbaum (1988) 证 明了 对 < (Ina x)? 一 
D 在 第 三 部 分 第 五 章 中 通过 一 个 范例 一 脆 数 来 讲述 该 方法 的 一 元 情形 . 


Ing T 


致 地 有 


(6.32) ue. n) a gen 十 of =)}, 


H r := (k 一 1)/lnzz, RÊ 
,. (in(2+ e?rlnr)A? 
hs (Pte) 


Ing x 
同一 篇 文章 中 还 包括 许多 当 k 值 较 大 时 ne (x) 渐 近 性 质 的 具体 结果 , 特别 是 
关系 


(6.33) a Aa 


(ske oo). 


RETS (rere 5) 


在 本 书 作 者 指导 下 , Kerner (2002) 在 其 博士 论文 中 对 此 问题 拓展 了 鞍点 
方法 的 适用 域 , 得 到 当 z 一 oo 时 在 区 域 


k < K,.:—(1-(1—2)/Ingz)](Inz/lngz)  ”(e > 0 任意) 
上 成 立 的 渐 近 公式 . 这 推广 了 (6.33), 特别 是 它 还 蕴涵 了 
n1 (2)/ n (a) x (L1/k)?, 

其 中 Li := In(Kz,-/k). 数量 8 = (kx) 在 该 工作 中 有 具体 定义 , 在 上 述 区 域 
中 满足 B —1-k/(Lilnz). 

对 该 主题 的 其 他 信息 , 特别 是 关于 非常 大 的 大 值 , BI k > Inz/1nz z 的 ， 
Jl, Pomerance (1984). 

Balazard (1990) 证 明了 , 34 zx 足够 大 时 , 序列 k e m (x) 是 单 态 的 . 

正如 De Koninck 和 Tenenbaum (2002) 所 证 明 的 , 可 用 定理 6.5 来 估计 
整数 n < z 满足 O(n) < Inox 的 概率 , 这 是 轻微 带 偏 的 Q(n) 值 分 布 中 位 数 问 
题 . 易 知 


1 C + (Ino z) £T 
= =), 
> 2 y 27 no x "m us) 
Q(n)&lna z 


Hh C= i+) Ra -m(— 7;)] ~ 0-367 98. 


$6.2 M 6.7 和 定理 6.8 是 Deshouillers, Dress 和 RE (1979) 的 结 
R. 正如 该 文章 作者 们 所 指出 的 , 倘若 在 (6.23) 中 要 求 对 u 一致 , 那么 余 项 
O(1/Vinz) 是 最 优 的 :对 we [0, (In2)/Inz[, À Falu) = 1/r(n) (n < x), 从 而 


S(x, u) ~ 


hz 
VTinz | 
Q 该 式 参考 了 Noton 私下 的 意见 . 
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习题 
215. Delange (1959) 的 一 个 公式 . $ € = E(x) := nz, 及 


T(z,u):— 5 yer) (x > 1, 0<u< oo). 


n£z 
(a) UEBIXHMER c >0,u<1<v, r21, É 
|n < z : |w(n) — € > e£)| < uv C9 *T(z,u) + v C *9*T(s, v). 
并 推出 存在 绝对 常数 c, 使 得 
nm € z : |w(n) - £ > £} &zexp(-c£') — (23) 
(b) 证 明 对 |k — €] < £9/5, 有 


k 
1 
一 上 £ e 9/2 


— MN 


其 中 3 := (k—£6)//£. 并 推出 对 任意 整数 m > 0 成 立 的 Delange 
渐 近 估计 


(634) — 9 Y, G(n) -" = (us --o(1))€ 7 一 oo)， 


nic 


其 中 


0, Zr m —2k-41, 


1 Too 2/2 
m = — te` dt = 
m = Jan J. (2k)! ae 
IT Zi m = 2k. 


216. 给 出 习题 215 中 (6.34) 余 项 的 具体 值 . 

217. Nicolas (1984) 定理 . 在 本 习题 中 令 y := z/2*. 用 Ni (x) (相应 地 , Nf(z)) 
表示 不 超过 à 且 使 得 O(n) = k 的 整数 (相应 地 , 奇数 ) 个 数 . 
(a) 证 明 对 任意 z > 1 大 > 1,78 Nielz) = Docjcn Nj(2%y). 
(b) 证 明 对 任意 5, 0 < 6 «1, 以 及 对 |z| < 3 —6,x > 3 — BA 


Y gn) 一 z (In zy {zh(2) + Os (—) \, 


n<T 
n=1 (mod 2) 


其 中 A(z) := rell (1 - z) (a =e 


3 BH 


(c) 对 z — S 利用 前 述 结 论 , 证 明 上 界 估计 
Ni(z) < z(In z?(2y (r23,j2 1). 
(d) 4 Y := In2(3y), 并 假设 y > 1. WEH 


XO Ni(2%y) < yIn3y) ^9, . 
j2$Y 
RP ca =h- >t. 
(e) 由 (b) 推出 对 z>3 及 j< 2 Ino x 一 致 地 有 


Nj) = (Qt) +0( S22") } 


!Inz 


其 中 Q;(x) := »3 AT (OX. 


m+l=j-1 


(D 证 明 — nb (0) < (3) (m > 0), 并 推出 
Q;(X) < (BY (5 > BX), 


(2 < j < BX). 


, > 
Q;(X) < G-J 


(g) 从 (e) 和 (£) 推出 对 y > 1, j< 5Y 有 
N (2y) = EE 24 (o) ( EE) 
(h) 证 明 221 2Q; (Y) 一 2h(2)e?* 及 
Y xy) «eo, 


j>3Y 
其 中 C2 = Šin ý- 2> 4 50° 
() TEBIRHE k € [SY (n 2)/12], 有 


Ny (x) = — + O((In 3y) 1/20), 
3X c - 289) = 2 [I (14 bres pny): 


218. Erdós-Kac (1939) 定理 . 
(a) 由 概率 论 的 中 心 极限 定理 推出 , 对 任意 实数 有 


li Y E dl mo. f pat /2 dt 


k&zr--A Tz 
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(b) 令 pz(t) := e-?at/T (t +1). uEBDXI x > 1,[t— r| « x À 


palt) = e 679 [1e og/ va) 


z+ÀVz 
估计 Stieltjes 积分 f palt) dt] HERR LER. 
(c) 对 (x) := |{n < z ban = k)| 应 用 Selberg-Delange 方法 得 到 
的 估计 , 证 明 Erdós-Kac 定理 


VAER, lim zjin <a: w(n) < In2 x + Ana z)| 
1 3 t?/2 
三 :一 dt 
V2T J ° 
可 以 得 到 怎样 的 显 式 余 项 ? 


Ste Tauber 型 定理 


$7.1 简介 , Tauber 型 与 Abel 型 定理 的 对 偶 性 


在 前 面 各 章 中 研究 了 通过 数论 函数 的 Dirichlet 级 数 解析 延 拓 来 估计 其 
和 函数 的 各 种 方法 , 它们 的 共同 关键 点 是 在 收敛 区 域 以 外 对 解析 延 拓 的 研究 . 
相反 地 , 这 里 则 只 用 生成 级 数 在 收敛 点 的 值 来 得 到 关于 和 函数 渐 近 性 质 的 结 
果 . 这 类 定理 有 一 个 明显 的 好 处 : 假设 的 减弱 使 之 便于 应 用 . 作为 代价 , 余 项 
的 质量 不 很 理想 . 然而 在 这 样 一 般 的 情形 下 , 往往 可 以 证 明 得 到 的 结果 已 经 是 
最 优 的 了 . 

从 Abel 一 个 经 典 结果 开始 . 


定理 7.1 (Abel) ik f(z) := Dwo0nz” AFAA, 收敛 半径 是 1, 在 
s 二 1 KK. 对 任意 实数 0, 0 < 0 < n/2, 及 任意 扇形 


S(8) := {z : |z| < 1, Jarg(1 — z)| < V}, 
je de RD 


证 了 明 令 z=1 一 rei? e 5S(9), HP r > 0, [pl < 9. A 


有 


Iz? =1-2rcosy+r? « 1, 


MT r< 2cosp. HF z— 1 Hf r — 0, RI r < coss. $ S*(8) W S(0) 的 
由 该 附加 条 件 所 定义 的 子 集 . 
“ze S*(0) 时 , 有 


(7.1) |1 — z| cos? = r cos V < r(2cosy — r) = 1— |z|? < 2(1 — |z|). 
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只 须 证 明 级 数 f(z) 在 扇形 S*(0) 上 一 致 收敛 (如 图 T —4), BD 
> anz” 


n>N 


sup 


— 0 (N — co). 
zES*() 


À An := Yin emen am (n > N), EN := SUP psy [An], 从 而 f(1) 收敛 性 的 假设 
等 价 于 Jim en — 0. 由 Abel 求 和 法 , 对 z e S* (0), 有 


» daz la — 2) 3 Anz” 


n>N n>N 


enll — z||z|N > 2€N 


< ; 
> 1 一 |z| ~ cos 


图 了 -4 扇形 S(0) 


定理 7.1 是 一 类 称 为 Abel 型 命题 的 原型 . 它们 具有 如 下 特征 : 倘若 一 
个 序列 (或 函数 ) 足够 正则 , 那么 其 值 的 一 些 平均 亦 具有 一 定 的 正则 性 .比如 
Cesàro NAME S: 


OXmsn 
就 是 一 个 Abel 型 定理 . $ bp := > o<mgnam (从 而 f(z) = Enzo am2" = 
(1— z) Dayo bnz”), 定理 7.1 也 可 写成 


lim bn =b => lim 
一 十 oo z-1,z2€S(0) 


(1— z) $ bnz” =b. 


nzÜ 


Abel 型 定理 的 逆 命 题 一 般 不 成 立 . 比如 , 当 z—1mBdeggx 
f(z) = > De = 


n>0 


n 


1 
l+z 


87.2 Tauber 定理 + 291 - 


的 和 趋 于 5, 然而 级 数 在 z = 1 处 发 散 . 我 们 将 那些 给 出 了 该 逆 命 题 成 立 的 充 
分 条 件 (PRA Tauber 型 条 件 ) 的 命题 称 为 Tauber 型 定理 . 这 方面 的 第 一 个 
成 果 是 奥地利 数学 家 Alfred Tauber (1897) 得 到 的 , 见 87.2. 

用 一 个 关于 Dirichlet 级 数 的 Abel 型 定理 来 结束 本 节 . 

定理 7.2 令 F(s):— 5,4, 04/n? A Dirichlet 级 数 , Æ o > a LK. 
倘若 存在 两 个 常数 c, w, w > 一 1, 使 得 


D» Ün = irm Tn + o(1) ba ? (In x)” (x — oo), 


ca + o(1) 
(c — a) 


证 明 令 A(t) := Ence an 及 


F(o) = 


(c — a+). 


G(h) :— | i e (*9tgA(t) — (h» 0). 


由 于 


+00 Too 
c —(a+h)t pw d at) — ca f w —ht dt = ca 
Tw + 1) | ie T'(w + 1) Jo Y heti? 


WA 


=? ca 
G(h) 一 oH “a+ fe ( +h)t A(t) dt 一 一 一 一 Leni 


> ac at yw 
= ^ e (9*1 (a + h)A(t) 一 Ts 1) p? t \ at. 
由 假设 , 存在 函数 e(t) 满足 lime e(t) = 0, 且 使 得 大 括号 中 的 表达 式 
形 如 
e(t)e**t" + O(he™t”). 
这 便 推 出 


G(h) — (h — 0+). " 


ken = 26) 


$7.2 Tauber 定理 


原始 形式 下 的 Tauber (1897) 定理 即 是 Abel 定理 的 逆 命 题 . 
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定理 7.3 (Tauber) 4 f(z) := Enzo 042^ AKAFA 1 VIAE. 
假设 当 z 一 1 时 f(z) 收敛 于 区 间 [0,1[ PHRRL 在 附加 条 件 


(T) p» Nan = o(z) (x — oo) 


nic 
F, 级 数 Vian KS, XAR E T L 
证 明 $ 
A(z) := ` Qn, (xr) := f raato (x > 0), 
0 


nic 


E suede. 


(7.2) | G(u):— ud (u > 0) 
H(u) := — h(u) := —H'(u) = ere" (u > 0). 
A 
f(e) — A(z) = = ;| | G(t/x)t dA(t) + 7 =f j H(t/x)t dA(t) 
-了 l g(u) du da(t) 十 一 3 J. h(u) du da(t) 
(7.3) 


= 3 g(u) au f min(1,u)z deer f node f da(t) 
= [ 49289 a - 82 , f" h(u ) 202) du 


由 于 o(z)/z 在 R* LAR, 对 z 一 致 地 有 o(uz)/z <u. 14 u 固定 而 
a 一 oo Bf, o(uz)/z F 0, 同时 uglu) 和 uh(u) 又 分 别 在 [0,1] 和 [1, oof 上 
可 积 , 由 控制 收敛 定理 得 


(7.4) fle) — A(z) - o) (€ 00). 
这 便 证 明了 Tauber 定理 . 口 


注意 到 条 件 (T) 实际 上 是 > an 收敛 的 必要 条 件 . 事实 上 , 使 用 证 明 中 引 
进 的 记号 , 由 Abel 求 和 法 , 得 


(7.5) ee) = =f | A(t) dt = E | {A(z) — A(t)} dt. 


从 而 A(x) — £ 即 推出 a(x) = o(z). 
至 此 可 以 如 下 叙述 积分 形式 下 更 一 般 的 Tauber 型 定理 . 
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定理 7.4 令 w c R* fe A: RF  R AL AEAE SCR FEE I] EORR XE É 46% 
Ak. 假设 Laplace-Stieltjes 积分 


F(o) = | e ”dA(t) 

fico >0 Lu, 并 满足 F(o) = o(1/0%) (o + 0+), 那么 以 下 命题 等 价 : 

G) A(z) - A(O) = o") (w + 00), 

(ii) f td A(t) = o(x**}) (x — oo). 

0 

证 明 ”通过 用 标准 的 取 极 限 计算 过 程 所 证 明 的 计算 式 (7.3) 可 将 F(o)— 
A(1/o) + A(0) 表示 成 (7.2) 中 定义 的 量 a(x) 的 函数 . 用 Lebesgue 控制 收敛 
定理 即 得 题 设 结论 . D 

$ 定理 73 即 是 w = 0 时 的 定理 7.4: 改变 A(0) 的 值 便 得 到 假设 
F (o) = o(1). 

考察 定理 7.4 的 叙述 , 可 以 推广 并 明确 Tauber 型 定理 的 概念 . 给 定 R* xS 
上 的 实 变 函 数 y(t, s), 其 中 S C C, 当 如 下 积分 收敛 时 , 定义 其 为 在 任意 有 限 
区 间 上 有 界 变 差 的 函数 A 的 wp- 变换 
(7.6) F(s) := ra e(t, s) dA(t). 


假设 下 述 Abel 型 定理 对 于 SERA so BOL: 倘若 lim A(t) = £, 那么 
积分 (7.6) 对 任意 se S cox, B. 


? 


(7.7) lim F(s) =£. 


550, 5€ 
在 此 情形 下 , 所 谓 Tauber 型 定理 , 是 指 给 出 从 (7.7) 可 推出 Jim A(t) = £ 的 
充分 条 件 的 定理 . 

也 可 将 形容 词 “Tauber 型 ”用 在 那些 在 形 如 (7.7) 的 假设 下 给 出 4(t) 在 
无 穷 远 点 附近 的 渐 近 性 质 的 结论 (比如 说 某 些 y- 变 换 有 极限 ), 可 见 Bingham, 
Goldie 和 Teugels (1987) 第 四 章 . 

目前 关于 Tauber 型 定理 的 标准 参考 文献 是 Korevaar (2004) 的 概论 . 


87.3 Hardy-Littlewood 和 Karamata 定理 


显然 定理 7.3 的 Tauber 型 条 件 (T) 是 假设 
an — o(1/n) (n — co) 
的 推论 . Hardy 和 Littlewood 于 1913 年 证 明了 单 向 的 条 件 


an > —K[n (n 2 1) 
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就 足够 了 , 其 中 K 是 任意 常数 . FR Karamata (1931) 的 定理 给 出 该 结论 一 
个 简单 的 新 证 . 


定理 7.5 (Karamata) iX A(t) 为 单调 上 升 函 数 , 使 得 积分 


. -ot dA 
(7.8) F(o) i en dA(t) 
对 任意 o > OK. 假设 存在 两 个 实数 02:0, w > 0, 使 得 
F(a) = 5320) (e04), 
那么 
4(z) — E (z 一 +00). 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 4(0) = 0. 对 任意 固定 的 整数 n > 0, 有 


F((n + 1)7) = [ e "te dA(t) = ve =a zu 


= oe e^t e tye 1 dt (c 一 04-). 
从 而 对 每 个 固定 的 多 项 式 P 
(7.9) [Eu 7 - cre or Pej se Gao 


将 证 明 若 将 P 换 成 如 下 在 [0,1] 上 定义 的 函数 x: 


2 
x(e*) = | 
0, Xt»1 
并 令 c 在 1/0 不 是 4 的 不 连续 点 的 限制 下 趋 于 0 时 上 述 关 系 仍 成 立 . 暂 先 
承认 之 , 得 


A(-) = E xe 7? a(t) E XOU "xe E — du 


c T(w)o" Jo et 
_ {ct+oD} d^ uso 1600) 
— Tw) | ra T(w + 1)o® 


由 A 的 单调 上 升 性 假设 , 即便 对 o 的 值 不 加 限制 , 该 渐 近 关系 仍 成 立 , 于 是 
便 得 结论 . 

为 证 明 (7.9) 对 x 成立, BRB AS Mw x. 考虑 [0,1] 上 的 函数 
H(t), 定义 为 


(7.10) H(t) := A E (0<t<1), H(0)=-1, H(1-2. 
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EE t= 1/e 有 唯一 的 不 连续 点 . 对 每 个 。 > 0, 存在 连续 函数 f 和 g, HE 


f(«H(t«st) X 0«t«n1, 
(7.11) g(t)—f(t)<e,  Ælt-1/>e, 
g(t) — f(t) <12, Ælt-1/e<e. 


由 Weierstrass EEM, 存在 多 项 式 p 和 q, 使 得 


(7.12) max pO- FOISE max lalt) — 9) < € 
A 


P(t):-t-t(1—-t)(pt)-e), | Q(t):-t-t(1— t)(a(t) +£), 
由 前 述 知 
(7.13) PŒ <x sH (0€tx1), 


Axto<e<if 


* Q(t) — P(t) 
Mer acf {q(t) — p(t) } dt + 2e. 


由 (7.11) 和 (7.12) 易 知 最 后 一 个 积分 不 超过 27e. 在 上 述 计 算 中 改变 € 
的 值 后 知 存在 两 个 多 项 式 P AQ 满足 (7.13) 及 


(7.14) i Q(t) - P(t) 


dt & €. 
o t(1-t) i 


4 c 绕 过 A(1/t) 的 不 连续 点 趋 于 0+, 容易 证 明 函 数 x 满足 (7.9). 事实 
上 , 有 


A = [ED aat) 
0 
?? Q(e 7!) {c+ o(1)} + o(1)} —t 
«| 40 = D Q(e *) — 


Two jo" 


类 似 地 ， 


{c+ o(1)) Bp aie 
Aao) > Se | ~ Ple ) 一 一 此 
这 样 由 (7.14), 得 
f Zee t7! dt > Î x(ef)e tt?! dt R, 


© 数字 12 只 用 来 盖 过 H 在 t= 1/e 点 的 变 差 . 
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其 中 


R:= [tac = PE dt 


2 [ (Hha - (m 3 dt < eM, 
M := Sup f — t) (In(1/t)) ^ * 与 le LK. 依次 令 M 趋 于 0, 便 得 要 
求 的 公式 . 口 
注 ” 当 w=0 时, 定理 7.5 的 结论 以 如 下 形式 仍 成 立 
A(r)— A(0)—c (x — oo). 
显然 这 由 分 部 积分 公式 
F(c) = —A(0) - c l] B e 7 A(t) dt = f E e *(A(t/a) — A(0)} dt 


可 得 . 由 于 A 单调 上 升 , 对 每 个 t, A(t/o) 趋 于 一 个 有 限 或 无 限 的 极限 a := 
sup A(t). 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 有 


c= lim F(o) = a e *(o — A(0)) dt = a — A(0). 
0 
为 从 Hardy-Littlewood 定理 得 到 Karamata 定理 , 需要 下 述 Landau (1906, 
1929) 引 理 . 该 引 理 还 自 有 其 意义 . 
定理 7.6 (Landau) 令 f 为 民 + 上 的 二 阶 可 导 函 数 , a 为 任意 实数 ，M 
为 正常 数 . 若 
(a) f(z) = o(z*) (z > +00, 相应 地 ,0+)， 
(b) f"(z) < Ma^? (x > 0), 
那么 
f(x)-—o(z^) (z — +00, 相应 地 ,0 十 ). 
证 明令 5 为 固定 的 实数 , 0 < 6 < À. Taylor 公式 推出 对 任意 x > 0, FF 
在 实数 V+ = V(x, ô) €]0, 1L, 使 得 
f(x + óz) — f(x) = xózf'(z) + $672? f" (z(1 + 046)), 
其 中 二 阶 导 数 不 超过 
Mz*^?((14-6)*7? + (1 — 6)*7?) < Kr ?, 
K 与 6 无 关 . 于 是 由 (a) 有 


o(x*) < +ôTf'(x) + Kó?z^ (x — +00, 相应 地 , 0+), 
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两 边 除 以 ôr FS r 趋 于 +00 或 0+, 得 


lim d xt f'(x) = + K6. 


由 于 5 可 任意 小 , 结论 成 立 . 口 


现在 可 证 明 比 Hardy-Littlewood 定理 更 一 般 的 结论 . 

给 定 w > 0, 用 V*(R*) 表示 在 任意 有 限 区 间 上 有 界 变 差 且 Laplace- 
Stieltjes 变换 (7.8) YE c > 0 上 收敛 的 函数 A: Rt 一 R 组 成 的 函数 类 , 并 用 
K(w) 表示 对 于 某 适 当 的 常数 c (未 必 为 正 ) 同时 满足 


(7.15) nOr f “eet aay = 28) ig 04) 
0 Oo 

和 

(7.16) A(z) — A(0) — eae Gases 


的 函数 组 成 的 子 类 . 注意 到 仅 当 w = 0 时 (7.16) 中 的 A(0) 项 是 有 意义 的 . 

定理 7.7 (广义 Hardy-Littlewood-Karamata EH) # w > 0 X 
A € (Rt). 倘若 存在 c € R, 使 得 (7.15) MZ, 以 及 B € K(w +1), 使 
得 测度 tdA(t) + dB(t) 为 正 , ABA A e K(w). 

WEBB 当 w = 0 时 通过 改变 AO), 或 当 w > 0 时 通过 将 A(z) 换 成 
A(x) — ex" /T(w +1), Hi e = 0. 另外 , 对 0 < o «1, 下 式 对 于 适当 的 常数 
K 成 立 : 

F" T i 2 一 at d4 
(y= | Pe" dd) 
E 一 C =: i —ot = 
之 -f te * qB(t) 一 | {1 = ct) B(t)e dt 2 gute? 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 源 自 Be Kw +1) 的 事实 . 由 定理 7.6, 得 
F'(o) = 一 i te ^ dA(t) = o(1/0**1) (c — 0+). 
0 


再 次 利用 B € K(w + 1) 的 条 件 知 , 对 适当 的 常数 b, 有 
n © ett A(t) + dB(t)) = e+e. 
FA Karamata 定理 7.5 于 是 推出 


Ë _ (b-o()sz"" f? 1 o( gett 
f (2407 PO AEST = f dB(t) + o(x**"). 


要 求 的 结论 由 定理 7.4 而 得 . 口 
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推论 7.8 (Hardy-Littlewood) 4 f(z):— 5,55 042^ AKAFEA 1 
的 实 系数 震级 数 , 对 适当 的 常数 K 满足 


(7.17) nan >—-K (n>0). 
倘若 
(7.18) lim f(z) = 4, 


那么 2_nz00n =£. 
证 明 ”应 用 定理 7.7 于 4(z) := Ence an, B(z) := Kle] K w = 0 BI. 
口 
在 Dirichlet 级 数 的 框架 下 , 得 如 下 结论 . 


推论 7.9 (Hardy-Littlewood-Karamata) ik F(s):—55,,,04/n* 是 
Æ o > 1 biki Dirichlet 级 数 . 假设 存在 实数 c, K, w (w 2 0), 使 得 


(7.19) Qn > —K(Inn)^^! (n 2 2) 
A 
_ e+o(1) 
(7.20) F(o) = (o 19 (c 一 1 十 ). 
那么 
à. _ {c+oD} vu 
(7.21) > pe (In x) (x 一 +00). 


nia 


ik ”更 一 般 地 , 条 件 (7.19) HIR an > -如 (n > no), 其 中 b 是 对 适 
当 的 常数 c 和 同一 个 w 同时 满足 (7.20) 和 (7.21) 的 某 Dirichlet 级 数 的 通 项 . 
比如 


(7.22) an > — Ki(Inn)^^! — Kor(n)* (n 2 2) 


就 是 一 类 这 样 的 条 件 , 其 中 o := Ino/1n2. 


87.4 Karamata 定理 的 余 项 


20 世纪 50 年 代 间 , Tauber 理论 曾 沿 着 实效 形式 , 也 就 是 显 式 余 项 公式 的 
方向 发 展 . 这 里 给 出 Karamata 定理 7.5 的 一 个 实效 形式 . 这 是 Freud (1952) 
的 结果 . | 
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定理 7.10 (Karamata-Freud) # A(t) 为 单调 递增 函数 , 使 得 积分 


F(o) := [a e 7 dA(t) 


对 任意 o > 0 KK. 假设 存在 两 个 实 常数 c > 0, w > 0 以 及 单调 递增 函数 
vt), 使 得 


(7.23) v(t) 一 十 00， 对 足够 大 的 t,， y(t)/t HALF, 
且 

(7.24) F(o) = {c+ o(= a Ae ro) 
那么 

(T.25) A(x) = {e+ 0( hers CORN 


须 注 意 到 , 倘若 不 加 条 件 , (7.25) 的 余 项 不 能 改进 . FÈ Karamata (1952) 
的 反例 说 明了 这 一 点 . 考虑 单调 递增 函数 


A(z) := [ (1 + cos{(Int)*}) dt 


一 方面 有 
ga ae) eee ta) 
这 由 简单 的 分 部 积分 可 得 : 


f cos{ame)*}ar = f say dsin { (int) y! 
= | sin (dno ur -f Ge ae Lat 


= saei {0na} «o() P. 


其 中 最 后 一 个 积分 的 估计 仍 由 分 部 积分 而 得 . 
男 一 方面 , 将 看 到 有 


(7.27) F(c) = > OU) (e049, 


显然 F(c) = À +ReJ(o) - O(1), 其 中 


J(o) := | exp { — ot + i(Int)^) dt. 
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将 tol 上 的 积分 换 成 圆 弧 下 := [e? : 0 < 9 < n/4} 及 半 直 线 
A := [re""^:rz1) 上 的 复 积分 来 估计 J(o). 由 上 界 估计 
(7.38) |exp{—oz+i(logz)?}| < R ??e 7895? (z= Re” 0 < 9 < n/A) 
Al, 对 任意 o > 0 来 说 这 样 的 变换 都 是 可 行 的 . 而 D 上 的 积分 显然 有 界 , 并 
EXT 3 = r/4 > à AER hit (7.28) 可 证 明 A 上 的 积分 绝对 收敛 , 并 有 与 
c > 0 无关 的 上 界 . 这 推出 了 (7.27). 

定理 7.10 证 明 的 方法 是 具体 化 Karamata HEH F RAA x 的 多 项 式 
it. 其 精确 度 用 L^ 范 数 衡量 ， 并 且 有 必要 控制 系数 的 大 小 ， 定 义 多 项 式 
P(x) := 35», 9 0mz" 的 长 度 (P) 为 


= ` [aml]. 


O<m<n 
将 证 明 以 下 的 单 边 估计 . 
定理 7.11 设 f(t) A [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 存在 不 依赖 于 f 的 常数 
A1, Ao, 使 得 对 任意 整数 n > 1 存在 次 数 不 超 过 也 的 常数 p 和 g, 满足 
p(t) < f(t) < a(t), Æ 0«t«l, 
(7.29) f | (a(t) — p(t)) dt < Ai/n, 
{(p) + (a) < A3. 


暂时 承认 该 结果 , 看 如 何 得 出 定理 7.10. 
由 第 二 个 假设 (7.23) 知 关系 (7.24) 推出 对 任意 蓝 数 m > 1 有 


人。 M EAS 2 | Tem at 0( gua) f 


kg ro PA 


(7.30) LT Es = =a end PT) w- are o( 555.) 


4X] (7.10) E oss H 用 定理 7.11 NT P(t) := t + t(1 — t)p(t), 
Q(t) := t+ t(1— t)q(t). SHER [0,1] 中 的 上 有 P(t) < x(t) < Q(t) HA 
(7.30) FIM 1/0 不 是 4 的 不 连续 点 时 有 


1 C 
ALLIG) > oo a +1) 


+ R(o)}, 
其 中 
Ro) < | (Q(e^*) — P(e-*)]e"*t*^! dt + ——— 


waa 
A AB 


1 1\w-1 A5 
-f acd MET + Tay 
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选取 n := [In v(1/o)/(21n A5) | 便 得 估计 (7.25). 
在 定理 7.11 的 证 明 中 将 用 到 如 下 关于 定义 于 [71,1] 上 的 Tchébychev 多 
项 式 T(r) (neN*) 的 经 典 计 算 


T,(cos 3) = cos nv (8 €R). 


引 理 7.42 对 任意 整数 n> 1, 有 


(7.31) T, (x) = ; b» 1)" —— M "e (22)n-27. 


0€«m&n/2 
特别 地 ， 
(7.32) (T4) < n(1 + V2)". 
证 明 ”证明 的 出 发 点 是 和 差 化 积 公式 


sin (n + 1)0 = sin nó cos Ÿ + cos nv sin 2, 


sin(n 4-1)?  sin(n-— 1) 
sin V sin) ` 


A> fa(r):-|1—re?i?? (0<r <1). 一 方面 ， 


(7.33) 2cosnÜü = 


eye 1 { b — 5} 
fe(r)  (1— rei?)(1— re-i?)  2irsin® Uu1— rei? — 1— rei? 


7 5 sin(n + 1) , 
20 sin à i 
另 一 方面 ， 
人 >》 (2 cos 9 — r2)? 
fo(r) 1-(2rcosó— r7?) - d ] 


j20 


LX > ($) oreosd) i-re 


j20 0gk<j 


-Dr Y Cf", eer. 


n>0 OS£<n/2 


其 中 最 后 一 个 等 式 中 用 了 变量 替换 l= 了- ke. 从 而 
(7.34) BIEN »» (-1) (" » j (2 cos 9)"—?2*. 


sin 2 
O<£<n/2 
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代入 (7.33) 并 取 x := cos 0, 得 


2 cos nà 


EX quA arts n qr dead 


O<e<n/2 O<h<n/2-1 


= Y cv"; er. D Ex, ear 


0«£«n/2 1<é<n/2 
于 是 终 得 (7.31). 
Xt y= 3(V3 一 1) 用 不 等 式 (" Put y" < (12- y^7" (84% (7.32). O 


定理 7.11 的 证 明 4 Y Jj Heaviside MAM, 其 定义 为 


0, Zit«0, 
Y(t) — 
Li) 


将 证 明 存 在 绝对 常数 Bi, Bo, 使 得 对 每 个 n > 1, 存在 次 数 <n 的 多 项 式 R, 
S, 满足 


R «Y(t) «S(t, | di -1«t«1, 
(7.35) f i (S(t) — R(t)) dt < Bi/n, 
CR) + 4(S) < BP. 
由 该 特殊 情形 可 得 一 般 的 结论 . 事实 上 , À fi A fo 是 两 个 单调 递增 函数 , 使 
得 f = fi — fo, ABA [0,1] 上 定义 的 函数 
1 1 
p(t) = 16) f n&-9ane)- f se-0a60. 
0 0 


1 1 
a(t) := f(0) + f S(t — 8) dfa(é) - f R(t ~ €) df (£) 
相对 于 
1 1 
A1 = B: | d(fi + f2)(£), A2 = 1 + 2| f(0)| + 2B, | d(fi + f2)(£) 
0 0 


满足 条 件 (7.29). 

RA S 的 构造 用 到 了 Tchébychev 多 项 式 的 性 质 (如 图 D-5). 对 r>1 
id z,:-cos(n(v— 4)/r) (1<v<r) À T(x) 的 零点 并 令 m := |i(r-- 1)], 
这 样 zl < 0 S Im. 定义 R(t) 为 唯一 的 n = 2r — 2 次 多 项 式 , 满足 


L- ee le p< m1, 
Rocio eS R(z,)—0, (v£m). 
0, À 
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图 I-5 Zu X RAS 


这 样 R'(t) 在 (r — 2) 个 区 间 roy, | (1 &v & r, v zm — 1) 的 每 一 个 
中 都 至 少 取 一 次 零 值 . RAH  r—-1l+r—-2=n-1 FA, 从 而 R(t) Æ 
Im St < zm-1 上 非 零 . 而 由 R(£m-1) = 1 > R(£m) = 01% R'(tm) > 0. 这 
说 明 R(t) 在 每 个 r, (v £ m) 处 取 局 部 极 大 值 , 且 在 相 邻 两 个 极 大 值 点 之 间 
取 到 局 部 极 小 值 . 特别 地 , 有 R(t) < Y(t) (-1<t<1). 

对 称 地 定义 S(t), 满足 方程 


S'(x,)=0 (v£m+1). 
XAHS Y(t) (-1<t<1). 
为 得 到 (7.35) 的 第 二 个 性 质 , 引进 多 项 式 


(7.36) V,(z) :— T'(z,)"? (Zey (1&v&r). 


有 


1, ++ . = 
V(z;) = i a " : Vi(zj)=0 (zv). 
1 J V, 


n 次 多 项 式 W(z) := S(z) — R(z) — V (z) - Vins (2) 在 所 有 a, 处 为 零 (1 < 
v <r). 于 是 存在 r - 2 次 多 项 式 Z(z), 使 得 W(x) = T,(x)Z(x). 从 而 


1 LX 
dz 
W(x = cos ru - Z (cos u) du = 0, 
n ny rem | (cos u) 
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进而 
1 E * S(z) - R(e) | 
(7.37) J, 56 Hus a vl- j 


= | («os u) 十 Va 41(cos u)} du. 
0 


4 7 := € (m - 1), 这 样 Im = COST. À 


sin rt T 


T,(cosT) = = i 
(cos) inr sin T 


代入 (7.36) 并 取 v = m, 得 
" sinr,2 f" cos ru 2 
J, esna 0) RTL) de 


—o(sinr2. f" sin (r(u — 7)/2) sin (r(u  7)/2) 2 : 
= ( r ) | ences eram] "e 


Wi r > 3. 这 样 对 [0, n] 中 的 u, A 


Goni Ln 
a 
-一 
ren 
| 
ND 
NS 
3 
— 
人 


L(u-T)X $m. 


Hi Fejér 核 的 经 典 表 达 式 


sin(rv/2) V? 要 | 
Cn) 71222 aeta 
知 对 u 的 积分 
z f {= (rv/2) y duet 
-x | sin(v/2) 
于 是 便 证 明了 


X 


f Vm(cosu)du < 和 1/r & 1/n. 
0 
与 之 平行 的 计算 提供 了 相对 于 Vuoi 的 积分 同样 的 估计 . 代入 (7.37) 便 得 第 
二 个 性 质 (7.35). 
HF RAS 长 度 的 估计 . 比如 考虑 R 的 情形 , 有 
R(z)= >》，Mi(z)， 
0€ j «m 


其 中 Mi(z) 是 满足 


1, = Jj; 
M;(x,) = f Ls M;(x,) —0 (v x m) 
, V Tj 
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的 唯一 的 n 次 多 项 式 . 于 是 只 须 估计 M, 的 长 度 . 有 


(7.38) Mi(z) = EU) (Zey 


2 — Im /\T-— 2; 
其 中 uj 和 wv; 由 方程 
Mj(zj)-1,  Mj(x;) =0 
确定 . 通过 简单 计算 得 
Uj =1—2j%m,  Vj = 27m — TF — Tm. 


特别 地 , max(|u;|, |v; |) < 2. 由 (7.32), 有 


T.(z) = 9- | (s -2,), 


v=1 


其 中 |9.| < r(1+ V2)". 要 求 的 L(M;) 的 上 界 估计 容易 由 表达 式 


M;(x) = r 0, (uz + vj)(z — Em) I] (x — x,)? 
1I<v<r 
vij, m 


得 到 , 定理 7.11 于 是 得 证 . 


87.5 Ikehara 定理 


用 Dirichlet 级 数 的 语言 , 可 将 Hardy-Littlewood-Karamata 定理 看 成 是 
极限 下 的 Tauber 型 定理 , 意 为 联系 o > 1 时 ^, an/n° 的 性 质 与 Y^. c, an/m 
的 性 质 之 间 的 纽带 . 它 对 于 级 数 在 虚数 上 的 值 不 作 任何 假设 , 从 而 不 能 用 来 证 
明 素数 定理 , 本 章 注 记 中 对 此 将 作 进一步 说 明 . 

本 节 则 讲述 另 一 种 Tauber 型 定理 . EM Dirichlet 级 数 在 实 部 o>1 的 
虚数 点 s =o +ir 处 值 的 假设 出 发 得 出 和 函数 的 性 质 . 概括 地 讲 , 就 是 从 半 平 
面 o > 1 到 s= 0 的 过 渡 . 这 种 假设 与 结论 之 间 的 跳跃 性 促使 我 们 将 这 类 结 
果 称 为 超越 Tauber 型 定理 . 

Ikehara (1931) 定理 8 便 属 这 一 类 型 ， 以 下 将 提出 一 个 命题 , 以 此 从 两 方 
面 加 以 改进 : 一 方面 放松 了 条 件 , 考虑 了 s = 0 ABM set (w > —1) 的 
奇 点 的 情形 , 这 基本 上 是 Ingham (1935) 和 Delange (1954) 的 工作 , 如 今 已 很 
经 典 ; 另 一 方面 则 给 出 了 实效 的 结论 以 及 显 式 余 项 , 这 似乎 还 未 见 诸 于 文献 ， 
但 用 Ganelius (1971) 的 方法 易 得 . 


Q 考虑 到 证 明 中 用 到 了 Wiener 的 Tauber 型 定理 , 在 文献 中 通常 将 它 称 为 Wiener- 
Ikehara 定理 . 
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定理 7.13 (“实效 ”Ikehara-Ingham 定理 ) 4 A(t) 为 单调 递增 函数 ， 
使 得 积分 


(7.39) F(s) := f “ea A(t) 
0 
对 于 o >a>0 收敛. 假设 存在 常数 c>0,w > —1, 使 得 函数 
F(s 4- a) C 
(7.40) Gs):= ee (>0) 


对 于 每 个 固定 的 了 > 0 满足 
(7.41) n(o,T):= 0° f. |G(2e + ir) - G(o+ir)|dr =0(1) ^ (e 0,), 
那么 
(7.42) A(x) = im 4 O(o(z)) beta" (x > 1), 
a) = T4) Ur Y (37) B qum] 
(7.42) 中 隐 含 的 常数 仅 依赖 于 a, c 和 w. 一 种 可 能 的 选择 是 
52 + 1652c(a + 1)(w + 2) + 69c(1 + e!" (w + 1)^*?) /T (w + 1). 
Ganelius 的 方法 基于 Bohr (1935) 不 等 式 
(7.43) 上 lw。 « fl /T 


的 一 个 局 部 形式 . 它 对 于 任意 R 上 可 积 且 Fourier 变换 f(r) 在 |r] <T 上 为 
零 的 函数 f 成立, 条 件 是 两 边 的 项 均 有 限 . 这 里 只 介绍 Ganelius 结果 一 个 上 略 
弱 的 形式 , 对 我 们 来 说 已 够 用 了 . 证 明 的 思想 非常 接近 于 经 典 的 Berry-Esseen 
不 等 式 , 可 见 Feller (1971). 


定理 7.14 (Ganelius) 令 g AR LHAKTRBRK. 假设 存在 正 实数 
T, 使 得 


(7.44) sup  (e(v) — g(x)} < K < oo, 
z«y&z41/T 
Too . 
(7.45) F(T) := f e "?g(z)dxz = 0 (|7| < T), 
那么 


(7.46) lgll~ := sup [g(z)| < 16K. 
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Æ ”这 里 不 寻求 优化 (7.46) 中 的 常数 16. 


证 明 不妨 设 了 = 1: 一 般 情形 通过 考虑 g(x/T) 可 得 . 由 条 件 (7.45) 推 
出 


(7.47) g(r)&(T) 20 (TER) 
对 所 有 可 积 且 Fourier 变换 的 支 集 包含 于 [71,1] 的 函数 x 成 立 . 选取 


mur 


这 样 X(r) = max(1 — |r|,0). 由 关系 (7.47) 推出 


x(t) = 


Too 
(7.48) f g(z-t)x(dt-0 (ER). 


利用 y(t) 在 上 = 0 处 有 “ 峰 点 ”的 事实 可 得 要 求 的 不 等 式 . 更 确切 地 说 , 将 利 
用 不 等 式 
4 f@dt 4 
(7.49) jus 人 xds 和 | TI 
4 e (0 <e « 1) 为 固定 的 实数 并 选取 0 = +1, 使 得 
lgllw = sup{vg(x)}. 
zER 


于 是 存在 zo = zole) 使 得 0g(xo) > (1— &)lglloc. Xt x = xo — 59 FA (7.48) 并 
利用 (7.49), 得 


0-220 L g(xo — t — 50) x(t) dt 
5 5 
-9[ a(ee)x(t)at—9 | (a0) — ale — t — 59))x(O à 
+9 f Jeret Boy (Edi 
[t| 25 

> (1—6&)0 - Dllgllw ~ 10K (1 — I) — Tllgllw, 
其 中 用 到 了 对 所 有 使 得 引 科 5 的 t+ 有 

VY{g(zo) — g(xo —t—59} < sup  {g(y) —g(7)} < 10K 

z<y<z+10 

的 事实 . 于 是 得 到 


{ — e) - 1) - I} llglloo < 10K(1 — I). 
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4 e HF 0, 得 
Bk 


alloc < D) < 16K, 


此 即 是 命题 结论 . 口 


倘若 照抄 Ganelius 的 做 法 来 应 用 定理 7.14 便 得 到 一 个 实效 的 Tauber 型 
定理 , 但 其 条 件 相当 不 寻常 , 不 能 完全 推广 Ikehara-Ingham 定理 . 我 们 则 采 
用 略为 不 同 的 方法 . 注意 到 从 定理 7.14 容易 推出 一 个 结论 , 它 既 包含 Berry- 
Esseen 不 等 式 (Ul, 87.6) 又 包含 定理 7.13. 


定理 7.15 Hg ZR ELMAR TR BRM. 在 条 件 (7.44) FT, 有 
T 
IIgllo < 16K +6 | Ig(7)| dr. 


证 明 令 s 0. 应 用 定理 7.14 Fg- f, HH f À 9 "PUER 
a(t) := -5 sin (et/2) sin ((2T + &)t/2) 
的 卷 积 . a 的 Fourier 变换 是 梯形 函数 
1, A |r| <T, 
a(r) = A(T*e-|r/e, AT < |r] <Tt+e, 
0, 若 他 | >T +e. 


由 = 56 的 支 集 是 紧 集 知 
P T+e 
(7.50) llo < zl < = l MIO. 


从 而 
sup  (e(y) - f(y) - (g(x) — f(x))) < K + 2lflloo; 


rXy&rctl/T 


故 由 定理 7.14 可 得 
llgllee < 119 — fllo + fl < 164€ + 33|Lf lloc. 


由 于 33/2n < 6, $ e ÉT 0 便 得 要 求 的 结论 . 口 


定理 7.13 的 证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 4(0+) = 0 并 在 上 和 0 上 用 0 RE 
jh A(t). 首先 应 用 定理 7.15 于 函数 


go (t) := A(t)e- (ett(1 — e77t). 
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该 函数 依赖 于 正人 参 数 o, 其 Fourier 变换 为 
ÿo(r) = G(o + it) - G(2e +ir) + c{(o ir) "^! — (2e cir) ®t}. 


最 后 一 项 的 模 不 超过 


2c-riT 

ds < cw + l)o 

c(w + 1) | BET “là rire 
考虑 到 (7.41), 有 
T 
1 dr 
Gs d < NN T w+1 ——————— 
f aolas (ne, edu rne 人 


p n(o, T) + 2c(w + 2) 
~ ow . 


其 次 , 由 4 的 单调 性 和 正 性 推出 对 z > 0, y 2 078 
go(z 十 内 一 go(z) > Age VE egeta RSA) 


(7.51) 
> —(a + c)llgellssv- 


3 x < 0 时 该 不 等 式 仍 成 立 , 这 是 因为 此 时 有 go(z) = 0. 应 用 定理 7.15 于 
一 go， 其 中 K= (a + e)lgc || oo / T, P 可 知 对 于 0 < © < 1 有 
elles < Š {n(o,T) + 2e(u + 2)} + 7 (a + Dolo- 
HER T = T, := 32(a + 1), 得 
(7.52) lgollo < Mi(a)o* | (O< ao x1), 
其 中 Mi(o) := 12(n(o, Ta) + 2c(w + 2)}. 
4 
ei et, 4t>0, 
B(t) := Pw +1) 
0, 若 t<0. 
证 明 的 第 二 步 仍 用 到 定理 7.15, 但 这 次 是 对 函数 


Got) = go(t) — o^" Blot) = (A(0e* - ———À VE: yt fe“ Sere") 


来 使 用 它 . 该 函数 的 Fourier 变换 等 于 


Gu(r) = G(o + ir) — G(20 + ir). 
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对 任意 上 > 0, 有 


B'(t) = Por ^ 0" dp Hey} 
c(w 十 1) 一 一 w—1 c(w T 1) et w 
“toon We 9 SI et 


另外 , BER 上 连续 , 从 而 等 于 其 导数 (在 上 = 0 处 可 用 0 值 来 延 拓 ) 的 积分 . 
从 中 得 出 , 一 方面 , 对 z < 0, £+y > 0, 有 


Be +y)~ BG) < f ate ent? dt < agp 


男 一 方面 , 对 z 20,y > 0,78 


dwet a fr a 
Bsp) BU S ET) | t" dt 


OU + ne eve - 9)? 
其 中 当 w> 0 时 yw)=1 当 -1<w<0 时 yw)=0. 在 w<0 的 情形 下 用 
了 经 典 的 Minkowski 定理 
(apy — otl < yo (—1 < w « 0). 
iis RT x ER 0<y<1/T<1,R0<o<1Æ 
w+1 
B(ox + ay) — B(ox) € DU + (=) » 


其 中 


Ge w+) 


事实 上 , 有 DI (wo +1) > cmax{1, 9(w)(w + l)esupyyo e ft^). 
由 (7.51) 和 (7.52) ^il, 在 相同 的 条 件 下 有 
{ (a+ gel 4 Ber toy) — Bes) } 


Gs (x + y) — Go(z) 之 一 ow 


> E ex p 


其 中 M2(0) := (a 4- 1)Mi(o) + D = 12(a + 1)n(o, Ta) + 24c(a + 1) (vw + 2) + D. 
应 用 定理 7.15 T -Go NT > Te 有 


IG» («)| < = Lp + 6n(0,T) + 160(Z)""| 


w +1 
< zz [88 00 12) 1189 cir) + 16D (7) } 


o 


M nen (R) 


IN 
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Am 


M := max {384c(a + 1)(w + 2) + 16D, 12) 
«12 + 384c(a + 1)(w + 2) + 16c(1 + e! ^" (w + 1)^*?) /Tw +1). 


选取 = 1/z 便 得 结论 . (7.42) 中 隐 含 的 常数 不 超过 eM/(1 — 1/e). 口 


从 Ikehara 定理 出 发 仅 假设 在 o = 1 上 Cs) 40 便 可 推出 素数 定理 . 它 
不 需要 1/6(s) 的 上 界 估计 , 见习 题 224. 注意 : 由 定理 7.13, 任何 C'(s)/C(s) 
或 1/6(s) 显 式 的 上 界 估 计 均 可 推出 素数 定理 相应 的 实效 形式 , 特别 地 , 见习 
题 225 及 习题 226. 


87.6 Berry-Esseen 不 等 式 


上 节 提 到 , 由 定理 7.15 可 推出 Berry-Esseen 概率 不 等 式 , 这 里 证 明之 . $2 
通常 习惯 , PDA Bk, 是 指 单调 递增 日 右 连续 的 实 变 实 值 函数 F, 满足 


(7.53) F(-00)=0, F(+%)=1. 
F 的 特征 函数 定义 为 其 Fourier-Stieltjes 变换 
十 co 
Hais f ert dF(a). 


定理 7.16 (Berry-Esseen) ik F, G 为 两 个 分 布 函 数 ， 其 特征 函数 分 
别 为 f, g. 假设 G 可 微 且 G' dE R 上 有 界 , 那么 对 任意 全 > 0 有 


(7.54) IF- Gl% < 16 les loo 二 vef Ua g(T) | dr. 
证 明 H:= F -G HRANE e 引进 函数 
(7.55) H(z) = — | aqH(s t) e f 2 ef dH(t). 
容易 验证 He 可 积 , HH Fourier 变换 等 于 
Bre [7 citas = He cron, 
由 分 部 积分 , (7.55) 第 二 个 等 式 推出 


(7.56) H.(r)- H(z) — ee ** d e* H(t) dt. 
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由 于 [Hllss <1 及 H(—-oo) = 0, 容易 得 出 对 每 个 固定 的 > 有 
um, H.(z) = H(z). 
Fa:=||G' lo. 显然 有 
H(z+y)—H(z)>-ay (x€R, y>0) 


及 
d 一 EX et 一 ED Et 
—{e f e*t H(t) dt) = -ee | e H(t) dt + H(z) « 2. 


代入 (7.56), 得 


H(z +) - He(a) > - 8729 


(z eR, 0«y« x). 


应 用 定理 7.15 F-H. R K := na 得 
(a + 2e) T | f(t) — g(7) 
|H.(x)| < EEE +6 f (BC ear (x € R). 


4 eT 0 便 推出 (7.54). o 


注 (i) 仅 当 |f — 9| 相对 于 测度 dr/r 可 积 时 不 等 式 (7.54) 给 出 一 个 有 
限 的 上 界 . 其 一 个 充分 条 件 是 f 和 9 属于 使 |1 - p(7)|/|7| 在 原点 附近 可 积 
的 函数 o 构成 的 空间 E. 不 难 验证 , 一 个 特征 函数 o 在 E 中 当 且 仅 当 其 原 
函数 万 满足 ff, Int |z|dH(z) < oc. 

(ii) 通常 Berry-Esseen 不 等 式 中 的 常数 在 应 用 中 并 不 重要 . Feller (1971) 
提出 了 数值 24/n 和 1/0, 其 后 分 别 被 改进 为 nx 和 0.163 18, Ji Vaaler (1985) 
定理 13. 


87.7 ”全 纯 性 作为 Tauber 型 条 件 


本 节 从 定理 7.14 的 一 个 推广 开始 讨论 . 这 基本 上 是 Ganelius (1971) 的 结 
果 . 

定理 7.17 4g Àj R EAE fudit, C 为 正常 数 , By :R 9 [1,0 
29 338 AA, 使 得 当 x KOK y(z) = 1, S8 x 20 RN v(2z) < Cyle). 假 
设 对 适当 的 实数 下 > 0 有 

(i) sup {g(z+y)—g(z)}  K/v(x)  (xER), 

O<y<1/T 
(ii) g € C” ([-T, T]), 
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那么 存在 整数 N = N(CQK), 仅 依赖 于 C, K, T 的 常数 4 以 及 M := 


sup [[g l-r) 使 得 
n<N 


(7.57) ig(z)) < A/v(z) — (r ER). 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 T = 1. 显然 只 须 对 z > zo(C) 证 明 (7.57). 

先 证 |r| < 1 上 g(r) = 0 的 情形 . 注意 到 根据 定理 7.14 可 将 llgjlw 放大 
为 16K. & x AC™(R) 中 的 非 负 速 降 函 数 , 使 得 其 Fourier 变换 的 支 集 包含 
于 [-11 E (0) = 1.9 特别 地 , 对 任意 整数 ”有 x(z) Kn 1/(1+ |z|”), 从 而 
对 适当 的 常数 BA x(x) < B/{(1+ z?)v(|z])). 

另外 , 存在 整数 R > 0, 使 得 


1 
IR :一 t)dt < ———. 
R [x 2C +1 
# x >4R 9 :=sgng(x), À g*x —0, Am 
R 
Vg(7) J aX!) dt 


R 
= f {o(¢) — g(z -t — Ré))x(0) dt — 9 f g(z — t — Róyx(t) dt. 
-R It» R 


这 样 
| < 2RKQ - In) —— 
ars «Tee /lt Rx) a 
A desde -— 
(BR i. elf ROI at 


其 中 A := 2CRK. 在 积分 中 , 倘若 [t+ R9| < 2/2, EK |g(z —t — R9)| 放大 
为 Up le(y)l, 否则 将 之 放大 为 16K. 注意 到 Ig/(1— Ig) < 1/2C, 得 
y»r/2 


À; 16K 
DS dec 
lg( ) p(z) 1 — Ir [t-- R9|»z/2 
Ai , _160?BK — (? dt , 1 p Lo) 
Pe) (RU) Jaco LFF 20 yos 


<2 + sup le(y) 
n p(z) 2C R i 


1 
x(t)dt + — sup |g(y)| 
) 2C y»z/2 


< 


@ 一 个 可 能 的 选择 是 x(x) := {5(z)}?/ REAY at, 其 中 
c(t) := exp(-1/(1 — 4?) }1)_-1/2,1/2;(6) (t € R). 
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其 中 4 = A(C,K). 如 是 往复 , 得 对 任意 整数 J > 0, 有 


A2 1 

g(z)| € uve Sup gg 

gia) 2E (2C) v(z/23)  27C? d 人) 
ACI 16K 

2Cip(xz) 2707 


E O<j<J 
由 于 C>1, 4 JEFTEN, 88 
le(z)l < As/ 2), 


其 中 A3 = 242. 
现在 考虑 一 般 情形 , g(r) 不 必 再 在 [71,1] 上 为 零 . 引进 函数 a € Co (R)n 
L'(R) 使 得 在 |r| 和 二 上 G(r) =1, Æ |r| > 1.E G(r) 20. & 


f(x) := [ e? G(r)g(T) dr. 


连续 使 用 分 部 积分 , 得 f(z) <m, 1/(14 |z| V), 其 中 M = My 的 定义 见 命 
题 叙述 . 于 是 


(7.58) |f(z)| < Aa/(2), 
其 中 Aa 仅 依 赖 于 C 和 Mn, N = N(C) 是 某 适 当 的 选择 . 由 于 |r| <4 E 
f(r) — (7) = 0, 应 用 证 明 第 一 部 分 的 结果 , 得 
|f(z) — g(z)| < As/¥(z). 
结合 (7.58) AU, 命题 得 证 . 口 


上 述 定理 给 出 如 下 Korevaar (1954b) 一 个 结果 的 简单 证 明 , 该 结果 是 Fa- 
tou (1906) 一 个 定理 的 细 化 . ; 


定理 7.18 (Fatou-Korevaar) 4- f(z) = $5,559 aaz" A |z| < 1 -biks 
RRR, 在 z — 1 处 可 全 纯 延 拓 . 倘若 存在 函数 y 满足 定理 7.17 的 假设 ， 
并 使 得 


(7.59) an >—1/ÿ(n)  (n290) 


那么 Ys uos KAA] f(1) 且 


Yan = 0) O50) (x 一 oo). 
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证 明 f(z) Æ 2-1] <r EN PAE, 0<e <In{1/(1-r)}. + 
ge(z) := 9 ane *" — f(e~*)1g+ (x), 


ngs 
这 样 N PT E 
Ge(T) = -f e 77 pa ane~” dz = f(e ) FU f(e ) 
0 


1T 
n»crz 


于 是 对 e > 0 K |r| «T (T 足够 小 ) A g. € C*((-T,T]) E & AD € ARK 
ER. 另外 , 由 于 
l+y+M 


ge(z + y) — ge(X) = 2 edn, 一 f(e) Lz, z+] (0) 2 — p(x) , 


其 中 M := | E |f (z)], 应 用 定理 7.17 便 得 到 


ge(z) < 1/v(z), 


其 中 隐 含 的 常数 与 e 无 关 . > € BF 0 便 得 到 定理 的 结论 . 口 
于 是 得 到 关于 Dirichlet 级 数 的 类 似 于 Riesz (1909) 定理 的 一 个 实效 形式 . 
定理 7.19 $ F(s) := Di an/n° 为 在 o > 1 上 收敛 的 Dirichlet 级 

数 , 在 s = 1 上 可 全 纯 延 拓 ， 倘若 存在 满足 定理 7.17 条 件 的 函数 wy 使 得 

an 之 一 1/w(Inn) (n 2 2), 那么 

an 1 = 
(7.60) 2 = FO)+ Ossa) (x — oo). 


nir 


证 明 ”只 须 对 足够 小 的 60S 


gs(x) = 1r+(x) De mE 


Tet 
证 明 与 定理 7.18 类 似 , 细节 略 去 . 口 


正如 Landau (1910) 所 指出 的 , 可 将 Tauber 型 条 件 换 成 均值 不 等 式 , 但 
必须 是 双边 的 . 于 是 得 到 定理 2.9 的 一 个 实效 形式 . 


定理 7.20 在 假设 


2 am « n/ (In n) (n z 2) 


men 


F, 定理 7.19 的 结论 亦 成 立 . 
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WEAR S p(s) = n^? — (n4- 1)7* — sns! (s € C). 这 样 
le(s)| < Is(s +1)|/n7t? (o > 0). 


^ À, := Yn&n0m- 于 是 An < n/p(Inn) (n > 2). 容易 验证 , 对 任意 整数 
N > 1 及 任意 se C, 有 


an Aye: An 
(7.61) 5 n — S >> were = Ds AnYn(s) + (N = Ds 
l<n<N l<n<N iSn<N 
令 N 一 oo, 从 中 推出 
A, F(s 
G(s) := ` rim Le S An¥n(s) (c > 1). 
nzl ei 


第 二 个 级 数 在 o > 0 上 全 纯 , 所 以 G(s) 在 e = 1 处 可 全 纯 延 拓 . 于 是 可 对 
G(s) 应 用 定理 7.19, 得 


> 人 = G(1) tO): 


n<N 


RA s = 1 时 的 (7.61), 得 定理 结论 . 口 


87.8 ”算术 Tauber 型 定理 


素数 定理 初等 证 明 的 尝试 促使 数学 家 们 考虑 一 个 更 广泛 的 问题 . 设 f, g 
是 数论 函数 , 满足 关系 f=g+1. $ 


F(z) := > jn)，G(z) := (n), 


nir nic 


希望 在 
(7.62) F(rz)-—az-o(r) (zZ 一 oo) 


的 条 件 下 得 到 关于 9 的 结果 . 标志 性 的 情形 是 9 = p, f = 6, BT a = 0. 易 
MRA G(z) = o(z) 与 素数 定理 等 价 , 见 第 一 部 分 定理 3.8. 然而 , 这 里 我 们 
的 目的 不 是 寻求 素数 定理 的 另 一 个 初等 证 明 . 以 下 将 自由 地 使 用 素数 定理 . 


定理 7.21 (Ingham, 1945) 在 条 件 (7.62) T, 有 


(7.63) A gln) = $9 +a+o(l) (x — oo). 


n<T 
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证 明 有 下 (z) = Encs g(n)le/n]. 于 是 改变 g(1) 的 值 后 可 设 a = 0. 另 
外 G(z) = Dace A(n)F(z/n). 从 而 


Ee 
= Y^ u(n) [ F(u/n) rs wn) T ros; 


nir 
B u(n) dv dv u 
aj. F() Zn n wc «d MEN SUD 
口 
定理 7.22 (Landau, 1910) 设 g 为 实数 论 函 数 , LIJE n > 1 满足 
g(n) > 一 K, 那么 由 关系 (7.63) 推出 
(7.64) 5 g(n) _ 
n21 
证 明 ”改变 g(1) Waa = 0. 于 是 
(7.65) > 人 gm). Sl) = | So du — o(1). 


nT 


若 对 c > 0, GIN) > cN 对 于 无 穷 多 个 N 成 立 , 那么 对 足够 小 的 。 及 
N<u<(1+e)N À G(u) » cN — K(u- N 1) » icN. 由 此 推出 


[ se G(u) 


N 
这 与 (7.65) 矛盾 . 对 -G 作 同 样 的 推理 , 得 G(N) = o(N). Bi 


联合 定理 7.21 和 定理 7.22 即 得 蕴涵 关系 (7.62) (7.64) 所 需 的 关于 9 的 
一 个 Tauber 型 条 件 . 


推论 7.23 (Ingham, 1945) 倘若 (7.62) 成 立 且 inf, g(n) > —oo, 那么 
(7.64) 成 立 . 

从 Ingham 的 方法 亦 可 得 出 如 下 结果 . 

定理 7.24 (Skatba, 1998) 倘若 (7.62) 成 立 且 f(n) € 1, RA G(x) = 
olx) EL (7.64) RŽ. 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 a = 0. 由 双 曲 律 (第 一 部 分 定理 3.1) 知 对 每 个 
固定 的 y>2 有 


(7.66) G(x)= 》 u(m)F(z/m) - X, f(n)M(z/n) - F(z/y)M(y). 


m&y n&zr/y 


du > lce/(14 &)?, 
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在 和 式 中 将 M(z) 放大 为 < z/(n z)?, f(n) 换 成 O), 即 得 
lim sup |G(z)]/z < 1/Iny, 从 而 G(x) = o(z). 代入 (7.63) 便 得 要 求 的 结论 . D 


推论 7.25 (Skalba, 1998) X f : R — C Æ Riemann 可 积 2r- 周 期 函 


数 , 那么 | 
1 [7 (n) 
x | f(u)du = 》 一 


nzl 
WEB] ”由 于 (n/20 模 1 均匀 分 布 , 由 Weyl 判别 法 , 积分 是 
Fin) = 7(2r(n/2m)) 的 平均 值 . 3 


如 同 Skatba (1998) 论文 中 所 提 及 的 , Drmota 证 明了 定理 7.24 的 逆 命 题 . 


定理 7.26 (Drmota, 1998) # f 是 实 的 , HW inf, f(n) > —oo, 并 
且 (7.64) 成 立 , 那么 关系 (7.62) 亦 成 立 . 


证 明 ”对 每 个 y > 0 均 有 
n>1 


n21 


左边 是 g(n)/n 的 Lambert 级 数 . 由 于 Lambert 变换 是 正则 的 (1 PX), 4 
y 一 0+ 时 该 函数 为 {a+ o(1)}/y. Karamata 的 Tauber 型 定理 (定理 7.5) F 
是 蕴涵 (7.62). 口 


下 证 要 求 的 Lambert 变换 的 性 质 . 令 
ply) := y/(e° — 1). 
5|38 7.27 (Lambert 变换 的 正则 性 ) FY an = a, 那么 
> any(ny) -a-o()  (y— 0+). 
证 明 可 设 ac=0. 令 4:= 和 c, am. ABA An = 0(1) H 


mtn 


3 anp(ng) = 》 An{y(ny) — plny + y)}. 
而 p 7ER+ 上 单调 下 降 . 于 是 对 每 个 固定 的 N 有 


S| An{y(ny) -o(ry+u)}| < >》 Ani (o(ny) - e(ny--y)] - (Ny) sup |Anl. 
n n<N no 


S N 趋 于 无 穷 即 得 结论 . " 


注 记 


§7.1 Abel 定理 中 的 条 件 z € 5(g) 是 必需 的 . FRE B. de Mathan 的 反例 
4 ap := exp(i/k) (k-—1,2,...). 图 数 


f(z2) = Y log(1 See 


k21 
在 |z| < 1 上 全 纯 , 这 是 因为 级 数 在 该 开 圆 盘 中 任意 紧 集 上 一 臻 收银. 由 于 


lim |f(z)| = oo (k= 2.) 
Z—Ok 


当 z 一 1 时 jz) 无 极限 . 而 f(z) 的 Taylor 级 数 是 


z Y ak” 
a 
n21 ^ k21 2 
由 Abel 判别 法 , 该 级 数 在 z = 1 ANS. 事实 上 , 部 分 和 一 致 有 界 : 
a? 1 ES 
2. 255817] 2906 a Oe 
1&n&m 天 之 1 k>1 l£nsm 
1 
6x ulcer 1255 Lane] t 


$7.3 Karamata 定理 可 这 样 推广 : 考虑 如 下 更 一 般 的 假设 
F(c) = (c-o(1)oe^"L(1/c) (oc +04), 
其 中 L(t) ET Bs, 即 对 任意 固定 的 k > 0 满足 
L(kt) = L(t) — (t— oo) 


的 函数 . 将 ze 换 成 2° L(x) 后 定理 7.5 的 结论 成 立 , UL Hardy (1949) 定理 
108. 
87.4 和 定理 7.11 是 Freud (1952) 的 结果 . XIL Freud 和 Ganelius (1957). 这 
里 给 出 的 独立 的 证 明基 本 上 是 Korevaar (1954a) 的 结果 . Ingham (1965) 给 出 
了 Karamata-Freud 定理 的 一 个 直接 证 明 , 不 明显 地 用 多 项 式 L 逼近 引 理 ， 
而 直接 使 用 了 Karamata 证 明 中 的 峰 函 数 . 
$7.5 关于 Bohr 不 等 式 (7.43) 的 进展 见 Hôrmander (1954) 的 文章 . 

如 习题 255 所 指出 的 , 定理 7.13 对 任意 。 > 0 提供 了 素数 定理 阶 为 
€ z/(Inz)?-* 的 余 项 估计 . 用 Wiener-Ikehara 优雅 的 方法 , Rieger (1983) 得 
到 了 阶 为 


« zexp ( — c(Inz)!/?5) 
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的 余 项 估计 . 

正如 Diamond (1988) 在 其 书评 中 所 注 ， 严格 地 讲 ，Hardy-Littlewood- 
Karamata 定理 不 能 导出 素数 定理 的 证 明 的 说 法 并 不 准确 . 利用 Riemann C- PR 
数 的 一 些 解析 性 质 , 比如 函数 方程 , 乘积 公式 , 阶 的 有 限 性 , 在 o = 1 上 无 零 
点 以 及 虚 部 不 超过 T 的 非 显然 零点 数 的 估计 N(T) « T^, 等 等 , Littlewood 
于 1971 年 说 明了 确实 可 用 Hardy-Littlewood-Karamata 定理 得 出 素数 定理 
一 个 简短 的 证 明 . 然而 由 于 所 有 关于 o = 1 上 C(s) £ 0 的 证 明 均 给 出 了 不 弱 
于 


(7.67) Ic) >> (In(3- 070) ^ — (021) 


的 估计 , 这 样 的 过 程 看 起 来 不 十 分 具有 理论 意义 . 在 假设 (7.67) 下 , 只 有 Per- 
ron 公式 可 以 得 出 素数 定理 , 此 时 并 不 需要 Tauber 方法 , 见 $4.2. Ikehara Æ 
理 的 独到 之 处 是 在 最 少 的 假设 ( 即 o = 1 上 c(s) £0) F, 不 用 其 他 解析 性 质 
而 得 出 结论 . 

Delange (1954) 将 Ikehara 定理 推广 到 混合 奇 性 , 即 主 项 中 容许 单项 式 及 
对 数 的 情形 . 

定理 7.28 (Delange) 4 F(s):— »5,,, a«/n? 为 非 负 系数 Dirichlet 级 
数 , 在 o>a>0 上 收敛 , EER o=a LBs = à ZMK, 并 假设 
Æ s=a 的 邻 域 及 gg>a 上 有 


F()- sa Y, e) tog (—)} +9), 


DN w+l1 
(s - ae" aig 


其 中 w 是 任意 实数 , gj(s) 和 g(s) 在 s = a 处 全 纯 , go(a) ER. 
(i) WE w 不 是 负 整 数 , Hc 趋 于 无 穷 时 有 


Ala) = D an ~ EA a^ (nz) (ne 2) 


(ii) 倘 著 w = —m-1,m € 20 MERA q2 1, 那么 当 x 趋 于 无 穷 时 有 


m, 1gga(a) z^ (Ino 7) 
87.6 ”本 节 中 给 出 了 Berry-Esseen 不 等 式 的 经 典 形式 , 其 中 假设 了 两 个 分 布 
函数 之 一 是 绝对 连续 的 . 同样 的 方法 可 得 到 一 般 的 结论 , 其 表述 用 到 凝聚 也 
数 


(7.68) Qa(£) := sup{ Glz + £) — G(z)} (£ > 0). 


it id | . 321 - 


Elliott (1980, 引 理 1.47) 证 明了 上 界 估计 


f(r) - e(7)] 4. 


T 
(7.69) IF-Gl« «Qs (F) * f. 


SHER TMT FGUG 一 致 成 立 . 
Stef 和 Tenenbaum (2001) 证 明了 与 Berry-Esseen 不 等 式 类 似 的 一 个 结 
果 , 对 分 布 函数 的 双边 Laplace 变换 


Pay [ e-uz dF(z) 


成 立 . 这 推广 了 Alladi (1987) 的 结果 . 


定理 7.29 (Stef 和 Tenenbaum, 2001) iX F, G AMADA DH, h: 
Rt > Rt 是 单调 递增 函数 ,满足 条 件 


(7.70) h(u)»w* (u20). 


Aek, LARA, 满足 0 <E<1/{3+h(2)},0<k< L, 并 使 得 
à)|F(u-QG(u|«e (OS ur), 
(ii) F(u) + G(u) < h(lul) <œ (-L<u<L), 
那么 
laL nW 
i} 


(7.71) IF - Gl < Qe( 5 + 


其 中 W 是 方程 h(W) = 1/e 的 解 . (7.71) 中 的 常数 至 多 依赖 k 以 及 (7.70) 和 
(ii) 中 隐 含 的 常数 . 
在 G 绝对 连续 且 有 有 限 密度 函数 的 特殊 情形 下 , 得 到 如 下 推论 . 
推论 7.30 (Stef 和 Tenenbaum) 保留 定理 7.29 HAH, 并 另外 假设 
(iii) G 绝对 连续 且 GE LC(R), 
(iv) 39 > 1, 44} Inh(u) «1 +u? (0< u € L), 
那么 


InL  in|ine| j 
x 2 EE oo ) 
(7.72) IF - Gle < (57 + E) ente 


其 中 隐 含 的 常数 至 多 依赖 于 s 以 及 (ii) 和 (iv) 中 隐 含 的 常数 . 


正如 Stef 和 Tenenbaum 文中 所 证 明 的 , 8/534 9 —2k/(2k-1) (ke N*) 
时 (7.27) 中 |Ine| 的 指数 是 最 优 的 . 
$7.7 第 一 章 中 提 到 的 Newman 定理 是 全 纯 性 用 作 Tauber 型 条 件 的 另 一 个 
例子 . 以 下 给 出 其 一 个 积分 形式 , 是 Korevaar (1982) 和 Zagier (1997) 的 结果 . 
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定理 7.31 (Newman, 1980; Korevaar, 1982; Zagier, 1997) ik f X 
Rt 上 局 部 可 积 的 有 界 函 数 , 其 原本 在 Rez > 0 上 定义 的 Laplace 变换 


F(z) := f(t)e ^ dt 
可 解析 延 拓 到 半 平 面 Rez > 0 E, 那么 


f - f(t)dt = F(0). 


T 
WEBB 令 F(z) := f fte tdt. 显然 它 是 z 的 整 函数 ， 需 要 证 明 当 
0 
T — oo 时 Fr(0) MF F(0). & R > 0 为 参数 , 后 面 将 让 它 趋 于 无 穷 . + LA 
区 域 
D := {z E C: |z| < R, Rez > —ô} 


的 边界 , 其 中 6 > 0 (作为 R ØR) 足够 小 , 使 得 FF TE D 上 全 纯 . 于 是 由 
Cauchy 积分 公式 得 


(79  FO-RO0= z f FG) - FG (1 JE 


4 C 为 半圆 Ln{z:Rez > 0} 的 边界 , M := |i fllo. 由 于 
LF(z) — Fr(z)| = | f i f(t)e- = dt «Me T®*?/Rez  (Rez>0) 
T 
H 


ez 2I Rez 
(7.74) IR mes 


eT(1+ 21 = (ld = R), 

可 知 在 C 上 (7.73) 中 被 积 函 数 的 绝对 值 不 超过 2M/R?, 这 推出 C 对 (7.73) 
中 积分 的 贡献 至 多 为 M/R. RIS FA Fr 来 估计 B := L\C 上 积分 的 
EF. 由 于 Fr ERR, 可 将 B 换 成 半圆 C := {z EC :|z|= R, Rez < 0) 
的 边界 . 由 于 


Me- 8e zT 


Re aI (Re z < 0), 


\Fr(z)| = is fe" dt < uf e Rezt dt = 
由 (7.74) 知 


1 T dz 
ER z LA) asi <M 
2ni RC (1+ 5) 


ae R s 
最 后 , 对 每 个 固定 的 R > 0, H Lebesgue 定理 知 


lim ma [Fee i 5e) < = = 0, 
T—oo 231 


从 而 
lim sup |F(0) — Fr(0)| < 2M/R. 
T—00 

FR 趋 于 无 穷 便 得 要 求 的 结论 . " 
87.8 Landau 实际 上 证 明了 比 定理 7.22 E BER: À Dci 9(n)/n — a 2J 
k 阶 Cesàro 平均 且 g(n) > -K (n 2 1), ABA (7.64) RL, 见 Hardy (1949) 
定理 64. | 

定理 7.24 的 证 明 与 Skatba 的 不 同 , 后 者 中 虽然 提 到 了 推论 7.23, 但 其 实 


并 没有 用 到 它 . 
Erdós 和 Ingham (1964) 研究 了 算术 Tauber 型 定理 深刻 的 推广 . 


习题 


219. 设 (a, € RN, be R. $ sn := X ocmgnam (n2 0). 


(a) FH ao, ...,an 来 表示 bw := (1/N) D 0«n«N Sn. TE 


(7.75) lim by =b 


N—00 
的 假设 下 推出 级 数 学,woan KAA b AL Coenen nan = o(N) 
(N — oo) 的 一 个 充 要 条 件 . 
(b) 假定 (7.75) 成 立 . 
i) 将 s 表示 为 bn Fl bn-1 的 函数 . 证 明 级 数 5(z) := 2 20822" 
和 A(z) := nso nz” 在 开 单位 圆 盘 上 收敛 . 
ii) 证 明 S(z) = (1— z) npo nbn” NF 0 <x <1 成 立 . 推出 
lim; 41-(1— z)S(z) = b. Rid b, =b+en (n>0), P en 
HTF 0, 估计 E(x) := I$ n> Enna” | BER. 
ii) 对 0<z<1, 将 (1— z)S(z) 表示 成 A(x) 的 函数 . 
(c) & K ER. 为 使 (7.75) 蕴涵 级 数 enzo n 收敛 到 b, Tauber 型 条 
件 infhen nan > -K 是 否 充 分 ? 
220. 从 定理 7.10 推出 估计 @ 


] 
n Ino x 


221. ^ a, := Da 2e, 其 中 wm) 表示 m 的 相 异 素 因 子 个 数 . A 
Eo 1, 时 ous ügH © 的 渐 近 性 质 . 由 Karamata-Freud 定理 推出 


a. (z — oo). 


NST 


© 注意 到 显然 该 估计 比 第 一 部 分 (3.15) BBS, 但 它 只 用 到 关于 Mobius KAH 
Dirichlet 级 数 1/6(s) 的 一 小 部 分 信息 . 
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用 Selberg-Delange 方法 证 明 
> = C(In x)’, 


其 中 C := —(31n2)/n?. 
222. $ {ap} 为 素 指标 有 界 序列 . WREEK c 一 1+ 时 Dapp? WR, 那么 
BRS as /p TCR. 证 明 对 于 整 指标 序列 该 结论 不 对 . 
223. 令 4 为 正常 数 , {bn}; 为 复 序 列 , 对 任意 n > 1 满足 lbn] < Ar(n) 及 
b, 1 
(7.76) 2 "a (x) (c 一 1}). 
1. 是 否 必 有 Vice bn/n = 0((nx)?) (x — oo)? 
2. ERVA ner bn = o(zinz) (x — oo)? 
3. & {an} 为 有 界 复 序列 , 使 得 


=o( 75) C0 


n? 
nzi 


今 假设 bn := Dan aa. 证明 (7.76). 对 序列 ni bn 结构 的 附加 假 
设 是 否 使 对 问题 (a) 和 (b) 的 回答 有 所 改变 ? 


224. & Z(s):— C'(s)/(sC(s)). 证 明 vr Z 0, C(1-- ir) 4 0 的 假设 蕴涵 了 对 
任意 固定 的 了 有 


Jim J. |Z(1 + 20 + ir) — Z(1--o-ir)— PUE 十 一 一 一 war dr = 0. 
利用 Ikehara 定理 , 由 之 推出 素数 定理 . 
225. 利用 84.2 中 证 明 的 基本 上 界 估 计 
C(s) < (mir), — es)! «(nl (IT| 22, 62 1), 


来 证 明 习 题 224 中 的 积分 对 于 T > 2,0 > 0 来 说 < o(In T). 利用 十 
理 7.13 推出 实效 估计 
p(x): = 》 An j= s « o( 9^), 


Inz 
NET 


226. 用 习题 225 的 方法 证 明 上 界 估计 
Sun) < pee) 2) 2 


nir 


[提示 : 利用 Dirichlet 级 数 C(s) + 1/C(s). ] 


3] m . 325 : 


227. Berry-Esseen 4 3€. 设 X 是 零 期 望 且 方差 为 1 的 实 随 机 变量 , 具有 有 
PRAY = BME o. $ F(z) := Prob(X <z) (xeR) 及 


十 oo 
e(r) = f erzdF(z)  (rcR) 


最 后 , 用 F(x) 表示 (1//n) 375.4 X; 的 分 布 函数 , 其 中 X; 是 相互 独立 
的 随机 变量 , 与 X 同 分 布 . 

(a) WEB] o > 1. 

(b) 利用 不 等 式 


ee 1 
- y | < 一 一 yt ER, m>0 
p2 gE») | c rp (y m > 0) 


UR |In(1 y) +ul<lyl? (yl < 2) 证 明 


le(r) —1] < à, |e(r) —14+ 1| < lor? (TER), 


|n g(r) + jn < rf ier? (Ir <1). 
(c) 证 明 对 n>1 有 
lem) 一 eT « MEE. Ay +2} (elr| < Vn). 
(d) 由 上 推出 


1 s —t?/2 | 0 
—— e™ /*dt| < C——, 
/2n J Vn 


其 中 C 是 适当 的 绝对 常数 .@ 
228. Wirsing (1956) 的 一 个 想法 ， 设 P 为 素数 类 , 0 为 素 因子 均 在 P 中 的 
整数 之 集 的 示 性 函数 . 令 T(z) := Dnes O(n). 假定 存在 常数 > 0 和 
K > 0, 使 得 当 x 一 +00 BY, 


6x " O(p) 
2,99) Na ii) I (1 十 | ^ K(In x}. 
(a) 证 明 当 z — oo 时 , 有 


m 
n<T ThE m mT 


iii) p» 0(n)Inn ~ dz ` 2m) ; iv) T(z)~ SEA D Am) 


& Feller (1970) 证 明了 C = 3 可 以 . 


- 826 - Ste Tauber 型 定理 


(b) 证 明 仅 从 关系 i) 便 可 推出 , 当 o — 0, 时 
2: 20) m x e 2 I = 76 + o(1). 


pXexp(1/a) p»exp(1/o) 
从 中 得 出 
Mi aug de Ms (1 F ey" (c 一 04-). 
(c) 证 明 在 i) M ii) 的 假设 下 有 
óKe-* 


z(In z)?! (x — oo). 


M CEST 
229. Ingham 定理 (推论 7.23) 的 一 个 逆 命题 . WE {an}, 是 有 界 复数 列 , 使 


得 2:451 an/n = = a. 


(a) 证 明 对 任意 固定 的 y > 1, 有 
Qn 
2 [7 7 dt = o(N). 


max(t, PO 
(b) 推出 : - 
GT Lum X D, an P = a. 


(c) FI: UE 9 € RAZ. $ 7*(n,9) := Eam e(d0). 证 明 当 N ÉTAT 


时 ， 
一 x Y T" (n, 9) 
N EN 
收敛 于 有 限 的 极限 , 并 计算 之 . 
230. (a) 证 明 当 o — 04 时 Enyo ne^" 7 ~ 1/(20). 
(b) 推出 Hardy-Littlewood 定理 的 如 下 变 体 : iX K ERA {ar} A 


实数 列 , 满足 nan > —K (n2 1) A 
F(o) := ` ane 7" = s+ o(1) (c > 0+), 


nz 


那么 级 数 > ,>0 an 收敛 到 s. 
(c) 证 明 limo_,o4 32,49 (71)^e- = 1. 从 中 还 能 得 到 什么 结论 ? 
231. i g(n) := Eam u(d)e/4 (n > 1). 证 明 级 数 Enz g(n)/n 收敛 并 计 


算 其 极限 . 
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$8.1 简介 , Dirichlet 特征 


§8.1.1 定义 


4 a 和 4 为 互 素 的 两 个 整数 . 从 先 验 上 没有 道理 说 只 有 有 限 多 个 素数 满 
Æ p= a (modq). 既然 没有 与 之 相反 的 迹象 , 甚至 有 理由 猜测 素数 在 pla) 个 
可 能 含 无 穷 多 个 素数 的 剩余 类 中 是 均匀 分 布 的 . 令 


A(T; a,q9) := {p < gi p = a (mod q)}|,® 


考虑 到 素数 定理 , 这 样 的 等 分 布 假说 自然 导出 如 下 猜想 


T 


u(x; a, q) ~ 一 一 一 一 
eee) y(q) In z 


(x — oo). 


该 问题 的 研究 与 素数 分 布 规律 的 研究 相 平行 , 自 有 其 引人入胜 的 历史 . 它 
最 终于 1896 年 被 La Vallée-Poussin 综合 其 素数 定理 证 明 的 方法 (如 第 四 章 中 
所 见 , 很 大 程度 上 基于 Riemann 的 想法 ) LAR Dirichlet 于 19 世纪 上 半 叶 创 
造 的 独特 工具 而 证 明 . 

这 个 方向 上 的 第 一 步 便 是 严格 证 明 在 每 个 适当 的 算术 数列 a (mod q) 中 
均 有 无 穷 多 个 素数 , 其 中 (a, a) = 1. 

a=3,q=4 以 及 ao=5,q=6 的 情形 分 别 在 习题 34 和 习题 35 中 讨论 ， 
可 用 Euclide 定理 证 明 的 一 个 显然 推广 而 得 . 


D 文献 中 常 将 该 常数 记 作 n(7;q,a). 这 里 特意 保持 a 和 gq ERRA n = a (mod q) 中 
的 顺序 . 


. 328 - 第 八 章 ”算术 数列 中 的 素数 分 布 


p=1(mod4) 的 情形 较为 微妙 , 但 正如 习题 38 中 所 见 , 用 类 似 的 技巧 仍 
可 得 

可 以 想象 , 这 种 预 设 存 在 某 个 整 系数 多 项 式 , 其 在 整 点 上 的 值 被 无 穷 多 个 
素数 整除 的 方法 可 以 适用 于 任何 适当 的 算术 数列 . 这 其 实 并 不 然 : Ram Murty 
于 1988 年 证 明了 任何 对 形 如 a + mq 的 素数 无 限 性 的 “Euclide” 式 证 明成 立 
的 充 要 条 件 是 a = 1 (mod q).® 

这 个 问题 的 一 般 解 答 是 Dirichlet 于 1837 年 提出 的 9， 他 的 出 发 点 是 
Euler 对 素数 集 无 限 性 的 证 明 , 容易 看 出 , 从 中 还 可 得 出 级 数 5, 1/p 是 发 散 
的 . 

Dirichlet 的 确证 明了 


1 
SL 
pza (mod q) p 
对 所 有 满足 (aq) = 1 的 a, q 成立. 他 的 证 明 的 显著 特点 是 用 到 了 模 g 特征 
标 , 亦 即 从 modg 可 逆 剩 余 类 群 (Z/qZ)* 到 模 为 1 的 复数 乘法 群 的 同 态 . 
在 此 并 不 讨论 有 限 交 换 群 特征 标的 一 般 理 论 . 只 对 用 到 的 主要 性 质 作 简 
略 介绍 . 
it G 是 有 限 交换 群 . > G 为 所 有 同 态 x : G Cc ( 称 为 群 G 的 特征 
标 ) 构 成 的 乘法 群 . 


令 


Gs [[ G; 
IXj&k 
为 G 的 循环 群 乘积 分 解 . T nj := JG; (1 <j < E), RH n := |G| = 
Ice Æ y (<j <k) À Gj 的 一 个 生成 元 , G 中 的 每 个 元 素 y 可 唯 
一 地 分 解 为 乘积 


(8.1) ys [Ir (<rn<n(i<i<h)). 
l<j<k 


于 是 对 每 个 G 的 特征 标 x, 有 
x(y) = [| xo». 


1<j<k 
故而 x 的 信息 与 x(Y;) (1 < i; < k) 的 信息 等 价 . 而 且 由 y; 的 阶 恰 为 n; 的 
事实 推出 (y) 是 n; 阶 单位 根 . 反 过 来 , 对 任意 G = e(hj/nj) (1 < j < E), 
@ 也 见 Murty 和 Thain (2006). 


@ 严格 地 讲 , Dirichlet 的 证 明 仅 在 g 是 素数 的 情形 是 完整 的 . 一 般 情形 用 到 Dirichlet 
的 类 数 公 式 , 直至 1839/1840 年 才 被 证 明 . 
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1 < h; < nj 的 选择 , 映射 x :G C, 
x) = [Il c 


1<j<k 
是 G 的 特征 标 , 其 中 7 如 (8.1). 而 且 形 如 这 样 的 乘积 特征 标 两 两 不 同 . 所 以 
G 对 于 通常 的 映射 乘积 构成 ” 阶 交换 群 . 
下 列 简单 的 性 质 是 交换 群 特征 标 概念 的 基本 特性 之 一 . 令 xo 为 平凡 特 
征 标 , 其 定义 为 : 对 任意 7 € G, xo(y) = 1. 


定理 8.1 对 任意 n MRR G, 有 


n, 若 y=1, 
(8.2) x(y) = (y € G), 
2 p X yl, 
n, Æ x-xo x 
(8.3) x(q) = (x € G). 
2. n X X 天 X0 


证 明 ”两 个 关系 的 证 明 类 似 , 只 证 前 者 . 

A> 5 为 (8.2) 的 左边 . 倘若 y =1, 对 任意 x 有 x(Y)=1. 故 S$S=|G|=n. 
E 7 21, 存在 某 特征 标 xa 使 得 x) 41. Wy 如 (8.1). 重 排 因子 后 可 设 
rj Z ni. 映射 x(n) = e(1/m), xi) = 1 (2 < j < k) 便 具有 要 求 的 性 质 . 
注意 到 当 x 遍历 Â 时 xxi 亦 然 , 故 得 


X108 = D XO) = $600) = 8, 
xeG xeû 
从 而 S = 0. 
Hy ESCH (Z/qZ)* 178 (a) 个 特征 标 . 将 (Z/qZ)* 分 解 成 循环 群 的 乘积 
可 将 它们 具体 表示 出 来 . 由 中 国 剩余 定理 , 对 任意 整数 g > 1, 有 
(8.4) (Z/aZ)* = ] [(z/»"z*. 
p" ila 

事实 上 , Hid q <j < w(gq)) 为 恰 整 除 a HRA, 并 对 每 个 了 ic a; 为 
使 得 

a; = 1(modgq;), a; =0(modg) (i7 Jj) 
的 唯一 的 mod 整数 , 那么 任意 整数 m 满足 同 余 关系 

m 三 3 ajm; (mod q), 


J 
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其 中 m; 是 mm (mod gq;) 的 余数 . 由 于 对 任意 j, (m,9) = 1 等 价 于 (mj,9;) = 1, 
可 知 (8.4) 左边 在 右边 的 投影 良 定 义 且 是 满 射 , 故 (8.4) 成 立 . 

当 p > 2 时 , (Z/p’Z)* 是 循环 群 , 见习 题 232 和 习题 233; 而 当 p = 2 Hi, 
BE (Z/2"Z)* 的 结构 应 分 三 种 情况 考虑 : 若 v = 1, 是 平凡 群 ; 若 > = 2, 则 是 2 
阶 (循环 ) 群 ; 倘若 > > 3, WE 2 MES 277? 阶 循环 群 的 乘积 . 为 验证 最 后 这 
一 结论 , 先 注意 到 用 归纳 法 易 证 


(8.5) 59" =1+2"hn (m22), 


其 中 hm 是 奇数 . 对 m = v 应 用 此 关系 得 5 模 2" 的 阶 整除 2772. 而 选取 

m =v — 1 便 知 该 阶 不 整除 275, 从 而 它 即 是 2772. 注意 到 5 不 是 模 8 平方 

剩余 , 这 便 排除 了 (Z/2"Z)* 是 循环 群 的 可 能 性 , 命题 于 是 成 立 . 口 
现在 可 具体 确定 (Z/qZ)* 的 特征 标 . 将 q 分 解 成 素 因 子 的 乘积 


q=2” [[ »?5,2«m«-«», v20 w»9 (1<j<h). 
1<j<k 


对 每 个 指标 j, 4 g; 为 模 pi 的 原 根 , 即 (Z/P Z)* 的 一 个 生成 元 . 对 每 个 使 
得 (m,q) = 1 的 整数 m, 可 唯一 地 定义 (m), n(m), ujm) (1 < j < k), WE 
m = (-1)°™5"™ (mod2"), e(m)=0 3} 1, Ox nlm) « 2” ?, 

m= ght (modp?), 0< pi(m) < plp) (1«j«k). 


di v —08X 1, 约定 e(m) = 0. 
在 此 记号 下 , (Z/qZ)* 的 特征 标 是 该 群 上 定义 为 


(8.6) x) = + AHO) 4 »» ur) (m € (Z/qZ)*) 


v—2 Vj 
的 ola) 个 函数 , 其 中 和 入 , À, 是 满足 
入 =0 或 1 O«A'«2"7?, O«JXj;«o(p?) (1«j&k) 


的 任意 参数 . 


定义 8.2 所 谓 模 q Dirichlet 特征 是 指 依 下 式 定 义 而 延 拓 群 (Z/qZ)* 上 
某 特征 标 x 的 数论 函数 : 


(8.7) x(n) = ne Æ n=m(modq), 1 Sm <q, (m,q) =1, 
0, 若 (n, q) > 1. 
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例 (i) 模 3 唯一 的 非 平 凡 特征 是 


_ e(m/3) - e(-m/3) Jb Zi m = 1 (mod3), 
ee iv3 E Xi m = 2 (mod3). 


(ii) 设 x4 是 模 4 唯一 的 非 平凡 特征 . 必 有 x41) = 1, xa(—1) = -1, 故 
x4(2n +1) = (—1)" XHEX n > 0 成 立 . 

(iii) 由 于 2 是 模 5 MIR, Am = 22200) (mod 5), 其 中 pe 是 (Z/5Z)* 上 的 
函数 , 定义 为 


p2(1) =4, u2(2) = 1, u2(3) = 3, (4) = 2. 
选取 A2 = 2, 定义 一 个 模 5 Dirichlet 特征 为 


1, #n=+1(mod5), 


x(n) = Epes | 
—1, # n= +2(mod5). 


注意 : £ n= 0(mod5), x(n) = 0. 这 是 模 5 唯一 的 非 平 凡 实 特征 . 容易 证 明 
ESF Legendre 符号 . 一 般 地 , 模 某 个 奇数 q 的 Jacobi 符号 具有 形 如 下 式 的 
特征 : 
nm) = (二 | := 人 B = (—1)23:«i«x vins (n) “) 
x(n) (=) IL (=) i) (n € (Z/gZ)") 
(Z/qZ)* 上 特征 标 是 群 同 态 的 性 质 体现 为 Dirichlet 特征 是 完全 乘 性 函数 
的 事实 . 通过 定理 8.1 可 得 到 如 下 基本 关系 . 通常 , 用 xo 表示 单位 特征 标的 
延 拓 , EN 


(8.8) Me E B i (n,q) = 1, 
0, zr(ng)»1, 
称 为 主 特征 . 


定理 8.3 ( 正 交 性 ) (a) 对 任意 整数 n,m > 1 有 


1 n" 
(8.9) om 2 x(n)x(m) — 


x (mod q) 


1, Zn m(modq) E (m,q) = 1, 
0， 著 以 上 不 然 . 


(b) 对 任意 模 q Dirichlet 特征 x, x^, 有 


WEE Dc 
0, 著 以 上 不 然 . 


1 / = 
(8.10) a) »» TU (n) = | 


&n&q 
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§8.1.2 ”本 原 特征 


某 些 结果 对 一 类 特殊 的 特征 来 说 具有 较 简单 的 形式 , 这 类 特征 称 为 本 原 
特征 . 


定义 8.4 若 模 g Dirichlet 特征 x 使 得 不 存在 模 qq <q 的 特征 Xi 对 于 
任意 与 g 互 素 的 整数 n HABA y(n) = x1(n), 则 称 之 为 本 原 特征 . 


当 这 样 的 xa 存在 时 则 说 x; 诱导 x. 此 时 显然 有 
(8.11) (m,q) = (n,q) - 1 H m z n (mod qi) = x(m) = x(n). 


反 过 来 , À qi 满足 (8.11), 容易 用 中 国 剩余 定理 证 明 , 对 所 有 满足 (n8) = 1 
的 整数 n, 存在 整数 t 使 得 (n + t9, 9) = 1. ® 于 是 可 令 x(n) := x(n + tq). 
如 上 文 所 指出 的 , 该 定义 与 t 的 选择 无 关 . 这 样 便 定义 了 一 个 模 q Dirichlet 
特征 xi : Xi 模 q 周期 地 构造 , 且 当 (mn, qi) = 1 时 , 对 适当 的 整数 Ht, À 


Xi(mn) = x((m + sqi)(n + tq1)) = x(m + sai)x(n + tq1) = xı (n)xa (m). 


显然 xí 诱导 x. 

于 是 便 证 明了 , 特征 x 本 原 的 充 要 条 件 是 gq 为 满足 (8.11) 的 最 小 整数 
qı- 

Gx. E q <q 特征 , 诱导 x, 且 qi 最 小 , 那么 q | gq. 这 是 因为 , À 
(8.11) 对 qi 成 立 , 那么 对 (q, qi) TMA. 


性 质 8.5 每 个 非 本 原 模 q Dirichlet 特征 x 被 一 个 某 模 q HAF LAT 
qi 的 本 原 特 征 Xi 所 诱导 . 当 (nvm) =1 KA x(n) := x(n c tg), 其 中 二 是 
使 得 (n+ tq, q) = 1 的 任意 整数 ， 


WEB] D x 为 模 q 非 本 原 特征 , g < g 为 满足 (8.11) 的 最 小 整数 . 前 面 
已 验证 如 上 定义 的 映射 x. 是 诱导 x 的 Dirichlet 特征 . 有 x1(1) = x(1) = 1, 
Mx. 不 总 为 零 . 另外 , xl 必 为 本 原 特征 , 这 是 因为 若 由 (ma) = (na) 21 
All m = n (mod q») 推出 xi(m) = xi (n), 那么 go 满足 (8.11), 从 而 由 q 的 极 
小 性 知 q2 > qi. 

现 证 唯一 性 . À x 是 诱导 x 的 模 qo 本 原 特 征 , 那么 qo 满足 (8.11), 从 
而 由 qi 的 极 小 性 知 qo = qu. 设 ”使 得 (n,m) = 1, 那么 对 适当 的 整数 上 有 
(n+tq1,q) = 1. 从 而 x2(n) = xa(n--ta1) = x(n+tq) = (n). 这 样 x1 = xa. 

口 


通常 称 诱导 特征 的 本 原 特征 的 模 为 该 特征 的 导 子 , 这 也 等 于 诱导 它 的 特 
征 的 最 小 模 . 


© 事实 上 , 由 于 (n,q1) = 1, n tg 总 与 a 的 任意 素 因子 p HR; MA q Kp TH, 
可 取 n +tal 使 之 与 qa 的 不 整除 a 的 任意 素 因 子 p ER. 


88.1 简介 , Dirichlet 特征 + 833 - 


88.1.3 Gauss 和 
定义 8.6 iX xy AŽ q Dirichlet 特征 . 将 数论 函数 
G(n,x):= M, x(m)e(mn/g | (n21) 


1<m<g 


称 为 相应 于 x 的 Gauss 和 . 
定理 8.7 设 X 是 模 g 本 原 特征 . 那么 


(8.12) G(n,x) =x(n)G(,x) — (n2 1). 


证 明 Æ x= xo, 那么 由 本 原 性 条 件 推出 q = 1, 结论 是 平凡 的 . 故 在 下 
文中 可 设 x 不 是 主 特征 . 
zi (n,q) = 1, 那么 
x(n)G(1,x)= $ x(mx(m)e(m/q) = X x(m)x(nh)e(nh/q) = G(n, x), 
l&mtq 1gh<q 
这 是 由 于 当 h POR [1,9] 时 nh 遍历 模 9 剩余 类 . 另外 , 当 x 非 本 原 时 该 式 仍 
成 立 . 
当 (n,q) > 1 Bj, 须 证 G(n, x) 20. $ d= (nq), n = dni, q = dm. KF 
(m1, 41) == |. 可 设 q1»1: 在 相反 的 情形 下 有 q | n, 从 而 
G(nx)- M x(m)-0. 
l&mxq 
须 证 明 关 系 
(8.13) 3. x(m)e(mni/q) = 0. 
l&mtq 


将 每 个 整数 m € [1,9] 分 解 为 m = ug tv 的 形式 , RPO < u < d, 1 < v <q. 
这 样 e(mni/q1) = e(vn1/q1), 且 (8.13) 的 左边 等 于 


> en/a) D, x(un +»). 
1<v<g1 O<u<d 
将 证 明 内 部 的 和 式 ( 记 作 S(u)) HE. 有 
Swta)= M x(unv)9 >》 x(un- v) - x(v) + x(a + v) = S(v), 
1<u<d O<u<d 
故 5 是 qi- 周期 的 . > 使 得 (cq) = 1, c= 1 (modqi). 这 样 
x(c)S(v) = M5 x(cun cv) - M5 x(wa ev). 


Ox u«d Ox w«d 
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这 是 因为 当 久 遍历 {0,1,...,d 一 1} Hf, w = cu 遍历 模 d 的 所 有 剩余 类 . 从 而 
(8.14) x(c)S(v) = S(cv) = S(v), 


其 中 用 到 cv = v (mod) 的 事实 以 及 S 的 qi- 周 期 性 . 而 x 是 本 原 的 , 关系 
(8.11) 对 q 不 成 立 . 故 可 找到 整数 cl 和 co 使 得 


(c1c2,9)=1, x(a) #x(c2), cı = c2 (mod qi). 
XT c = cz (mod q) 的 选择 , 有 x(c) #1. 由 (8.14), 这 推出 S(v) = 0. 口 
定理 8.8 HMA q KÆ Dirichlet 特征 , 有 
(8.15) IG, x)| = Va: 
证 明 ”对 任意 整数 n, 有 


Ix)? |G, x) = Gm x)? = M x(m)xODe((m — h)n/q). 
1<m,h<gq 
对 1 < hn < gq RA. 左边 等 于 v(olG(1, x). 右边 容易 用 交换 和 号 来 计算 : 内 
部 对 n 的 和 式 除 gq | (m — h) 外 为 零 , 否则 为 9. 从 而 


eA, XP =a M. xm)? = gela). o 


1<m<g 


下 列 性 质 可 用 来 计算 非 本 原 特 征 Gauss 和 的 模 , 证 明 留 作 练习 . 


性 质 89 令 y AR q EAR Dirichlet 特征 , Xi 为 诱导 它 的 模 qi AR 
特征 , 那么 在 7 = q/gi 的 记号 下 有 


G(L x) = u(r)xi(r)G(1,x1), # (mr) — 1, 
| " X (qr) 1. 


$8.1.4 X 
在 关于 算术 数列 中 素数 分 布 的 许多 问题 中 , 对 于 数量 


(8.16) Kt) p» x(n) 
个 体 或 均值 的 上 界 估计 十 分 关键 . x = xo 的 情形 属于 得 法 论 的 范畴 . 比如 , 对 
任意 固定 的 > 0, 

K(z) < (z/q)e(a) 


88.1 简介 , Dirichlet 特征 + 335 : 


XP z > Pt(g) 成 立 . 4xFAXo 时 , 由 周期 性 , 关系 (8.10) MAF x’ = xo 推 
出 


(8.17) HQ) := max|K(2)| < 1. 
如 下 定理 分 别 独 立地 由 G. Pólya 和 I.M. Vinogradov F 1918 年 证 明 , 它 可 观 
地 改进 了 不 等 式 (8.17). 

定理 8.10 (Pólya-Vinogradov) iK x A# q > 2 4E = Dirichlet 特征 ， 
有 
(8.18) H(x) < 2/dinq. 


WEBH ” 先 设 x 本 原 . 通常 记 G(x) := G(1, x), 由 (8.12) 得 
(8.19) x(n) = a Y^ x(mje(mn/q). 


从 而 
K(z) = 3 x(n) = GG 35 xm) D) e(mn/a). 


n<T 1g&mxq nic 


= |x|. 内 部 和 式 的 模 等 于 
| sin(nNm/q)/sin(xm/q)| < 1/| sin(nm/q)]. 


由 于 x(q) = 0, 得 
1 
KOS Yl aug € 4, 32s a < Vins 


l<m<q 1€mx(q—1)/2 


其 中 用 到 了 上 界 估计 
Y — < In(2t +1) (t > 0), 


lgmat 
对 := |t] 归纳 易 证 . 
若 x 非 本 原 , 它 由 某 本 原 模 9 特征 x 诱导 , a 整除 9. 于 是 用 Ki(y) 来 
id x; 的 和 函数 后 便 得 


K(z)= 》 xm=>》 xn) V uad) = Y u(d)x1(d)K1(x/d), 
n&r nsr d|(n,q) d|q 
(n,q)=1 


A(x) < va lnq 


> ud) x (a) 


d|q 
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由 于 x1(d) = 0 对 (d,q) > 1 成立, 对 d 和 式 的 模 不 超过 
y MOK — 9w(a/q) < r(g/q) « 2 lglg. 


t|a/21 
这 便 推 出 (8.18). 口 
ik ”从 上 述 证 明 实际 上 可 得 出 
(8.20) max |K (2) — K(y)| < 2/aInq: < 2/aln g. 
容易 证 明 Pólya-Vinogradov 上 界 估计 离 最 优 值 并 不 远 . 
定理 8.11 对 任意 模 q AR Dirichlet 特征 x, 有 


(8.21) H(x) 2 iq. 
证 明 事实 上 ,有 
cw - 7 | ‘Koei zd " K(q—a)e(—#/q) da. 
id 
K(q-z)- M, xm- Y xq-m) 
= D x-m)=-x(-1) $, xm), 
从 而 除 对 至 多 有 限 个 z 值 外 , K(g — x) = —x(-1)K(z) 均 成 立 . AZ, 
co = -7 f EXON E ice 
i 


Vi- IGG9I < HO) [^ e/o) + e(-2/a) a2 = moo f oldu 


其 中 p = sin BK cos. 这 便 推出 (8.21). 口 


88.2 L 级 数 , 算术 数列 的 素数 定理 


88.2.1 工 级 数 及 素数 的 算术 数列 
对 每 个 特征 x, 定义 其 Dirichlet L 级 数 为 


(8.22) L(s, x) := Y xe) (c > 1). 


n21 


88.2 LBW, 算术 数列 的 素数 定理 837 - 


该 级 数 Euler 乘积 展开 为 
z OXT o 
(8.23) L(s,x) = II (1 - ) (c > 1). 


特别 地 , M o > 1 时 L(s x) #0. 24 x = xo 时 , 上 式 还 可 写成 
(8.24) L(s, xo) - [[a — p~*)¢(s). 


pla 
这 定义 了 L(s,xo) Æ C 上 的 亚 纯 延 拓 , 在 s = 1 处 有 唯一 的 极点 ， 留 数 为 
p(a)/a. 4x + xo ET, 由 (8.17), 和 函数 K(x) AF, H Abel 求 和 法 推出 级 数 
L(s, x) 对 o > 0 收敛 , 这 实际 上 确定 了 其 收 义 坐标 . 
联合 正 交 性 关系 , Euler 乘积 展开 (8.23) 可 用 来 定位 算术 数列 中 的 素数 . 
如 同 Riemann -函数 的 情形 , 要 用 到 对 数 导数 . 


定理 8.12 对 任意 整数 a,g, (a,q) — 1, À 


(8.25) "uo LOZ Lx) (>), 
ei aod 


其 中 对 x 的 求 和 遍历 pla) 个 模 q Dirichlet 特征 . 
证 明 由 (8.23), 对 任意 x 有 


EU ere X x(p)np Inp _ =y y eee ee ae =y x(n)A(n). 


- x(p) p vèi nzl 
由 m = a 时 的 (8.9), Æ (8.25) 右边 交换 和 号 便 得 结论 . 口 
Dirichlet 级 数 (8.25) 是 
(8.26) W(a;a,q):= 2 A(n) 


nic 
n=a (mod q) 


的 Mellin-Stieltjes 变换 . 正如 经 典 Tchébychev 函数 y(x) = v(z; 1, 1) 的 情形 
那样 , 用 分 部 积分 可 将 yw(z; a, a) 与 相应 的 算术 数列 中 素数 的 计数 函数 


(8.27) n(z;a,q):— 5 1 
PRT 
p=a (mod q) 


的 渐 近 性 质 相 关联 . 
本 章 开 头 提 到 的 Dirichlet 定理 说 明了 , 对 任意 (a,g) = 1, M z 趋 于 无 穷 
时 (8.27) 亦 趋 于 无 穷 . 实际 上 Dirichlet 得 到 了 更 为 精确 的 结论 , 推出 在 某 种 
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意义 下 素数 是 均匀 地 分 布 在 可 能 的 ola) 个 剩余 类 中 的 . 他 证 明了 


(8.28) $3 I 


p plq) a) 


P<T 
p=a (mod q) 


由 Hardy-Littlewood-Karamata 定理 (推论 7.9), 该 估计 由 假设 


(8.29) L(x)0 (x7 xo) 
立 得 . 事实 上 , 由 (8.25) 和 (8.29) 知 对 固定 的 a 和 g 有 
A(n) m —L'(a, Xo) 
(8.30) 2. n OON O,0) (o>1), 
na (mod q) 


而 且 , 由 (8.24), 在 同样 的 条 件 下 有 


L' l 1 
(63) -F(e,x0)=-$()- DSP = 5 + Onl) 
pla 


应 用 Karamata-Freud 的 定理 7.10, 甚至 可 得 到 带 余 项 的 形式 


A(n In x In x 
Ge, 3 = on o us) 


n 
nza (mod q) 


故 由 Abel 求 和 法 得 到 (8.28) 的 一 个 实效 版 本 , 即 


(8.33) 5 ; = ET + O,(In3 x) (x 一 oo). 


Er 
p=a (mod q) 


实际 上 , Mertens (1874) 证 明了 可 从 L(1,x) # 0 的 事实 得 到 (8.33) 的 一 
个 改进 . 

定理 8.13 (Mertens) X L(1,x) 40 对 任意 模 q 非 主 特征 成 立 , 那么 
对 任意 满足 (a,q) - 1 Wa 有 


(8.34) 5 : = Eo + c(a, q) + o(—) (x — oo), 


<r 
p=a (mod q) 


$8.2 LAR, 算术 数列 的 素数 定理 + 339 - 


证 明 ”从 卷 积 关系 xln = x(A*1) = xA «x 推出 
y e XW mn Inn S: X xem) ) y SC 


nic mT d&z/m 
由 Abel 求 和 法 知 内 部 的 和 式 等 于 LL, x) + De 从 而 
D XW mn un o EE xAm | OU 


= L(1,0) 97 coms + O(1). 


pT 


由 Abel 判别 法 , 左边 的 项 收敛 . 从 而 在 L(1, x) # 0 的 假设 下 有 
Y x(p) Inp «1 


P<T p 


用 Abel 求 和 法 可 证 明 5^, x(p)/p 的 收敛 性 以 及 渐 近 公式 
> UO +0(—) (x — oo). 


对 特征 作 线性 组 合 即 推出 前 述 结论 . " 
EO R(x) 表示 (8.34) HAM, 那么 有 

aa $ jJ "{R(2) — R(t)} dt + O(1). 

从 而 看 到 算术 数列 的 素数 定理 等 价 于 R) = o(1/1nz) : 充分 性 由 上 式 立 得 ， 

必要 性 则 归结 于 第 一 部 分 推论 3.9 (vi) 中 用 到 的 初等 技巧 . 

§8.2.2 ”关于 数 L(1,x) 


前 述 中 见 到 从 TT 
如 (8.34) 均匀 分 布 . 9 
反 过 来 , 从 关系 (8.34) 中 立即 得 到 , 24 x 关 xo 时 有 


n em ) = Y x(ae(a,q). 


1<a<q 
(a,g)=1 


对 该 式 用 Abel 求 和 法 知 , 24 o 一 1+ AY, 
ON xe) _ x(p) dz 
eZ p" e-»f 2^» 232 


© 该 结论 从 Hardy-Littlewood-Karamata 的 Tauber 型 定理 7.7 亦 可 得 , 比如 见 第 324 
页 习题 222. 
人 


n(z;a,q) = 


L(1,x) 关 0 的 假设 可 推出 素数 在 各 算术 数列 中 形 


XZxo 
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收敛 到 有 限 极 限 . 由 于 
Pee NO IL; e- X(»)/»* 


x(p)/p* ' 


其 中 对 任意 o > 1 无 穷 乘 积 绝 对 一 致 收敛 到 非 零 有 限 值 , 可 得 L(1, x) 40. 从 
而 可 形式 地 说 (8.34) 对 于 任意 与 q 互 素 的 a Bor 4E DOS [Lou L(, x) # 0. 
将 见 到 当 x 是 实 本 原 Dirichlet 特征 时 L(1, x) 的 值 在 理论 中 有 特殊 作用 . 
关系 (8.19) 将 使 我 们 能 够 给 出 该 量 的 一 个 仅 具有 限 项 的 表达 式 . 
此 时 对 实 特 征 x, 有 


G(x) = M; x(mhe(m/g) 2 x(-1) D x(m)e(-m/a) = x(-1)G09. 


1<m<q 1<m<g 
从 而 当 x(-1) = 1 时 G(x) 为 实数 , 4 x(-1) = —1 时 则 为 虚数 . 
定理 8.14 ik x 为 模 g>1 KAR Dirichlet HUE. 有 


—ix ; 
TO lo wm # GO) e ii 
(835) L(x)=4 ms 
Goo PL In(2sin(am/q)), # G(x) € 
另 外 ， 
Y, mxm) = -EIEI GoL, x) 
1<m<q 
90) 7 “CO ra, xh Æ G(x) €iR, 
0, # G(x) ER 


证 明 ”将 (8.19) RA 并 对 n > 1 求 和 , 得 
La) = gg. ZE Xe (175 T 


1 e(—m/2q) 
~ G(x) 22 x9 "lee ennemis 


1 gi ( 4 —m/) 
T GO) ,< 2-. x(m)log 全 


其 中 
G(X)L(1, x) = ix 3 x (m) (3 — 2 一 5 x(m)ln{2sin(am/q)}. 
l&m«q l&m«q 


这 即 推出 要 证 的 公式 . 加 
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此 定理 可 用 来 对 于 形 如 题 设 的 x 估计 L? 范 数 
2 ges : MH 2 化 
(8.37) Max)? = - Î |K (a)? de. 
有 M2(x) < A(x). 将 看 到 , 如 果 可 以 用 均值 的 上 界 估计 的 话 , 它 确实 比 逐 点 
估计 更 为 有 利 . 
推论 8.15 I y ZH q > 1 KAM Dirichlet 特征 . 有 


(8.38) M2(x)? < of axe x 20 * zb 


证 明 ”阶梯 函数 K(x) 是 CR, BE RV Z 上 连续 , 从 而 有 收敛 的 
Fourier 展 式 


K(x) = 》 ÉK(v)e(va/a) (x € RXAZ). 


vez 


根据 (8.36), 有 


nct mx(m) 一 x 1-XCUoora, x) 


l&m«q 


同样 , Mv z 0,78 


Row- 了 KoeCralgtz= xL D x(m)e(-vm/g) = IE) 


2i 


从 而 


M. ( y = IR (v)? = {1 me XD - L(1, x)? + x(vy" 
(8.39) ii 2 i a DE 


> {~ oe -+ 十 } = 
88.2.3 Siegel—Walfisz 定理 
若 加 强 条 件 (8.29) 而 假定 
(8.40) L(1+ir,x) #0  (r€R,x xo) 
由 Ikehara 定理 得 到 更 精细 的 公式 


(8.41) V(z; a, q) ~ (x — oo). 


pla) 
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该 结论 就 是 通常 意义 下 的 “算术 数列 的 素数 定理 ”. 确定 其 对 于 z,g 及 a — 
致 成 立 的 版 本 是 解析 数论 的 中 心 问题 之 一 . 
为 从 (8.40) 得 到 (8.41), 只 须 应 用 定理 7.13 F Dirichlet RA (8.25), 即 


F(s) = Î ” e*t dyet:a, q). 


由 (8.40), 每 个 函数 L'(s,x)/L(s, x), x £ xo 均 可 在 o > 1 上 ( 即 包含 该 
闭 半 平 面 的 某 开 集 上 ) 全 纯 延 拓 . 于 是 由 (8.24) 和 (8.25) Al 
F(s +1) 1 

s+1 — e(g) 

可 连续 延 拓 到 o 20 上 . 于 是 由 Ikehara 定理 可 得 出 (8.41) 成 立 . 

在 下 一 节 将 看 到 (8.40) 的 确 成 立 . 甚至 将 得 到 |L(1+ ir, x)| 的 一 个 具体 
的 下 界 估 计 . 从 而 可 充分 应 用 实效 Ikehara 定理 7.13. 从 确定 (8.41) 的 余 项 如 
何 依赖 于 z 和 9 开始 , 我 们 得 到 如 下 结论 . 


定理 8.16 对 任意 常数 4 > 0, 且 对 


(8.42) G(s) := 


z23, I«qX(nz)^, (a,g)=1, 


一 致 地 有 

ine z)19/2 
特别 地 , 对 每 个 。 > 0, er (8.41) 在 区 域 
(8.44) r23,  1<q<(inx) * 
上 一 致 成 立 . 


对 级 数 L(s,x) 更 细致 的 研究 得 出 其 类 似 于 4- 函数 情形 的 一 个 无 零点 区 
域 . 这 对 q 的 一 致 性 尤为 关键 也 特别 困难 , 另外 它 还 导出 著名 的 Siegel 零点 存 
dy 后 文中 还 将 提 及 . 在 $8.7 中 将 证 明 如 下 断言 , 它 主要 是 加 
强 了 定理 8.16, JL Siegel (1936). 


定理 8.17 (Siegel-Walfisz) 在 定理 8.16 的 假设 下 , 有 


—cVinz 
(8.45) (a; a, q) = à + O(ae-* ); 
其 中 c= c(4) 是 正常 数 . 
定理 8.17 略 显 不 足 之 处 是 其 非 实效 性 : 目前 对 q > ne 不 能 给 出 c 
或 Landau 记号 中 常数 的 具体 值 . 实际 上 , 现 有 最 好 的 实效 结果 用 到 Pólya- 
Vinogradov 不 等 式 , 只 对 q = o((In z)?) 的 情形 给 出 v(z;a,q) 的 渐 近 公式 , 更 


$8.3 o >1 时 |L(s,x)| 的 下 界 估计 , 定理 8.16 的 证 明 . 843 - 


精确 的 表述 见 推论 8.31. 从 这 个 角度 看 定理 8.16 中 的 实效 估计 具有 相当 的 质 
量 . 

在 证 明和 定理 8.16 之 前 , 先 作 一 个 方法 论 上 的 评注 . XJ q = 1 的 情形 , (8.43) 
的 余 项 明显 比 素 数 定理 中 即使 不 用 “(s) 在 临界 带 域 中 的 细致 性 质 可 得 到 的 
结论 仍 显 粗略 ( 见 44.2). 这 暗示 了 至 少 对 足够 小 , 比如 有 界 的 q 值 可 改进 定理 
8.16. 实际 上 , 由 下 节 |L(1 十 i7,x)| 的 下 界 估 计 可 得 到 函数 L 的 一 个 无 零点 区 
域 . 在 假设 (8.44) F, 从 中 可 得 到 余 项 <4 z/(Inz)^ 对 任意 A> 0 成 立 . 这 
在 习题 237 中 将 详细 说 明 . 在 此 则 应 用 实效 Ikehara 定理 : 一 方面 , 它 容易 导 
出 (8.41) 的 一 个 成 立 域 , 与 复 积 分 方法 可 得 到 的 结果 相当 ; 另 一 方面 , 这 是 详 
细 解 说 Tauber 型 定理 在 算术 中 应 用 的 一 个 机 会 . 


88.3 c 21H |L(s,x)| 的 下 界 估计 , 定理 8.16 的 证 明 
为 简化 记号 , 令 

(8.46) £L=£L(g7):=In(7|+g+1) (g>1,rER). 
定理 8.18 3T k 20, x Z xo, 有 

(8.47) LO(sx)«,£**!  (o21) 


证 明 沿用 (8. 中 的 记号 , 由 (8.17) WA |K(t)| < 人 关 0). 不 失 一 
般 性 , 可 设 1<o<2. 令 z>2,T=|r|+2, 有 


LE (s, X)| = p. cy; em AS CUE aK (0) 


nir 


Kp (Inz)**! + (In x) KG) y E EC t)* " 
«y (In z)'(Inz + qT/z]. 
选择 x = qT, 由 该 估计 便 得 上 界 估计 (8.47). 口 


注意 到 容易 确定 (8.47) 中 隐 含 的 常数 . 为 将 来 使 用 方便 , 特 指出 由 前 述 
证 明 可 得 


(8.48) L'(o,x)| < (+mg) (x xo o > 1). 
定理 8.19 对 任意 Dirichlet 特征 x, A 


(8.49) L(o, xo) |L(c + ir, x)|* |L(o + 2ir, xX) >1 (o>1,7 ER). 


- 344 - 第 八 章 ”算术 数列 中 的 素数 分 布 


证 了 明 ”定理 3.11 证 明 中 用 不 等 式 
(8.50) V(90) = 3-- 4cos? + cos 20 > 0 (V € R) 


来 对 [c(1 + iv)| 作 下 界 估计 . 这 里 作 类 似 的 推理 . 对 每 个 特征 x 定义 一 个 取 
值 于 [0, 2n[ 的 函数 y(n), 使 得 


x(n) = xo(n)e "^ ?. 


Xf o > 1, H (8.17) 得 
gL = SAP y: y, SE) orn 


p vèi płq vèi 


取 实 部 后 得 


3ln L(c, xo) + 41n|L(o + ir, x)| + In |L(e + 2ir, x?) 


-y y V (yp -— VT Inp) 、 » 0. 


pq v21 


取 指 数 便 得 (8.49). 口 


不 等 式 (8.50) 以 及 其 他 关于 |Z(1+ir, x)| 下 界 估计 的 经 典 方法 对 实 特征 ， 
即 满足 


(8.51) X? = xo 


的 特征 x 有 特殊 功效 . 在 此 情形 下 , 2340 — 1+, 7 — 0 AY |L(o + 2ir, x?) 趋 
于 无 穷 , 这 使 得 (8.49) 显得 变 弱 了 . 显 式 表 达 式 (8.6) 说 明了 x 为 实 当 且 仅 当 


Hv <1 时 elm) 2018, B q 实 特征 数 r(q) 满足 公式 


2-(0-1, Æ q = +2 (mod 8), 


(8.52) r(q) = 42°90, Æ q = +1, +3, 4 (mod 8), 
gqu(a+l Æ q = 0(mod 8). 
于 是 无 论 如 何 有 r(q) < r(a). 


定理 8.20 442 x? Z xo, 那么 


(8.53) L(o+ir, x)" «£' (021). 


883 o 31 时 |L(s,x)| 的 下 界 估计 , 定理 8.16 的 证 明 + 845 - 


证 明 利用 84.2 的 方法 . ^ s=otir, So = $+, 其 中 ) EWE 
0<n<1/L 的 参数 . 由 (8.47) 得 


(8.54) IL(s, x) — L(s0, x)| € Conc? 

对 某 绝对 常数 Co 成 立 . 另外 , 由 于 X? 了 xo, 定理 8.18 推出 
(8.55) L(oo + 2ir,x*) « £ | (09:5 0 4 m), 
代 人 (8.49), 得 


(8.56) IL(so,x)I* > [TG 7 0 7) °¢(o0) 2 £7 > mL. 
pla 


由 (8.54) 知 存在 正常 数 Ci, 使 得 
IL(s, x)| > Cu" £^ — Cine? = C5 (C0; = Co} £7”, 
其 中 选取 了 7 := C2/L9. 4 Co 足够 小 时 , 大 括号 中 的 项 为 正 ， 于 是 便 得 到 
(8.53). " 
定理 8.21 若 x? = xo, XÉ xo, M 


(8.57) L(o,X) > P CEU 
证 明 ”以 下 一 些 数值 的 计算 留 给 读者 . 注意 到 必 有 q23. 不 失 一 般 性 ， 
可 设 1<o<1+1/(8,/9). 否则 便 有 


o—1 1 


1 ge À 
Den = Ie le m E CO 


同样 可 设 L(1,x) < 2/4: 否则 由 (8.48) 知 


2 
(1 4- In q) Fe. 1 


8 /q 7A 2 8 /q 
考虑 乘 性 函数 f, (n) := Dan dd". 车 o> 1, 对 每 个 素数 p 有 


有 
1 一 X(p)pl 7 14 p17 ; 


其 中 不 等 式 由 x(p) = 21 或 0 的 事实 而 得 . 特别 地 , 有 
fol(p’)>0, fol”) zp”  (vzl) 
取 极 限 后 知 当 o = 1 时 这 些 不 等 式 仍 成 立 . 这 样 


fe(n)20  f,()2m"79?  (nzi1ozl) 


L(o,x) > 4n — (c - (1 Ina)? > n — 
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引进 参数 a > 0, 并 考虑 表达 式 
F(a,o) := M foln)e AES 


nzi 


一 方面 , 有 


oo 
F(a, c) 2 »» n2 (1-9)e-an* 2 f 42(1—2) at? dt 
(8.58) n21 | 


1 
2 lo7-3?p(3 — ©) — 


3-20 


1 " 
Qu equ eS 


另 一 方面 , 由 f 的 定义 知 
l—o c, 
Foo) = Ð xd re om = Y^ x) ET = 6X6 y^ apna, 


m, d>1 d>1 d>1 


其 中 


g(t) := : 一 T h(t) := t! ^? g(at). 


容易 验证 h WEHE [1, +0 上 单调 下 降 . 另外 , h’ 为 负 且 在 该 区 间 上 
单调 上 升 . 于 是 


raoe Hox) Ss J. | a(t) dK(t) = J ^ KORA dt 
Ti por ofroi [^ h’ (v)] dv) at 


j20 


-三 KON- v) + MO} ar < 809 f" (h() — oh} at 


«Ads L {h(t) — qh/(t) V. dt, 


其 中 用 了 不 等 式 M(x) € 4/74/48, 由 前 述 的 简化 过 程 , 这 从 (8.38) 中 可 得 . 
至 此 可 知 对 上 > 0 有 


tet — (et — 1)? — ef (t? — (2sht/2)?) 


9 0) pee ^ BG SO 
(o2 ee) _ 2(sht/2) — (4/2)%cht/2} 
POS pe o qaum 0 


其 中 最 后 的 不 等 式 由 函数 qu) := (shu)? — uchu 满足 yp(0) = 
g'(u) = 3chu((shu)? — v?) — ushu > u3(uchu — shu) > 0 alus 
另外 有 


gt - - Y ree (ld < 22), 
k>1 


$8.3 o 21H |L(s,x)l 的 下 界 估 计 , 定理 8.16 的 证 了 明 . 347 : 


其 中 Bo, 是 Bernoulli 数 . 特别 地 , 9' 在 点 0 连续 , 并 满足 g'(0) = -4B = - i. 
从 而 对 1<t 和 +1 有 


alt) < 900) po EEA + algo) = LT + = 
故 
+1 +1 oo — T 2 
ra (n) - ava f (£6 D , (0279 Ya, 


< i(c — 1?q? + 4; (oq + 6)?q < diga + halaq + 6). 
4 a = Ma 并 代入 开始 的 不 等 式 , 将 于 放大 为 h, 得 
L(o, x) > oF(o,c) — AVAL + (A + 6)°} 


144,/q 
RA. (8.58) 后 得 
1 [nA A s-1 A AVA2(1 + (A + 6)2} 
Lax) 2 5 “a a) |" q(3-2e) 144./d | 


选取 入 = 去 并 观察 到 (89))77 > (8g) /6V9 > 3, 得 
La KIs- a E 
定理 8.22 存在 绝对 常数 co > 0, 使 得 对 X? = xo x À XT > 1 À 
£S(C--1/|r]), 3 |r] > eoa"? (In29) ?, 
(8.59) L(sx)!« 
Va; # |r| < coq!" (1n29) ?. 


证 明 ”第 二 个 估计 由 定理 8.18 和 定理 8.21 立 得 . 事实 上 , FH 1 M Taylor 
展 式 知 对 任意 7, |r| < 1 À 


|L(s, X)| > L(o, x) + O(r(In 2q)°), 


从 而 由 (8.57) 得 需要 的 估计 . 
于 是 可 设 |r| > q7? (n24)? 将 用 定理 8.20 的 方法 . 令 m 为 正 参数 并 
令 09 =C +N, So = 00 十 i7,, 81 = Oo + 2ir. À 


L(s1,x0) = [IG - »7)€(50 « DG -» 7) (€ + 1/17). 


pla plg 
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由 (8.49) 得 


L(so,x)* > [ [0 - 979) ?€(09) (E + Url). 


piq 
鉴于 (8.47) 知 存在 两 个 绝对 正常 数 Cs 和 C4, 使 得 
IL(s,x)| > Can" ^ (C + 1/7) — Canl. 
选取 n= Cs(L+1/|rl) L8 及 适当 的 Cs, 得 要 求 的 下 界 估计 . 口 


定理 8.16 的 证 明 ”应 用 定理 7.13 于 级 数 (8.25). Æ G(s) 依 (8.42) EX, 
得 


(8.60) Versa q) = +0(emin {5 (rs. 7)]). 
其 中 

T 
(8.61) n(c, T) := |» [G(20 + ir) - G(c +ir)|dr (e > 0). 


通过 放大 |G'(s)| 来 估计 该 量 , 有 


(8.62) G'(s) « EC El 
其 中 
—('(s +1) 1 1 np æ 
Tt stl" "xe 
Z(s, x) := me 
—L'(s +1,x) 


CR a Zi X * xo. 


用 $4.2 中 对 c(s) 的 估计 , 以 及 关于 L(s,x), x ¥ xo 的 定理 8.18、 定 理 8.20, 
定理 8.22, 经 过 繁复 的 计算 , 得 对 o>0 À 


£35/|s-- 1, i x? z xo EX |r| > (In29) 5, 
Z' (sx) «4 £8/r?, À x? = xo H co(In2g)?q7 7? < |r| < (1n29) !, 
Ltg, À x? = xo H |r] < co(In2q) ?q- 17. 


先后 代入 (8.62) (8.61), 利用 (8.52) 得 
n(c, T) < a£(q, T)”. 


选取 了 = (In z)/(Inz z):?/7, 由 (8.60) 得 要 证 的 关于 v(z;a,q) 的 公式 . 口 


88.4 L(s,x) 的 函数 方程 . 349 - 


88.4 L(s,x) 的 函数 方程 


定理 8.23 4 xy AF q 本 原 特征 . 4 a = alx) := i0 — x(—1)}. 那么 
LF L(s,x) 可 亚 纯 延 拓 到 全 复 平面 上 , 当 y = 工时 , 其 唯一 的 奇 点 是 s=1 
处 留 数 为 1 的 单 极 点 . 另外 , L(s, x) 满足 函数 方程 


&sx)-EOG0&1—-sx)  (seC) 


x* 


£x) DT) E = ENS 


HOM x 非 本 原 时 有 


(8.63) L(s,x) = L(s,x1) [[ Q-»(09/»)  (o>1), 
pla.ptai 
其 中 y 是 诱导 x 的 本 原 特征 .从 中 可 导出 Ls, x) 延 拓 性 质 的 一 个 显然 推 
Fa 
WEAR HWE L(s,x) 可 亚 纯 延 拓 到 整个 复 平 面 . 对 函数 6(s) 的 方法 不 附 
加 任何 困难 地 适用 于 该 情形 . 这 里 只 给 出 主要 步 又 . 


令 


W(t, x) = >》 x(n)e™™ = (1—e7*)) 5» x(ae "* — (t»0) 
有 oo 
I'(s)L(s, x) = | t$ 1W(t, x) dt (c > 1). 


将 积分 路 径 的 半 直 线 换 成 Hanke 围 道 C。( 见 83.2)， 其 中 o 是 实 参数 ， 
0 < o « 2x/q. 

由 于 函数 > o z-!(0-—e-79)-! 在 除去 半 直 线 [0,+oo[ 的 水 平 带 域 
|Sm z| < 2x 中 全 纯 , 积分 | 


nee [ 271 W(z, x) dz 


5 ]0,2x/ql 中 的 o 值 无 关 . 它 对 于 每 个 se C 绝对 收敛 , 且 在 任意 紧 集 上 绝 
对 一 致 收敛 , 故而 是 s HERR. 有 


oo 
I(s,x) — E W (z, x)23^ | dz + (e778 一 D | t°- 1W(t, x) dt. 
z|—eo Q 
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由 上 界 估计 |zs-!(ez — 1) 1 «, 077? (1 =0< n), * o ÉF O, 8 

I(s,x) = (e —1)T(s)L(s,x)  (o > 1). 
利用 互补 公式 得 表达 式 
(8.64) L(s,x) = I — s)l(s, x). 
这 给 出 了 其 在 全 复 平 面 上 的 延 拓 ，L(s,x) 可 能 的 奇 点 是 正 整数 . 由 于 当 
x £ xo WY L(s,3) 在 o>0 上 收敛 , 可 知 此 时 L(s,x) 可 延 拓 为 整 图 数 . 公式 
(8.24) 说 明 L(s,xo) 的 延 拓 在 s = 1 时 有 唯一 的 奇 点 , 是 留 数 为 p(q)/q 的 单 
极点 . 4 x 是 本 原 主 特征 时 , 该 留 数 等 于 1. 


现 证 函数 方程 . S Hr := C。 为 参数 为 ok := (2k--1)n/q, k > 1 的 Hankel 
HB. 那么 对 1 < a < gq, z = one”, 4 0 HG [0, 2n] BF, 


je: | e(2k+1)(1—a/q)x cos 8 
[i —e-%] leGQrtijrcos ti rsind — 1| 
AAR, 于 是 有 
(8.65) un W(z, 2*7! del «, k^. 
Hk 


4 o 使 得 0 < o < 2n/a. RE C,— XH 围 住 了 极点 zn = 2nni/q 
(n = +1,+2,...,+k). 留 数 定理 于 是 推出 


fs) = | 7 Wood: 


=f z zo MW(z, d, À 5 CA i 5 x(a)e ^^^ 


1<¢|n|<k 1<a<gq 


=j z z71W(s, 0) de + (= )' te" —x(-} 5 Goat. 


1Sn<k 


有 x(-1) =1- 2a =e", 由 (8.65), S k 趋 于 无 穷 知 对 每 个 半 平 面 o < 0 
中 的 有 
I(s,x) = (ers — ge )( =)’ 2.00 x)? 1. 


由 定理 8.8, 24 x EER G(n, x) = x(n)G(1, à. 从 而 
I(s,x) = (et — ee) (T GG LG - 3). 
代入 (8.64) 得 函数 方程 的 非 对 称 形式 
(8.66) ^ L(s,x) = E(x) (=)'4 sin {376 + a) Sra — s)L(1— s, X). 
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由 解析 延 拓 , 它 对 任意 s 成 立 . AT 函数 的 互补 公式 和 复制 公式 , 从 中 得 出 
形 如 命题 表述 中 的 函数 方程 . 口 


注 4a =0, Bl x(—1) =1 Hf, L(s,x) 的 显然 零点 是 -2k (k > 0); 当 
a = 1, Bl x(-1) = —1 时 则 是 —2k — 1 (k > 0). 


88.5 Hadamard 乘积 公式 及 无 零点 区 域 


保留 定理 8.23 中 a = a(x) 及 E(x) 的 记号 . 下 面 利用 与 第 三 章 中 Ç-K 
数 情形 类 似 的 方法 将 
E(s,x) = (1) Ts+ a)LG 
展 成 Hadamard 乘积 . 


定理 8.24 À y AK q 非 主 本 原 特 征 . 那么 L(s,x) 在 临界 带 域 中 有 无 
穷 多 个 零点 o, MAA 


(8.67) £s) - et [|[( — s/oe"* — (seC), 


其 中 零点 计 重 数 . 该 无 穷 乘积 绝对 收敛 , 且 
A= A(x) = log {T (30 + 2))(q/2) EGLA, x), 
B= B00 = £0,x) = -É (x) 


证 明 WERS cs) 的 情形 类 似 , 只 提纲 者 领 地 介绍 一 下 . 首先 , 在 (8.16) 
和 (8.17) 的 记号 下 有 


oo (> e) dz 
sf Sas) EDEN EDT (>p) 
这 说 明 £(s,x) 是 1 阶 整 函数 . 9 
N(T,x) := |o: L(e, x) = 0, |Smol < TJ]. 


注意 到 此 时 零点 不 必 对 于 原点 对 称 分 布 . 接 下 来 用 复 积分 方法 证 明 
T, qT x 


i = — In — - — > 
(8.68) zN(T, x) = 25 In p e m O(IlnmgT) (T 22). 


具体 细节 与 C(s) 的 情形 相同 ， EAS SLT, -3 iT 的 长 方形 RE 
为 方便 . 这 可 避 开 s = -1 处 可 能 的 显然 零点 . 这 样 , R 总 恰 围 住 一 个 L(s,x) 
的 显然 零点 , BAR 0, BAR 一 1. 

N(T, x) 的 估计 推出 零点 处 无 穷 乘 积 的 收敛 性 , 正如 C(s) 的 情形 那样 ， 
中 可 得 出 log{€(s, x)/P(s,x)} À s 的 仿 射 函数 . 


|L(s, x)| = 
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除 可 能 的 一 个 实 零点 外 , 无 零点 区 域 基本 与 ¢- 函 数 相 同 . 该 结果 基本 属 
于 Landau (1918), 在 本 原 特征 中 的 应 用 始 于 Page (1935). 


定理 8.25 (Landau-Page) 存在 绝对 常数 c 0 使 得 区 域 


(8.69) Di:={seC:o0>1-c/InqT} (T := |r| +2) 
中 至 多 含有 Ia 5(s,X) 的 一 个 零点 及 
Il. II. £6» 
qı Sq x (mod qı) 
X 本 原 


的 一 个 零点 . 在 这 两 种 情形 中 , 可 能 出 现 的 零点 都 是 实 的 单 零 点 , 对 应 于 一 个 
人 们 猜想 该 可 能 的 例外 零点 (通常 称 为 Siegel 零点 ) 并 不 存在 . 在 此 方向 
上 更 强 的 猜想 断言 L 函数 所 有 的 零点 位 于 临界 线 o = à E, 即 广义 Riemann 
假设 . 
定理 8.25 的 证 明基 本 归结 于 如 下 引 理 , 它 是 乘积 公式 及 L(s,x) 函数 方 
程 的 一 个 推论 . 这 里 保持 L(s, x) 零点 0 = 6+i7 的 记号 约定 . 


引 理 8.26 存在 绝对 常数 co, 使 得 对 任意 模 q 非 主 特征 x 有 


1 
s—0 


L/ 
(8.70) —Re 7 (8: X) < colnqT 一 X Re (o >1,T =|7\4+2), 
o 


其 中 级 数 的 通 项 非 负 . 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 设 x 本 原 . 这 是 因为 , À xi 是 诱导 x 的 本 原 特 
征 , 由 关系 (8.63) 推出 


E L' Inp 
| —(sXx)- = < < 
(8.71) — |F(s,x)- 6o) ES mg (o>1) 


对 乘积 公式 (8.67) RF, 得 


-Re Z (5,x) 
(8.72) 


= TE + Re Ast ła) — Re B(x) — Re 259 十 3l 
由 于 假定 了 x ER, 对 函数 方程 Els, x) = EOE — s, x) 取 对 数 导数 ,- 得 


d NE ET 
£ (sx) = EU s, X). 
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Xf s = 0, HF o HH L(s,x) 的 零点 时 5 遍历 L(s,x) 的 零点 , 由 乘积 公式 得 


BQ) = -B® - 3,5 ya 


而 由 公式 
B00 = -£(,x) = -dinq/m) - EG + a) - FB) 
易 得 B(x) = B(x). 从 而 


1 1 
2Re B(x) = —Re 2 3 + 1-7 
其 中 级 数 通 项 非 负 , 故 可 交换 次 序 . 于 是 可 将 1— o RM o, 得 到 
1 1 1 
Re B(x) = TE (= + z) = END 
代入 (8.72), 得 
—Re (5,0) = jnt + Re = (is + io) — Re 2 = 


由 复 Stirling 公式 蕴涵 的 估计 T'(s)/T(s) < nT, 从 中 得 到 上 界 估计 em. 
定理 8.25 的 证 明 ”首先 注意 到 用 与 (8.49) 证 明 类 似 的 思路 可 得 

(8.73) 3 (o, Xo) — 4e Ls, x) — Xe Ps + ir, x?) > 0. (c > 1). 

对 左边 三 项 作 上 界 估计 . 首先 有 

(8.74) -3% (6x0) < 3£() < M a. 


a—l 


此 处 及 证 明 余 下 的 部 分 中 记号 c; (j > 0) 表示 绝对 常数 . 
接 下 来 , 若 o=8+iy 是 L(s, x) 的 零点 且 x? £ xo, 从 (8.70) 中 得 出 


/ 
4 
—4Re Zlo +iy, xX) € 4coInqT 一 2-3 
(8.75) P vs (c > 1) 
—Re AG + 2iy, X?) < 2co ln gT. 
于 是 有 
EL. < ne + c2 In qT° 
gd wv CD. 
对 适当 的 cs HER o = 1 十 cs/ InqT, 得 


B<1-—c4/ingT. 
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只 须 证 明 x? = xo, Bl x 为 实 的 情形 . 从 细 化 (8.75) 中 第 二 个 不 等 式 开 
台 讨论 . 对 c(s) 的 乘积 公式 取 对 数 导数 , 得 
(dd 1 T” 1 1 
Sou sai “b+ o (F+ =): 


其 中 对 C(s) 非 显然 零点 求 和 的 通 项 > 0. 于 是 有 


1 
S 一 


7 
—Re HO « Re 1 +c In T. 


从 而 


L' pna rad 1 
—Re FAS + ir, x") = —Re ra + On q) < Re 


s—1 


+ C6 In qT. 


代入 (8.73) 并 用 (8.75) 的 第 一 个 不 等 式 , 得 


4 3 1 
= — — In qT. 
"uu grim UE 


选取 cc=1+5/ing7 并 假设 |y| > 6/IngT, W L= InqT, 18 


从 而 
(4 = 5c76)6 


(16 十 5c70)C 
选取 适当 的 6 知 这 推出 当 常数 co 足够 小 时 o € Dg. 

至 此 已 证 明了 对 于 每 个 > 0, 存在 常数 c(56) > 0, 使 得 当 在 D, 的 定义 中 
选取 c= c(6) 时 , 在 下 列 条 件 之 一 下 D, 不 含 L(s,x) 的 一 般 零 点 6= iy 

(i) x? # xo, 

(ii) x? = xo B. |y| > à/ lnq. 

现在 证 明 当 x 为 实数 且 5 足够 小 时 , L(s, x) 在 矩形 1—6/Inq& BK 1, 
ly| < 6/(2Ing) 中 至 多 有 一 个 零点 , 且 该 零点 必 为 实数 . 事实 上 , L(o,x) = 0, 
y #0, 由 (8.70), 有 


B«1- 


Re L ( )&€ col 2R : 
ep,» X) < coma Core 


其 中 因子 2 来 自 当 x 为 实数 时 零点 对 于 实 轴 对 称 分 布 的 事实 . 然而 , 由 于 
C(s)L(s, x) = 32,31 f(n)/m*, 其 中 21«x 209 又 有 
—Re 7 (0.x) > £0) > OA — C1. 
© 见 定理 8.21 的 证 明 . 
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从 而 
a . 
CPE oi 


WER o = 1+26/1na, BERT |y| < 3(o — 1) < (o — 8), 可 知 当 6 是 够 小 时 ， 
32 9 
17(o — 8) ™ < (5 to)Ing < -8 d78' 
这 样 — 82 26/Ing, FE 1— B > 16/1nq, FE! 
显然 同样 的 推理 也 适用 于 L(s, x) 在 线段 [1 — 6/1ng, 1] 上 有 两 个 实 零点 
或 有 双重 零点 的 情形 . 
根据 已 得 到 的 信息 , 从 如 下 Landau (1918) 的 结果 容易 得 到 命题 中 的 两 
个 断言 . 


引 理 8.27 (Landau) 设 x1 和 xo 是 两 个 相 异 的 本 原 特征 , 其 对 应 的 工 
函数 有 实 零 点 Bi 和 Bo. 那么 


+ cg Ing. 


1 — min(ĝ1, 2) 2 clo/ In q1qo. 


暂 先 承认 该 引 理 . 由 于 当 xi 是 诱导 x 的 本 原 特 征 时 L(s, x) 和 L(s,xi) 
在 半 平 面 o > 0 中 有 共同 的 零点 , 可 知 对 适当 的 常数 c > 0, IT (mod y) L(8: Xx) 
在 Ds 中 至 多 有 一 个 实 零点 . 第 二 个 断言 (最 初 是 Page WAR) 于 是 显然 . 口 

引 理 8.27 的 证 明 xix: Æ qo 非 主 特征 . EXE, 在 相反 的 情形 下 
xi(n) = xa(n) 应 对 任意 与 age HRN n 成 立 , 故 这 两 个 本 原 特 征 诱导 相同 
的 模 gig 特征 . 由 88.1 中 之 所 见 , 这 是 不 可 能 的 . 

今 由 引 理 8.26, Xf o > 1 À 


I! 
BEA X1X2) € co lnqiga 


及 y 1 
C UUAD OG T G = 1,2), 
而 
/ / / EL 
-t() = (e, xi) RS Zla, x2) Ds re xix2) 
= 3:38 ox) rex) > 0 
n21 
故 
1 1 
ESO == c i ton aide. 


选取 o = 1 + 6/Inqg, 6 足够 小 ， RASEN 口 
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iE ”从 Landau 引 理 即 可 推出 , 当 取 常数 cl 足够 小 时 , TL, oa D(s; x) 
AKFA B; 21— cl2/ Ing; 的 序列 qj 满足 qu > q2. 事实 上 ， 
C12/ mg; > 1 — min(B;, 8541) > c11/1n4j9j41, 


KING cio < ieu 则 gqjgjr1 > d us 之 qj. 


$8.6 wv(z;x) 的 显 式 公式 
令 


vai = Y, AGE) D" = AUX) + 0} 


nT 


于 是 有 


1 = 
pla) p ME x) 


由 Landau-Page 定理 (定理 8.25), 当 适 当选 择 常数 c AY, (8.69) 中 定义 的 D, 
含有 至 多 一 个 : 
ll. zs» 


X (mod q) 


的 零点 , 且 当 该 零点 存在 时 它 是 实 单 零 点 , 对 应 于 一 个 实 特征 . 用 xi 表示 该 


l, @x=x1, 
(x) := | 


Y(x; a, q) = 


0, F X F X1- 
另外 记 6 À L(s,x1) 可 能 的 例外 零点 . 由 D, 的 定义 , 有 


1 — 84 < c/1n2q. 


在 本 章 余下 的 部 分 , 约定 当 如 上 述 意义 下 的 例外 零点 不 存在 时 与 x R A 有 
关 的 量 应 视 为 零 
最 后 , 令 


(8.76) b(x) := Res( € ; 0). 


定理 8.28 ik xy AR q FEF Dirichlet 特征 . HT 22278 


nge —2m+a 


(8.77) D (x, x) = - V. 7 -U-a)nz-b(x) + D 


x 
2m — a! 
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FL PIRE RAR HT L(s, X) 非 显 然 零点 [^ 的 求 和 应 视 为 当 T 一 oo 时 2 oe|«T 
的 极限 . 
另外 , q2>2,2<T<7x, À 


Bi " 
(8.78) vax) = -90955- - 37 + Ru), 
lvl<T 


其 中 
R,(x,T) < LO +4, 
星 号 表示 当 W(x) = 工时 零点 Bl 和 1 一 Bi 在 和 式 中 不 计 . 


证 了 明 ” 先 设 x 本 原 . 用 第 一 实效 Perron 公式 (定理 2.3) 并 如 引 理 47 
那样 推理 , 得 


_1 peril p x z(In Tz)? rlinz 
(8.9 | v(x;x)- mug ee "AX Xx) ds 十 o( T "E Ti 
其 中 
P o OL 
p T 


下 面 将 移动 积分 线段 并 用 留 数 定理 来 得 到 要 证 的 公式 . BER RR 
是 L(s,x) 的 零点 以 及 s = 0, 于 是 当 o(x) = 0 (BB x(—1) = 1) 时 后 者 是 双 零 
点 . 由 抽 居 原则 及 N(T, x) 的 渐 近 公式 (8.66) 知 在 每 个 长 度 > Ing 的 区 间 中 
均 可 选择 T, 使 得 min I| — 了 | > 1/IngT. 

对 乘积 公式 (8.67) 取 对 数 导 数 知 又 有 


@80) ^ -TGx-infei(15)-50-Y 3:5 


H -函数 Weierstrass 乘积 公式 (0.4) 取 对 数 导 数 后 得 
I'ractsN 7 1 1 1 
or 2 | 2 sta mes i x) 
另外 对 不 对 称 形 式 下 的 函数 方程 (8.66) 取 对 数 导数 后 得 


(s, x) = In(2n/q) + incot{in(s + a)} 一 Za =se Za - 5,X) 


(8.81) 
« 1n qls| (c € —1). 


事实 上 , 复 Stirling 公式 保证 了 当 o < —1 Bf T'(1— s)/T(1 — s) < In|s|; 并 且 
由 余 切 公式 , 即 


1 22 
meot(nz) == + } ns (z€C\Z) 
n21 
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推出 当 s =o +iT, o < —1 时 cot {an(s + a)} « 1. 于 是 可 将 积分 直线 向 左 
BE —oo. 于 是 由 留 数 定 理 得 


qe pe 
ylzix) =- X —+ 
(8.82) IIT n21 


L’ E 
十 Res(——-(s, x) 0) + O(R1 + Ro), 


其 中 

(8.83) Ri == TTG + m Ra := max 如 P (o eT, OF 2 da 
然而 容易 从 (8.68) 得 出 

(8.84) n Ti € maru) (ER), 


从 而 对 —1 <o <2,s—=0+iT, s0:=2+iT, À 


D (sx) = I (8,0 — I (80, x) +00) 


UN E z + 0T) = Y — + Ong?) 


Ir-»|&1i 


在 最 后 的 对 o 的 求 和 中 有 a « InqT 项 , 且 由 假设 它们 的 模 均 < In QT. 这 推 
出 对 —1< o < 2, À 


I (soo) «(ngT)  (s=o+iT, -l<o <2<T). 
于 是 由 (8.81) 得 到 


一 工 x? K T° 
Ro < | — Inq(lo| +T) do + | — (In qT? do 
LT aT 


IngT | z(InqTY? 2 z(In Tq)? 
Tzlnx Tinx Thnz ` 


(8.85) 


< 


现 计算 (8.82) 中 s = 0 处 的 留 数 ， 回顾 定义 (8.76). Aa = 1, W 
b(x) = L'(0,x)/L(0, x); Æ a = 0, Nt 


Ps X) = - = + bl Tac: 


从 而 总 有 


sJ; 
Res( 2 (s, x) 


PP :0) = (1 — a)Inz + b(x). 


$8.6 ylz: x) 的 显 式 公式 + 859 : 


这 样 
—2m+a 
p(z; x) = SE sa EN = Imo ta a) ns — ox) 
(8.86) Mert mm 
zing z(In qz T? 
"oom +E): 


S T 趋 于 无 穷 便 得 到 (8.77). 
现在 只 余下 (8.78) 的 证 明 . 显然 由 (8.86) 得 , 4 2« T &« x 时 


(8.87) v(x) = 5 © - 86) + 009). 
ly|<T 
其 中 
Rs = Ane 
需要 估计 b(x) 并 考虑 例外 零点 的 贡献 . 应 用 (8.80) F s 5 2 并 取 其 差 , 得 
I/ I’ sst+a 1 
TOU eeu Gas ee le 


F a=1, Ñ s= 0 RF 
b(x) = “0 X) es - X35 + O(1) --YMut9 


Xr a = 0, 该 式 仍 成 立 ， 这 是 因为 当 s KTF 0 时 —T'(s/2)/(2T(s/2)) = 
1/s 4- O(1). 另外 , 由 (8.84) 得 出 


2 
e)| < gy jp 9 


ly|21 
故 (8.68) 推出 
>. = cs In q. 
ly|<1 
于 是 由 前 述 得 
(8.88) bx) =- Y - + O(ing). 


ly|<1 


代入 (8.87), 最 终 得 到 


V(rix)-- > - + D = + O(Ra). 


Iis T yii È 
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由 Landau-Page 定理 (定理 8.25) 知 存在 绝对 常数 c, 使 得 II L(s, x) 最 
多 有 一 个 零点 = B+iy 满足 |y| < 1 及 6B > 1 一 c/lng, 该 零点 便 是 例外 的 
KPA Bi. 可 设 c < 3, FE A > 3. 这 样 


Y- < (Inq), 
vii © 
oF P1 
从 而 
* g? (go 1 xt -] 
V(zx)--»,—- Ca + i MO + O(R3) 
IST 
* rt 1/4 
=- YT E Legit e O(Rs +2", 
sr * 
这 是 由 于 


gl A — J 
(1 — £1) 


从 而 对 x 本 原 的 情形 证 明了 (8.78). 
当 x 由 本 原 特征 x* 诱导 时 , 有 


1 
1 
= (na) | a?’ dv « a4, — <1. 
Br By 


zx) - wrx < > A(n) <5 >》 Inp«lnzlng. 
n<T pla v<inx/Inp 
(n,q)>1 


于 是 对 yla; x) 证 明了 题 设 公式 , 但 8i 是 x* 的 例外 零点 而 不 必 是 x 的 例外 
零点 . 然而 此 时 应 有 b > 1—c/Inq* 及 By <1—c/Ing. 由 于 对 应 于 Bi 的 项 
包括 在 对 o 的 求 和 中 , 公式 (8.78) 仍 成 立 . 口 
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定理 8.20 令 为 任意 正常 数 . 存在 常数 c = c(k) > 0, 使 得 对 x > 2, 
1 «q« eI, (a,g) =1 一 致 地 有 


x1 (a)z^: qe eins 
(8.89) (25a, q) = vm 5 +0( e ). 


证 明 ”由 特征 的 正 交 性 推出 


1 
%(z;a,9) = Hay 2 IMG = — (a; Xo) + 一 一 Tr P » x(a)v(z; x). 


zd 
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而 
(x) - p(zixo) < 9, A(« 9, > mp«lnzlnq, 
iex : pla vXinz/inp 
n,q)> 


且 对 适当 的 常数 co > 0, 有 
WU(Z) = x + Ole), 
对 x Axo, 由 定理 8.28 得 


' £i / 2 
(x: x) = 00) -5 = «o(z&e- +24) Q«T«ao) 
IT 


在 对 o 的 求 和 中 ,每 个 零点 都 满足 6 < 1 -- c/ IngT, 于 是 由 定理 8.25, 有 
L? K Te- Inz/InqT 另外 ， 根据 (8.68), 有 


Y lel < (Ing)? >. « (IngT)? « (In qz)*. 
|y|<1 1<|y|<T lo a 
选取 了 = eyms 便 得 要 证 的 结论 . o 


为 能 将 含 例外 零点 的 项 视 为 余 项 , 需 对 1 — B 作 下 界 估计 . 
性 质 8.30 设 g>3, À 


(8.90) 1 ~ bı > LL, x1)/(ing)? > 1/{Va(na)}. 


TEARS PED, 定义 中 的 隐 含 常数 后 可 设 Bl > 5. X posl, N>, 
有 


Vex)--[ 3 Int ak(t) < = on + 人 |K (t) - K(N)|Int 5, 


totl 
n<N 


Ni-° = 


« l1- 


选取 N := HG), H HG) <q, 1-5: «€1/1ng f$ 
L'(a,x1) < Ha) A (I HG) « (Inq)’, 


从 而 
L(1,x1) = LA, x1) - L(61,x1) « (1 — &i) Ina". 


根据 (8.57), 这 便 推 出 (8.90). 口 
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推论 8.31 存在 常数 c > 0, 使 得 对 任意 当 x 趋 于 无 穷 时 也 趋 于 无 穷 的 
函数 h(x), H x > 3,1 <q < (Inz)?/(h(x)?(Ino z)8), (a,q) = 1 一致 地 有 


T 


(8.91) Usa aU + O(a cme) } 


证 明 ”只 须 应 用 (8.89) 和 (8.90) 即 可 . 口 


ik (8.91) 中 出 现 的 所 有 常数 均 可 实效 地 计算 . 特别 地 , 当 z 一 co 及 

q = o((In z)?/(Ino x)8) BY, 
T 

(8.92) p(z;a, q) ~ ad. 
这 基本 上 是 已 知 最 好 的 实效 结果 . 

为 延 拓 渐 近 等 价 (8.92) 的 成 立 域 , 需 对 1— 8i 作 更 精确 的 估计 . Siegel 定 
理 提供 了 一 个 这 样 的 改进 , 但 作为 代价 , 常数 不 再 是 实效 的 . 这 里 给 出 Ester- 
mann (1948) 的 证 明 . 我 们 将 该 结果 阐述 成 Phragmén-Landau 定理 一 个 更 一 
般 的 实效 形式 . 


定理 8.32 Z F(s) := »5,,,a4/m? A o > 1 上 收敛 的 Dirichlet Až, 
其 系数 对 n>1 满足 a, > 6(n).® 假设 存在 实数 r e]0,1[ 和 M > 0, 使 得 : 

(i) f(s) := F(s)(s 一 1) 可 解析 延 拓 到 圆 盘 |s — 1] <r; 

(ii) sup, 14e, |f (s)| < M; 

(iii) 38 € [1— r/2,1[, 使 得 1 (8) 2 0, 
那么 
e(1— B) 
Me2(1-8)’ 
其 中 cl 和 ca 是 不 依赖 于 r 的 正常 数 . 

ik Æ f(1)= lim, F(o)(o —1), & f(1) > 0. # f(1) — 0, WP 
[BÉ |s - 1| <r 上 全 纯 , 故 由 Phragmén-Landau 定理 , 其 收敛 坐标 < 1 —r. 
这 说 明 F(8) = Enpi n/n? > 0, 故 f(8) = (8 — 1)F(8) < 0. 前 述 假设 于 是 
推出 f (1) > 0, 故 可 视 (8.93) 为 该 下 界 估 计 的 一 个 实效 形式 . 

WERA BH B=1-pr, H 0< u< 4 #4 a:=14)7, HHO<A< 5. 
由 于 F(s) 在 圆 盘 |s- a| < Ar 上 全 纯 , 可 在 此 区 域 上 将 之 展 成 收敛 Taylor 展 
式 


(8.93) fa) > 


F(s) = >》 Fo — gy". 


n>0 


€ 回顾 在 Kronecker 记号 下 ó(n) := din. 
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A Fo = F(a) > 1, 且 对 任意 n > 14 Fn = (-1)^FC)(a)/n! > 0, 故 
Fa > 6(n). FA, XJ |s -al < àr À 


D a-—s 1 a-—s\n 
£5) og eg DE) 


而 Taylor EX 


F(s) 一 Jo - AC bo AU E pn(a — s)" 


—1 
2 nzO 


在 圆 盘 |s — al < (1— Mr 上 收敛 , 这 是 因为 它 对 应 于 其 上 一 个 全 纯 函 数 . 
Cauchy 公式 于 是 推出 


CD. f(s)-f(1) ds 
bn = 
f, a|=(1-A)r 


2xá ^.8—-1 (s-a) t+? 


这 样 ,由 |s — al = (1—A)r AY |s — 1| > [s — al — Jo — 1| = (1 — 2A)r B 


2M 


Pal S qa Ape 


从 关系 


_ fU) fa) 
ba = Fn — Drei 2/900 7 5s (n 2 0) 


得 出 , 对 任意 N > 1, 在 附加 条 件 un 2A <1 FA 


Jf) . f(8)- F0) 
psg Bep = 


7 fA) - 8)" 2M (a — 8)" 
21 b» -ü-23) 220-3 


O£n«N NC (1— 2A)r Eset 1 — Apr 
ee Nr EM VN 
之 Ar {(A+wu)/A}-1 (1 一 2Xr、\ 1— A I-Q *4/0-X 
从 中 推出 
FU) [A+u\N 2M (1— À) AHUN 
aa "3 e SD eU 


如 选 A = g, 使 得 Accu < $, Oc )/0 —3) < $, WF N = [In(20M/T)/ In 5], 
(8.94) 的 右边 > 5. 从 而 


Z 9 i = 2 = C1 = =c ; 
f(1) > Lure SN > cur M^?" = c (1 — PM 2(1-8) 


其 中 cl r^ > r^ H c= 8/ (rIn 2). m 
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现在 可 以 证 明 Siegel 定理 了 . 


定理 8.33 (Siegel) iX q > 2. 对 任意 c > 0, 存在 常数 cle) > 0, 使 得 
L(1, x) > c(c)/q* 对 所 有 模 q 非 主 实 特征 成 立 . 特别 地 ， 


1 — £i De 1/q°. 


DEA — oxi, xz 分 别 为 模 qu, qo 的 实 本 原 特征 . 在 引 理 8.27 的 证 明 中 曾 
见 到 xix: Æ qo IE (但 不 必 本 原 ) 特征 . 考虑 Dirichlet RA 
(8.95) F(s) = ¢(8)L(s, x1) L(s, x2)L(s,xax2) = 3.5 a 

nzl 
有 al=1 及 
log F(s) UT {1+ x1(p) zn 十 xa(p)" } 
p vel 

BOVERBR n > 2 有 a, > 0. 另外 , F 可 亚 纯 延 拓 到 圆 盘 |s 一 1| <1 E, JÉ 
如 f(s)/(s = 1), 其 中 f) = L(1,x1)L(1, x2)L(1, xa x2). 最 后 ， 由 Abel 求 和 
法 知 L(o, x) < q 对 任意 模 q 非 主 特征 及 任意 ]0, 1| 中 的 o 成 立 . 于 是 对 任意 
0<o<1l 有 f(s) < (ma). 

为 能 应 用 定理 8.32, 需 找 到 [4,1 中 的 5, 使 得 1(6) > 0; 或 等 价 地 , 使 得 
F(8) « 0. 

i e €]0, il. 若 存 在 非 主 实 本 原 特征 标 x, 使 得 L(s,x) TE [1 — e, 1| 上 有 
FA, 选取 xo = x 及 B= Be, 那么 对 任意 x1 有 F(b) = 0. 否则 对 任意 非 主 
实 本 原 特征 x 及 任意 [1 — e, 1| PH o 有 L(o, x) £0. 此 时 取 6 —1— e/2, xa 
为 任 一 非 主 实 特征 . 由 于 6(8) < 0 B. (8.95) FZS L 函数 均 在 [6,1] 上 大 于 
0, 得 F(8) < 0. 

从 而 F(@) < 0 总 成 立 , 且 由 (8.93) 推出 


L(1,x1)L(1, x2) L(1, XiXa) > a (1 — 8)/(32)? 97? > (1 — 8)/(ma2)?*. 
X xo 固定 时 , 8 仅 依 赖 于 €. 另外 , 由 定理 8.18, 有 L(1,x1x2) < nu 及 
L(1, x2) «& In go, 其 中 隐 含 常数 是 绝对 常数 . 故 

L(1,x1)(In qig2)(In q1) >e 1/47. 
由 于 co 是 绝对 常数 , 这 即 推出 前 述 结论 . 口 
i$ Siege 定理 中 L(1,x1) 下 界 估 计 不 实效 : 给 定 e, 从 中 不 能 数值 地 计 
算 常 数 c(e). 


Siegel-Walfisz 定理 (定理 8.17) 的 证 明 RIK 8, 的 下 界 估 计 代 入 
e <S > 下 定理 8.29 WAR. 注意 到 一 旦 A > 1 该 结论 便 不 实效 : Pólya- 
Vinogradov 不 等 式 不 适用 . 口 


注 记 


88.1 对 有 限 Abel ee M Ayoub (1963) zX Ellison 和 
Mendès France (1975). 
本 原 特 征 的 介绍 及 定理 8.7 的 证 明 依据 Davenport eom 的 著作 . 
Kronecker 符号 推广 了 Legendre 符号 : 对 d € Z*, 


1, #d=+1(mod8), 
d 


(5) = 40, 4d=0(mod2), 3 = II 
_1, #d=+3(mods), LS 


当 p>2 hf, (2) 保持 了 Legendre 符号 的 意义 . 容易 验证 映射 n + (2) 是 实 
特征 . 可 以 证 明 ( 见 Davenport (1980)) 模 q 本 原 实 特征 总 可 写成 


(8.96) x(n) = (9 


的 形式 , 其 中 d 是 基础 判别 式 , 即 形 如 —4, +8, (—1)0-79/2» 的 一 些 互 素数 的 
乘积 , 其 中 p 是 奇 素数 , 且 右 边 的 部 分 依 Kronecker 意义 定义 . x 的 模 于 是 等 
F q= |d|. 这 样 , 若 8 || a, 有 两 个 模 g 本 原 实 特征 , 否则 便 只 有 一 个 . 于 是 得 
到 (GL Landau (1966), 定理 215) 


(8.97) G(n, x) = x(n)Va, 


其 中 根 号 由 幅 角 主 值 定义 . 

后 来 对 使 得 H(x) > cya 的 c 值 的 改进 见 Sárközy (1977), Sokolovskii 
(1979). 另外 ，Montgomery 和 Vaughan (1979) 证 明了 对 任意 s > 0, 
H(x) Ke V3 对 除 至 多 cola) 个 以 外 的 所 有 模 9 非 主 特征 成 立 . 

更 精确 地 , Paley 于 1932 年 证 明了 


max H (x) > vqln2q 
XTXo 


对 无 穷 多 个 q 值 成 立 . 另外 , Montgomery 和 Vaughan (1977) 证 明了 在 广义 
Riemann 假设 下 有 
H(x) < Valn2 gq. 
FER |K(z)| < 2Valng 对 小 的 x fA, 如 z < Va 来 说 显然 没有 意义 . 
Burgess (1962, 1963) 研究 了 这 一 问题 . 例如 , 他 证 明了 


(8.98) Y x(n)«z/d (x2), 


nic 
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其 中 6 = 65(e) > 0. 另外 , Xi q 无 立方 因子 , (8.98) 对 x > gl/4te 成 立 . 又 见 
Hildebrand (1986d). 
88.3 定理 8.21 的 证 明基 本 上 根据 Ellison 和 Mendès France (1975) 第 七 章 
Al, 其 改进 是 用 Ma (x) 的 上 界 估计 来 代替 显然 的 上 界 H (x) < q/2. 在 此 所 采 
用 的 Tauber 型 方法 下 , 对 定理 8.16 带 来 的 改进 并 不 明显 . 然而 用 复 积 分 方 
法 的 确 可 以 得 到 对 g 更 好 的 一 致 性 , 见习 题 237. 

从 二 次 型 理论 , 尤其 是 Dirichlet 类 数 公 式 (如 见 Davenport (1980, 第 六 
章 )) 即 可 得 出 与 定理 8.21 相当 的 估计 . Ramaré (2001a) 注意 到 甚至 可 以 从 中 
得 到 下 界 估计 


L(1, x) > n2 97! q. 


他 还 用 纯 解 析 的 方法 得 到 质量 相当 的 下 界 估计 . 

Xt L(1,x) 的 上 界 估 计 , M Ramaré (2001b, 2004). 
§8.5 这 里 采用 的 定理 8.25 的 证 明 主 要 根据 Davenport (1980) 的 结果 . 

Miech (1969) 证 明了 当 q > go 时 可 在 Landau-Page 定理 (定理 8.25) 中 
选 c = 1/20. 4q 足够 大 时 , 已 知 最 好 的 c 值 是 c = 0.103 67, 据 Graham 
(1981b) 的 说 法 , 这 是 Schoenfeld 一 个 未 发 表 的 工作 中 的 结果 , 证 明 见 陈景润 
(1983) 引 理 10. Heath-Brown (1992) 证 明了 在 区 域 > 1—0.348/1nq, |r| < 1 
中 至 多 只 有 一 个 零点 . 

承认 广义 Riemann 假设 , 可 将 Siegel-Walfisz 定理 改进 为 


(8.99) V(z;a,q)— -O(vVz(Iz)?))  (x22,q921) 


Es 
pla) 
Bombieri-Vinogradov 定理 (JL Bombieri (1965), A.I. Vinogradov (1965, 1966)) 
无 条 件 地 证 明了 (8.99) 在 平均 意义 上 成 立 . 


定理 8.34 (Bombieri-Vinogradov) ik 4 为 正常 数 . 对 Q>1,r>1 
一 致 地 有 


(8.100) 2e de max (y; a, q) — 2 < 一 -一 一 = + VzQ(In(Qz))* . 


此 定理 的 一 个 初等 证 明 , 基于 一 个 丰富 的 一 般 方法 , 见 Vaughan (1980). 
可 将 指数 4 WA Š +e, e > 0 任意 , I Dress, Iwaniec 和 Tenenbaum (1983). 
Elliott-Halberstam 猜想 断言 对 任意 e > 0, (8.100) 左边 对 于 Q < r° 是 
o(z). 在 大 部 分 算术 应 用 中 , 它 可 用 来 代替 广义 Riemann 假设 . 
$8.7 Siegel 定理 其 他 解析 证 明 见 Chowla (1950) 及 Goldfeld (1974). 


习题 


232. (a) 设 p > 2. HES d > 1, 用 v(d) 表示 (Z/pZ)* 中 恰 为 d 阶 的 元 素 
个 数 . 证 明 关 系 Dag- v(d) =P -1. 
(b) 1 y X (Z/pZ)* 中 d 阶 元 . WEA ré — 1 = 0(mod p) A d À 
ft, 并 确定 这 些 解 . 推出 所 有 d 阶 元 均 是 y 生成 的 群 的 o(d) 个 生 
成 元 之 一 . 
(c) 证 明 对 任意 d, v(d) < wv(d) 均 成 立 , 故 当 d| (p — 1) 时 该 不 等 式 实 
际 上 是 等 式 . 推出 (Z/pZ)* 是 循环 群 . 
233. 设 p > 2, g 为 模 p 原 根 . 
(a) 证 明 g (mod p?) 的 阶 要 么 是 p — 1 要 么 是 p(p — 1). 证 明 在 第 一 种 
情形 g +p 不 是 p 一 1 阶 的 . 推出 (Z/p?Z)* 是 循环 群 . 
(b) 设 v>2 且 9 是 modp? 原 根 . 证 明 gp-1 = 1+ hp, 其 中 (h, p) = 1. 
推出 
gr(? ) Æ 1(modp”t’), 


从 而 9 生成 (Z/p"**Z)*. 
234. 本 习题 中 假定 不 知道 素数 定理 . 但 可 使 用 Tchébychev 估计 . 
ER q > 1 E x ÆI q Dirichlet 特征 . id xo 为 模 q 主 特征 , IFS 


M (z; x) := Y p(n)x(n), dx; x) := X x(n)A(n), D(z;x) := > x(n) Inn. 


nir n&c nr 
(a) 不 展开 计算 , 回忆 蕴涵 关系 lim M(z)/z = 0 > lim v(z)/a = 1 
初等 证 明 的 主要 步骤 . 


(b) 证 明 对 < > 2, q > 1, 有 vw(z,xo) = w(z) 十 O((Ing)lInzx). 提出 并 证 
明 余 项 对 g 依赖 性 的 一 个 改进 . 

(c) 证 明 对 x Axo 有 D(z;x) € glnx (x > 2). 提出 并 证 明 该 估计 对 q 
依赖 性 的 一 个 改进 . 

(d) 证 明 数 论 孙 数 的 卷 积 关系 


xA = (xp) * (xn). 


(e) 证 明 如 果 对 任意 固定 的 g > 1 KEŠ x £ xo, 当 z 一 oo 时 有 
M (z;x) = o(z), 那么 v(z;a,q) ~ Y(x)/v(a) 对 所 有 使 得 (a,q) = 1 
的 a 成 立 . 
(f) 从 
Sun) =ol2) 一 oo 


nic 
nza (mod q) 
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对 任意 使 得 (a,g) = 1 的 a 成 立 的 假设 出 发 是 否 能 够 得 到 上 题 的 结 
论 ? 
235. 利用 定理 8.21 的 方法 , 证 明 对 任意 模 q 非 主 Dirichlet 实 特征 x 有 
L(1, x) > 1/(4,/9). 
236. 证 明 对 (a,q) = 1,0 > 17H 
1 


= Ag S x(a) log L(s, x) + his), 


p=a(mod q) 
其 中 h(s) 是 在 半 平 面 > 1 上 全 纯 的 函数 . 
推出 在 L(s,x) £ 0 XF o > 1 成立 的 假设 下 有 
d sci dr (=) Ek vS 


x plq) 


其 中 h 是 在 半 平 面 o > 1 上 全 纯 的 函数 . 然后 用 Delange 的 Tauber 型 
定理 ( 见 定理 7.28) 证 明 算 术 数 列 的 素数 定理 . 

237. © Q = yaln 24). 证 明 存在 正 绝 对 常数 c, co, 使 得 定理 8.18、 和 定理 
8.20 及 定理 8.22 中 的 估计 实际 上 对 


ab? * x? * X0; 
1I-eX4a£c(C-1/r])?, Fx? 9 xo, ITQ > ©, 
aQ, # x? = xo, |TIQ < ez 


成 立 . 
用 84.2 的 方法 推出 存在 绝对 常数 c > 0 及 数量 sla) > gng, 
使 得 对 q < exp(In z)!/19 一 致 地 有 


2w(9) 
d(x; a, gq) = Po j +O(zexp{- c(In z)t/10} put Pe Ag nas gem 


证 明 对 任意 e > 0, 渐 近 公式 D: a, 9) ~ z/p(q) 对 gq < (In z)?-* —EUR 
x. 

238. 算术 数列 中 的 无 平方 因子 数 . S 

ea An) xn) 


n21 


Q(s,x) = 


证 明 Q(s, x) = L(s, X)H (s, x), 其 中 H(s,x) 是 o > oo > 3 上 的 有 界 全 
Sti PRA. WEB] L(s,x) <e (Tq) + X} Oxo <1, |r| 4+1<T RY, 3f 
推出 对 任意 es > 0 及 对 z > 2, q > 1, (2,4) = 1 一 致 地 有 


(8.101) 3 un) = J[G-»?)+0. (reque). 


nic pta 
n=a (mod q) 
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证 明 第 一 部 分 定理 3.10 证 明 中 的 卷 积 方法 给 出 余 项 最 好 的 上 界 估计 , EN 
O(Vz). 用 前 面 的 解析 方法 , 利用 Montgomery (1971) 定理 10.1 中 的 估 
d 

5 f. LG ir, x) dr « (qT) +, 

x(mod q) 
重新 证 明 该 结论 较 弱 的 形式 (Bl < z1/2**). 

239. Yt x, 为 模 4 唯一 的 非 主 Dirichlet 特征 . 证 明 L(1,x4) = 2/4. 证 明 形 

如 4m +3 的 素数 集 对 于 56 = 上 和 天 = V(2/mjey/24 满足 习题 228 的 
假设 (i) 和 (ii), 其 中 A = ITu=stmea (1 一 o 9) 推出 不 超过 = 且 
所 有 素 因子 形 如 4m + 3 的 整数 ”的 个 数 N(x) 满足 


V247 


TVlnz 


给 出 该 结论 一 个 带 余 项 的 形式 并 推广 之 .8 
240. 两 个 平方 数 之 和 . 保留 习题 239 中 x4 的 记号 . 利用 第 一 部 分 84.8 中 证 
明 的 关于 两 个 平方 数 之 和 的 示 性 函数 h 的 性 质 , 证 明 公 式 


Na(x) N 


> Mn) = (1 E Dr) VOU I EUS va) 7 I] (1 sn) de (c > 1), 


n21 p=3 (mod 4) 


其 中 平方 根 取 辐 角 主 值 . 用 Selberg-Delange 方 法 推出 对 适当 的 常数 c>0 
有 


Y)» f aglai + O(a), 


nic 


其 中 


PEINE — t)L(1 — t, x4) 


nü-0VtQ-271) M, ^ NET 


推出 一 个 渐 近 展 式 , 使 第 一 部 分 公式 (4.90) 为 其 第 1 阶 的 特殊 情形 . 
241. 剩余 类 中 因子 分 布 ， 对 任意 Dirichlet 特征 x, S T(n; x) := Van X(d) 
(n € N*). 34 a, q, n 为 正 整数 时 , 又 定义 


“wines X 1, ag X L 


d|n 
(d,q)=1 d=a (mod q) 


g(t) := 


更 细 的 估计 或 平均 估计 见 Prachar (1958), Warlimont (1969, 1980). 特别 地 , Prachar 
用 初等 方法 的 一 个 很 简单 的 改动 证 明了 (8.101) 的 余 项 < z1/2gq-1/4 4 91/2. 
Jl, Landau (1909) 第 2 卷 641-669 页 , 及 Wirsing (1956). 
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(a) ee n>1lq>1 #4 
E > OS fr a Tor 


Fo 
(a,q)— 


其 中 对 x 的 求 和 取 遍 模 q 非 主 特征 . 
(b) 令 z, w 为 复数 , 满足 |z| < 1 = |wl. 证明 恒等式 
2 

2 s» ue 


v20 '0<j<v 


1—2? 


推出 对 任意 模 q 非 主 特征 x 有 
o Iris _ C(s)?L(s, x)L(s, X) 
F(s,x):= 9. = gal) = ra) —— A 


n21 
其 中 gals) = TL + 1/0") 
(c) 证 明 对 模 q 非 主 特征 x, s = 0+ir,0<e < 1, e«oxl,lr|-2« T, 
有 L(s, x) <e (PPT, 
(d) 对 线段 [k — iT, s - iT] 用 第 二 实效 Perron 公式 , 其 中 := 1+ 
1/Inz, T := (z/q)?/!*, 并 将 积分 坐标 移 到 o= +e 处 , 证 明 对 任 
Re>0N1<g<r 一 致 地 有 


S Ir(nix)l* = zP(nz, x) + O@?/ 4a), 


nir 


其 中 PY, x) XT Y 是 一 阶 多 项 式 , 并 具体 地 将 它 表 示 为 


a(x) := SIL NE [Ta + 1/97, 

pla 
np 202) | s. L1, x) 
pug ud re PED 


的 函数 . 回顾 当 5 <o<1,1</T|<T Bj, C(s) < T0-7)/3*e, 
(e) 从 前 述 推出 关于 1 < gq < z 的 渐 近 公式 @ 
> Y (rn; wae wy = Agr ln z--Bq24-0, (z1 1/146 q3/14), 


i e 
(a,q)= 


6ga(1) 
其 中 4, := E 27 Was) 


In 2c (2)] 129 (1) ; 
B, := TAM a m x= Re L'(1, x)L(1, x). 


® Hall (1970, 1971b) 得 到 更 细 的 余 项 < (qz)1/2+<. 


b(x) := 


pla 


2] 题 - 371- 


242. Wt W(z) := Engs A(n)u(n + 1? (x > 1). 将 Wz) FH v(z; —1, d), 
d < Vz 十 1 来 表示 . 利用 定理 8.34, 推出 W (x) 的 一 个 渐 近 公式 , 然后 
推出 使 得 p + 1 无 平方 因子 的 素数 p < z 个 数 ro(z) 的 一 个 渐 近 公式 . 
243. 用 xa 表示 模 4 唯一 的 非 主 Dirichlet 特征 . 回顾 L(1, x4) = 7/4. 
(a) 证 明 对 任意 风 >1 有 rn)=2》 am 14 O(1). 


dg n 
(b) & o(d) 为 同 余 方程 "2?+1 = 0 (mod d) 解 的 个 数 证 明 Dene e(n)/n° 
= C(s)L(s, x4)/C(2s). 确定 收敛 区 域 . 
(c) FASE Tauber WEM, 推出 与 R(z) := Dacs o(d)/d 渐 近 等 价 的 一 
个 函数 . 
(d) 令 S(z) := Dac, o(d). 证 明 


(8.102) > T(n? +1) = 2zR(z) + O(z + S(z)). 
ise 

(e) WEAR o < A 1, 其 中 和 EEE p = 2 gk p = 1 (mod 4) Bf A(p) = 1, 
p = 3 (mod 4) 时 A(p) = 0 的 完全 乘 性 函数 . 

(f) 证 明 在 h := 1/ Inz 的 记号 下 De p/P = Vip cp/P + O(1) 对 
任意 有 界 序列 {cp} 成 立 . FA (c) 和 (a) 中 已 得 到 的 结果 推出 关系 
z--S(r)-o(rR(r)) 的 一 个 初等 证 明 . 

(g) 用 一 个 Selberg-Delange 型 的 定理 证 明 


S(x) = Cz + O(z/ nx) (z — oo), 


其 中 C 是 正常 数 , 并 确定 常数 C 的 值 . 推出 (8.102) 左边 的 一 个 渐 
244. 整数 表示 成 两 个 平方 数 之 和 的 方法 数 . 保留 习题 243 中 x 和 o 的 记 
号 , 并 记 r(n) 为 将 整数 n € N° 写成 两 个 整数 平方 和 a? + 0? 的 方法 数 . 
令 rt(n) 为 附加 条 件 (a,b) = 1 及 a e N*, b e N° 以 后 的 表示 方法 数 ; 
记 r*(n) 为 使 得 (a,b) = 1, a € Z, be Z 的 表示 方法 数 . 最 后 , 对 me N* 

R z € (Z/nZ)*, its 为 z 的 模 n 逆 剩余 类 . 

(a) 用 第 一 部 分 恒等式 (4.88) 证 明 对 任意 n € Nt, BROT (a,b) 和 
(A, B) 均 计 入 r*(n) 中 , H ab = AB(modn), 那么 有 a = A & 
b= B. 推出 r* (n) € o(n). 

(b) # z € [0, n| 为 使 得 z? + 1 = O(modn) 的 整数 . 对 Q := Ln], 应 
用 第 一 部 分 Dirichlet VE 7.1 F 9 := z/n, 构造 计 人 r* (n) 的 
数 对 (a, b). 推出 恒等式 r* (n) = o(n). 

(c) .证 明 对 任意 ne N* À r*(n) = 4o(n). 

(d) 证 明 对 任意 n € N° 有 r(n) = 4D a2), o(n/d?). 利用 习题 243 (b) 
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中 证 明 的 公式 推出 


(8.103) r(n) 24M xad) | (n2 1). 


d|n 


$1.1 EM, BABS 


与 其 他 数学 分 支 相同 (也 许 更 甚 ), 数论 中 常 遇 到 如 何 严格 表述 直观 概念 
的 问题 . 比如 “ 某 整 数 在 给 定 的 数列 中 出 现 的 概率 ”的 思想 就 是 其 中 之 一 . 这 
便 涉及 到 要 赋予 形 如 “一 半 的 整数 是 偶数 "，“ 绝 大 多 数 整数 不 是 两 个 数 的 平 
方 和 ”等 的 断言 以 数学 意义 . 

第 一 个 浮现 于 脑海 的 方法 自然 是 借助 于 概率 论 . 给 定 N* 上 的 一 个 概率 
测度 后 便 可 以 对 整数 集 的 任意 子 集 A 赋 以 一 个 概率 . 然而 , 以 下 结论 说 明了 
这 样 的 理论 与 关于 数 的 最 强烈 的 直观 印象 之 一 从 根本 上 讲 是 矛盾 的 : 后 者 说 
1X a > 1 整除 的 整数 所 占 的 比例 恰 是 1/a. 

定理 1.1 *aeN*, # aN* 为 a 的 正 倍 数 之 集 . 不 存在 N* 上 的 概率 
P, 使 得 

P(aN*)=1/a (a= 1,2;...). 


WEAR ”用 反 证 法 . HF (a,b) = 1 BY, 
aN* N bN* = abN*, 


可 知 在 此 假设 下 事件 aN* 和 bN* 独立 . 于 是 其 补 集 No 和 Ne ZRAR, 其 中 记 
Na := N* \ aN*. 从 而 当 (a,b) = 1 BY, 


P(N.nN) = (1- -) (1- z) 
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迭代 后 立 知 对 所 有 整数 m, n, m < n 有 
P(mp«P( N w)- II G- =). 


m<p<n m«ptn 
HF n 可 任意 大 , 由 Mertens 定理 知 对 任意 m > 1 有 P({m}) = 0, 此 即 所 寻 
求 的 矛盾 . 口 


N* 上 的 概率 测度 等 价 于 和 为 1 的 正 项 级 数 , 即 
S oues 


n21 


其 中 对 任意 mw 0 < A, < 1. 于 是 对 任意 整数 列 ” 4 C N°, 有 
P(A) = Ñ àa. 


ac À 
注意 到 该 序列 的 概率 实际 只 依赖 于 前 面 几 项 , 从 中 也 可 理解 这 样 的 模型 与 直 
观 不 相 容 之 处 . 实际 上 , 对 任意 € > 0, 存在 某 N = Ne, 使 得 


P({1,2,...,N}) 21-« 


于 是 我 们 处 于 一 个 典型 状况 : 唯一 可 行 的 理论 无 可 挽回 地 排除 了 目 然 的 
两 个 “定理 ”: B 

(i) P(aN*) = 1/a [51:2 2) 

(ii) P(A) = P(B) (|AAB| < oo), 
其 中 AAB 表示 A Al 的 对 称 差 . 一 旦 选择 在 理论 中 倾向 于 直观 定理 (这 在 
数学 史 中 常 见 ), 不 难 绕 过 前 述 的 困难 . 引进 通 项 > 0 的 发 散 级 数 


D» An = 00; 
n>1 
并 定义 子 集 A C N* 的 密 率 dA) 为 z — oo 时 比值 
(1.1) d(Aiz):- Y da/ a 
agz,acA NST 


的 极限 (如 果 极 限 存在 )， 于 是 所 有 有 限 子 集 密 率 均 为 零 , 但 这 样 提 出 的 概念 
并 不 是 N* 上 的 测度 : 

(ui) 具有 密 率 的 子 集 不 构成 o- 代 数 ， 

(iv) 密 率 不 是 可 列 可 加 的 . 


© 通常 在 概率 数论 中 数列 指正 整数 的 严格 单调 上 升 列 , 亦 可 视 为 N° 的 子 集 . 
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最 简单 的 选择 是 对 任意 n > 1 令 A, = 1. 这 样 得 到 的 密 率 有 两 种 习惯 名 
称 : 自然 密 率 或 渐 近 密 率 . À 4 的 密 率 存在 , 那么 它 由 关系 式 


(1.2) dA:= lim z :|{fes<sz:aeJ4j| 


给 出 . (1.2) 中 的 符号 lim 换 成 lim sup (相应 地 , lim inf) 而 得 到 的 值 分 别称 
为 上 (相应 地 , P) 自然 (RUE) 密 率 , 记 作 dA (相应 地 , dA). 

深入 介绍 之 前 , 先 作 四 个 简单 的 观察 . 

(a) 所 有 算术 数列 n = a (mod q) 具有 等 于 1/4 的 自然 密 率 . 这 因为 此 时 
有 

|(a «z2:a€ A) = [z/q| + O(1). 

前 述 直观 性 质 (i) 于 是 成 立 . 

(b) 单调 上 升 列 a4 < a2 <--- 有 密 率 a, 0 < a < 1 的 充 要 条 件 是 


(1.3) Jim n/a, — a. 
显然 条 件 是 充分 的 . 注意 到 若 {a} 有 自然 密 率 a, 则 
n= [{5 : aj <an}| = {a+ o(1))as (n — oo). 


从 而 该 条 件 也 是 必要 的 . 
(c) 存在 不 具有 密 率 的 整数 列 . 例如 考虑 十 进 制 首 项 数字 为 1 的 整数 n 
构成 的 序列 4. 有 


(1.4) A:= |] {n :105 < n < 2.10°}. 
k=0 


& 4(z) := |AN [L z]|, TAX m > 178 
A(10" 1) 2 >》 10*— $(10" - 1), 
Oxk«m 
A(2-10™ — 1) = 4(107 — 1) +10 = 2 (210^ — 1) + $. 
从 中 容易 得 出 
dA=}, dA=ÿ. 

(d) 可 以 定义 密 率 论 和 概率 论 之 间 的 形式 联系 . 在 自然 密 率 的 情形 , 只 需 
观察 到 若 vu 表示 N* 上 前 N 个 整数 中 每 个 元 素 均 具 权 重 1/N 的 概率 测度 ， 
那么 在 极限 存在 的 前 提 下 有 

dA = im vn(A). 


这 解释 了 为 何 自然 密 率 满足 直观 条 件 : 一 个 序列 的 密 率 等 于 它 在 前 N 个 整数 
中 的 频率 的 极限 . 
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81.2 ”对 数 密 率 
除 自然 密 率 外 , 最 常见 的 便 是 对 n > 1 选择 AQ = 1/n. 如 此 定义 的 概念 
RA 对 数 密 率 . 传统 的 记号 是 OA, 即 在 极限 存在 的 前 提 下 令 


(1.5) 6A := lim E >D > 


Z 一 Co In x a 
agz,acA 


用 显然 的 方式 定义 上 对 数 密 率 64 及 下 对 数 密 率 6.4. 
容易 构造 不 具有 对 数 密 率 的 序列 . 下 列 定理 说 明了 应 在 不 具有 自然 密 率 
的 数列 中 寻找 这 样 的 例子 . 


定理 1.2 对 任意 序列 A, 有 
(1.6) dA < A < A < dA. 
特别 地 , 倘若 序列 A 有 自然 密 率 , 那么 A 也 有 对 数 密 率 , 且 这 两 个 密 率 相等 . 


证 明 © 4(z) := 354,1 R L(z) := Vy, 1/0, KP a RI A 中 的 元 
素 . 由 Abel RAK, 有 


(1.7) Be a f ADe adig 
1 


X t2 
4 e> 0. 存在 to = tole), 使 得 
dA-e< A(t}/t<dA+e  (t>to). 
代入 (1.6), 得 对 于 z > to À 
(dA — €) In (z/to) < L(x) < 1+ Into + (dA +e) In (x/to). 
先 令 > BF +00 再 让 e BTF 0 便 得 到 前 述 结 论 . 口 
定理 1.2 BUG BUR EC: 对 数 密 率 的 存在 性 绝 不 能 推出 自然 密 率 的 存 
在 性 一 个 反例 就 是 序列 (1.4)， 以 下 计算 说 明了 它 具 有 对 数 密 率 OA = 
1n 2/1n10. Zl 
1 1 
Mey Do. > 2 


az O«k&ln z/1n 10 10*«n«2.10* 
nír 


1 In 2 
j aa +0()} +00 = igno Oaa). 
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81.3 ”解析 密 率 


可 以 形式 地 推广 81.1 中 描述 的 定义 整数 列 密 率 的 方法 . 不 考虑 某 发 散 序 
列 n> An 的 截断 , 而 考虑 一 个 N* 上 概率 分 布 的 连续 族 (Pros, 并 令 


P,({n}) =: An(o)/ 3 An(o), 
m21 
其 中 每 个 级 数 Di mo) (c € S) IKA. 另 给 一 个 S 的 聚 点 00, 不 属于 
S, 使 得 级 数 Day: Am (co ) 发 散 , 其 通 项 由 连续 性 定义 . 然后 定义 d CA) 为 比值 


(1.8) P,(4) = 3 Mlo) / 》 Nmlo) 


ne A mal 


M o 在 5 中 趋 于 oo 时 可 能 的 极限 . 81.1 的 情形 对 应 于 S :=]0,1], co := 0, H 


An» in«l/o 
An(c) := pur 
0, #n>l/o. 


级 数 Yo, s Amla) 在 o € 5 处 的 收敛 性 表明 , 对 每 个 < > 0, 存在 整数 
N-N(e,o), 使 得 


PNW=( 》 hlo)f 》 An(o)) + ve, 


n& N,nc.A m<N 


其 中 I9| < 1. 选取 e = e(o), 使 得 o 一 oo WY € = e(c) — 0, 便 归 结 到 与 第 一 
节 中 类 似 的 一 个 定义 , 但 这 里 函数 A, 还 与 zx AK. 在 一 些 情形 下 , 用 Tauber 
型 技巧 可 证 明 存在 严格 具有 类 型 (1.1) 的 等 价 构造 . 即便 在 这 样 的 情形 下 , 该 
构造 亦 有 可 取 之 处 : 善 选 级 数 Y^ Anlo) 后 , 不 用 (1.1) 而 用 (1.8) 往往 可 明显 
地 简化 计算 或 有 利于 应 用 分 析 技 巧 . 这 是 用 更 正则 的 过 程 代替 截断 之 故 . 
基本 的 例子 是 取 S —]1,oo[, oo = 1 R An(o) = 1/n? (n 2 1). 于 是 


(1.9) P,(A) = RC > = 
ne A 


这 里 出 现 了 .4 的 示 性 函数 对 应 的 Dirichlet 级 数 , 从 而 开辟 了 利用 Dirichlet 级 
数 的 所 有 解析 和 代数 性 质 , 特别 是 用 关于 卷 积 的 性 质 来 计算 密 率 的 可 能 性 . 
将 o 一 1+ 时 表达 式 (1.9) 可 能 的 极限 称 作 序列 A 的 解析 密 率 . 注意 到 
可 考虑 替代 (1.9) 的 量 
(1.10) (c -1) V7 =, 
neA 


但 当 涉 及 Euler 乘积 时 , 往往 保留 因子 1/C(o) 更 为 有 利 . 
以 下 定理 具体 给 出 了 解析 密 率 与 形 如 (1.1) 的 密 率 之 间 预 期 的 联系 . 
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定理 1.3 设 4 为 整数 列 . 那么 A 有 解析 密 率 当 且 仅 当 A 有 对 数 密 率 . 
在 此 情形 下 , 两 种 密 率 相等 . 


证 明 ”保留 记号 L(x) = Pacs 1/a, 其 中 a 表示 A 中 的 元 素 . 由 Abel 求 
和 法 , 有 


(1.11) (c- 055 ede a Pa, (o > 1). 
先 设 A 具有 对 数 密 率 6 = 6A, 亦 即 
L(z)={S5+o(1)}Inz (x — ov). 

代入 (1.11) 的 第 二 部 分 , 得 
(1.12) (c 1). - —ó-o(1  (o—1+), 
故 A 具有 解析 密 率 , 等 于 6. | 

反 过 来 , 若 (1.12) 成 立 , 则 可 将 (1.11) 写成 如 下 形式 

h f ” e" dL(e) = h? J B La- - 4o)  (h—0+) 
HR h:—o-—1. Karamata 定理 7.5 于 是 推出 
L(et) = {5+ 0(1)}t — (o9) 


这 与 要 证 的 命题 等 价 . 口 


81.4 ”概率 数论 


前 面 各 节 引 进 的 概念 构成 了 数论 一 个 原创 性 的 分 支 的 基石 . 其 关键 概念 
是 自然 密 率 , 它 为 数论 函数 带 来 了 新 的 光明 前 景 . 

这 些 函数 的 一 个 特点 是 其 起 伏 根 本 上 不 正则 且 无 规律 可 循 , 这 使 得 传统 
的 分 析 方 法 经 常 不 能 有 效 地 描述 其 性 态 . 在 这 样 的 形势 下 概率 数论 满足 了 从 
统计 上 进行 研究 的 需求 . 除 给 出 大 致 分 类 的 均 阶 和 极 阶 以 外 , 还 将 定义 ( 见 第 
三 章 ) 数论 函数 正规 阶 的 概念 , 用 以 反映 几乎 必然 的 性 态 . 实际 操作 中 则 归结 
为 研究 在 密 率 为 零 的 点 集 (显然 这 依赖 于 考虑 的 函数 ) 以 外 的 函数 值 , 以 排除 
反常 点 . 在 看 起 来 是 混沌 占 统治 地 位 的 地 方 突然 出 现 了 规律 和 正则 性 , 从 这 
个 意义 上 来 看 结论 是 令 人 震撼 的 . 几乎 处 处 的 棱镜 于 是 折射 出 了 新 的 探索 领 
域 , 具有 独特 的 方法 和 特别 的 结果 . 

正如 Delange (1982) 所 指出 的 , 其 实 更 应 该 说 是 数论 函数 的 概率 理论 . 一 
般 ( 见 $1.1 注 (d)) 将 数论 函数 f 看 成 前 N 个 整数 构成 的 赋 均 匀 分 布 的 概率 
空间 上 的 随机 变量 . 其 基本 问题 便 是 确定 在 何 种 意义 下 可 说 当 N — oo BT f 
的 分 布 律 收敛 到 某 极限 分 布 . 以 下 各 章 将 详细 说 明之 . 


注 记 


§1.1-§1.3 文献 中 有 整数 列 许多 其 他 类 型 的 密 率 的 定义 . 这 里 仅 限 于 提 及 其 
中 三 种 . 

(a) Davenport 和 Erdős (1951) BJ 3E. PESE XE, 与 4 在 各 种 N* 除去 含 大 素 
因子 后 得 到 的 子 集中 的 分 布 有 关 , 见习 题 246. 

(b) Schnirelmann (1930) ##, 定义 为 o (A) = infazı A(n)/n. 它 与 序列 
的 和 有 关 . EM 

A+B:={a+b:acEA, be B), 

Mann (1942) 一 个 重要 的 定理 断言 
(1.13) c(A + B) > min (1,0(A) + e(B)). 


在 Halberstam 和 Roth (1983) 第 一 章 84 中 有 (1.13) 相当 简单 的 证 明 . 
(c) Hall (1978) HAF BR. 若 它 存在 , MEWE 
` 1 = (DA + o(1))r(n) ae. 
din, dE A 
的 唯一 的 DA, 其 中 记号 ae. 表示 该 关系 当 n 在 某 适 当 的 自然 密 率 为 1 的 子 
集中 趋 于 无 穷 时 成 立 . 这 与 81.1-81.3 中 的 定义 相去 甚 远 . 比如 , 对 任意 [0,1] 
中 的 o, 8, 可 找到 序列 A, 使 得 dA = o, DA = 6 (Hall, 1978). 另外 的 性 质 见 
Hall (1981), Tenenbaum (1982), Dupain, Hall 和 Tenenbaum (1982), 以 及 Hall 
和 Tenenbaum (1986). 也 见习 题 272 及 习题 273. 
81.3 Nanopoulos (1975, 1977, 1982) 对 相应 于 分 布 律 PLCA) 的 数论 函数 的 
性 质 作 了 更 深刻 的 研究 . 


习题 
回顾 用 P (n) 表示 整数 ”最 大 的 素 因 子 , 并 约定 P+(1) = 1. 除 习 题 252 
外 ,对 y>2,ACN:*, 令 
Ay := An (n: P*(n) < y}. 


对 每 个 整数 j > 1, 用 AO 表示 A 中 最 小 的 j 个 整数 的 有 限 列 , 并 约定 

AO = ø. 

245. X] n 2 1, $ ny := max(d :d | n, P*(d) < y}. V .AC N* 为 整数 列 , 使 
得 对 适当 的 y> 278 A={n:n, € Ay}. HEAR se C, o » 1,8 


© = =) [] G-2) s 


neA p<Y ac A, 


|: 382 - 


246. 


247. 
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推出 dA 的 存在 性 以 及 公式 
1 1 
Py ac Ay 


乘 性 密 率 (Davenport 和 Erdős, 1951) 
Xf y>2, ACN*, S 
1 1 
PSY a€Ay, 
倘若 当 y — oo 时 m, A 收敛 于 极限 mA, ME mA 是 A 的 乘 性 密 率 . 
又 记 


mA := lim sup m,.A, mA := lim inf m, A. 
yoo y— oo 


(a) 证 明 对 任意 4 有 0 < mA < mA « 1. 
(b) 证 明 对 任意 序列 A 有 OA < mA. 
(c) &A:- (n2 1: P*(n) € Jn). 证 明 


dA-—1-1n2, mA = 1-e 7. 


倍数 集 的 序 贯 密 率 .@ 
设 A 为 整数 集 . 其 倍数 集 MCA) 是 N* 的 形 如 MCA) = {am :ae 
A, m 2 1) 的 子 集 .@ 
(a) 证 明 M; := MCAQG)N MCAG-D) 对 于 每 个 7 > 1 具有 自然 密 率 
dM; = A;(A), 形 如 
Mele E M ut WM 
Sk<gj-1 1Si«--«ik€j—1l 
其 中 a; 表示 A 的 第 j 个 元 素 . 
(b) 证 明 ACA) := 55, A;CA) APR, 并 满足 0< AA) < 1. 将 ACA) 
称 为 倍数 集 MCA) 的 序 贯 密 率 . 
(c) 证 明 若 Da, < oo, 则 MA) 具有 自然 密 率 , H dM(A4) = 
A(A). 


248. it ACN*, y > 2. 


(a) 由 习题 245 和 习题 247 的 结论 得 出 
dM(A,) = A(A,) = m, M(A). 


(b) 证 明 m, M(A) 是 y 的 单调 上 升 函数 . 


@ M Davenport 和 Erdős (1951). 
图 见 Halberstam 和 Roth (1966), Erdós, Hall 和 Tenenbaum (1994). 
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(c), Wt j > 1. 证 明 当 y 足够 大 时 有 A,(4,) = AA). 推出 mM(A) > 
A(A). 

(d) 证 明 A(A,) < A(A). 推出 mM(A) = A(A), 也 就 是 说 : 所 有 倍数 
集 都 有 乘 性 密 率 , 等 于 其 序 贯 密 率 . (Davenport-Erdós, 1951). 

249. Davenport 和 Erdós (1951) 定理 . 

i ACN',y22. 

(a) 由 习题 245 推出 dM(A,) = m,M(A). 

(b) i& x > y. UEFA 


- -TIG- =) {mM - m,M(A)]- 
n € M (A)NM (A, ) p&r 
P* (n)&z 
(c) 利用 习题 248 中 的 结论 证 明 
6M(A) <mM(A). 


(d) 证 明 mM(A) = 6M(A) = A(A) = dM(A), 亦 即 : 任意 倍数 集 具 

有 对 数 密 率 , 等 于 其 下 自然 密 率 , 以 及 其 乘 性 密 率 和 序 贯 密 率 .@ 

250. Davenport 和 Erdós 定理 (1937 年 的 证 明 ). 

WA CN. X j > 1, 用 0,(n) 表示 集合 M; := M(A®) \ 
M(AG-D) 的 示人 性 函数 ,并 令 6j(n) := 2 asi; Piin). 引进 Dirichlet 
级 数 

B()-3;30, rasso OS, 


n° 
n21 j21 n€ M(A) 


G;(s):— F;(s)/¢(s), | G(s):— F(s)/¢(s). 
(a 证 明 对 n> 1,;>1, 有 


9;(n)Inn > 》 6;(d)A(n/d). 
din 

由 此 推出 Dacii Gi(o) À o > 1 BOER TR. 
(b) 用 习题 247 的 记号 , WH G;(1) = A;(A). 
(c) WEAR lim; + G(o) = A(A). 
(d) 证 明 6M(A) = A(A) > dM(A). 
(e) 证 明 对 每 个 ; > 1 有 dM(A) > Yigg; AA). 推出 a MCA) = 

A(A). 


© 倍数 集 未 必 有 自然 密 率 , 见习 题 271. 
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251. Rényi (1955) 的 一 个 定理 . 
设 zeC. $ y(n) := 2-4), XA (n) := (pz * u)(n). 
(a) 证 明 对 |z| < 2 À $5.34 |Az(n)|/n < +00. 
(b) 推出 计算 > <。 o, (n) 的 公式 . 
(c) 证 明 对 每 个 整数 k > 0, 序列 (n : O(n) —w(n) = k) 具有 自然 密 率 
dx, 并 且 可 利用 关系 


Dat- EEH) (< 
k20 p 
来 计算 它 . 
252. N' HERAT. X; N* 的 子 集 4 和 85 满足 1 € ANB Beet 
整数 n > 1 可 唯一 地 分 解 为 n = ab, 其 中 a € A, be B (此 时 记 
a = n4(n), b = rg(n)), 则 称 之 为 一 对 直 因 子 . 约定 ra(1) = rg(1)=1. 
XF y>2Rn>1l,icn, 为 n 的 不 含 > y 素 因子 的 最 大 约 数 , 即 


Ny :一 [p> iin, psy P”, Jt 
Ay :一 (n : nE N*, Ny € A}, A(z) = |Ay N (1, x], A(z) oa IAN [1, z]|. 


在 习题 中 , a (相应 地 , b) 总 代表 A (相应 地 , B) 中 的 元 素 , 其 中 (A,B) 
为 给 定 的 N* 的 一 对 直 因 子 . 
(a) 证 明 对 每 个 y > 2 WA 


es) 


P+(a)<y Pt(b)<y p<y 


(b) uEBjd.A, 的 存在 性 以 及 公式 


1 —1 
dA, — - 
i CE. i) 
(c) W py : A 一 Ay, 定义 为 py(a) = ra(ay)a/ay， WEA py(a) = 
yy(a’) 则 ors(a) = a'ng(ay). 推出 o, 是 单 射 , 并 证 明 对 x > 1, 
y 2278 A(z) < A(z). 
(d) WERE Y^ 1/b = oo Jill] d.A = 0. 
(e) 假设 E 1/b < +00. $ a, b 分 别 为 A, B 的 示 性 函数 . WEH o = 
1—o*(8—6). 用 问题 (c) 的 结论 推出 对 y> 2 有 


da4>( E Yh- Ei 


Pt(b)<y Pt(b)>y 


(f) 证 明 A 具有 形 如 A 
i RAE) 


beB 


的 自然 密 率 , 其 中 当 级 数 发 散 时 将 右边 的 部 分 看 作 0.9 


© 这 是 Saffari (1976) 及 Erdős, Saffari 和 Vaughan (1979) 的 结果 . 这 里 提 及 的 基本 上 是 
Daboussi (1979) 的 证 明 . 


$2.1 EM, DHEA 


在 上 章 中 看 到 ， 可 将 概率 数论 想象 成 赋 均 匀 分 布 vw 的 概率 空间 
Oy := (n: 1 & n € N} 的 浙 近 性 研究 . 在 这 样 的 背景 下 ,数论 函数 等 同 
于 一 列 随机 变量 
fn = (f, un) (N —1:2:) 


以 概率 1/N 取 值 f(n), 1 < n < N. 我 们 将 从 这 个 角度 出 发 研究 概率 论 中 经 
典 的 分 布 函数 概念 . 

回顾 ( 见 第 二 部 分 第 七 章 ) 所 谓 分 布 函数 是 指 单调 上 升 右 连续 函数 
F:R [0,1], 满足 F(—oo) = 0, F(+00) = 1. 

WIE F HTE AR DOF) 至 多 是 可 数 集 , 且 它 只 有 第 一 类 不 连续 点 . FH 
C(F) 表示 D(F) 的 补 集 , 也 就 是 的 连续 点 集 . 将 使 得 F(2+e)-F(2-e) > 0 
对 所 有 € > 0 成 立 的 实数 z 称 为 F 的 增长 点 . 不 连续 点 一 定 是 增长 点 , 但 反 
之 并 不 然 . 

S D(F) ={z}js 及 s := F(z) - F(z,—). PRX 


G(z)= s, 


总 以 跳跃 式 增 长 , 且 在 任意 不 含 z 的 闭 区 间 上 为 常数 . 倘若 DF) IES, € 


一 个 数 乘 下 e 是 分 布 函 数 . 这 样 的 分 布 函数 称 为 纯 离 散 型 或 原子 性 的 . 容易 
验证 F- D EE. 
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倘若 F 等 于 在 唯一 点 跳跃 的 函数 , 即 
F(z) = t il Z < 20, 
l, Xi z2 zo, 
则 称 之 为 退化 的 (或 退化 分 布 的 分 布 函数 ). 
连续 分 布 函数 一 个 简单 的 例子 是 形 如 
Py f ~ pdt 


的 函数 , 其 中 h > 0 是 Lebesgue 可 积 函数 , HAE |All, = 1. 此 时 则 称 F 绝 
对 连续 . Radon-Nikodym 定理 (可 见 Rudin (1970), 定理 6.9) 说 明 所 有 连续 分 
布 函数 可 写成 

co Fo + C1 Fi 


的 形式 , 其 中 Po 绝对 连续 , F RAH, 也 就 是 说 , 连续 是 使 得 


ie dFi(z)- 1, 


其 中 人 是 RPE Lebesgue FWA. 
可 将 前 述 讨论 归结 为 以 下 结论 . 


定理 2.1 (Lebesgue 分 解 定理 ) MAPA BKM F 可 唯一 地 表示 成 
F = œa Fı +o2Pl+asls 


的 形式 ， 其 中 01,02,03 20,01 + 02-03 = 1, E F; 是 分 布 函 数 ， 使 得 Fi 26, 
对 连续 , Fo 纯 奇 异 且 Fs 是 原子 性 的 . 


倘 知 分 布 函数 列 LF, boc, 及 函数 F 使 得 
(2.1) Jim F(z) = F(z) (z €C(F)), 
则 说 {Fa} SCE F. 需要 强调 弱 极 限 F 单调 上 升 且 有 界 , 但 未 必 是 分 


布 函数 . 由 于 (2.1) 对 z € DCF) 并 不 加 限制 , 总 可 以 假定 它 右 连 续 . 
考虑 数论 函数 f. 对 每 个 N > 1, 函数 


(2.2) none vli < N : f(n) < z} 
是 原子 性 分 布 函数 . 


定义 2.2 倘若 (2.2) 中 定义 的 序列 Fy 收敛 到 某 分 布 函数 F, 则 说 数论 
BK f HAD BAK F. 这 样 ff 的 分 布 函数 的 存在 性 等 价 于 合 取 下 列 两 个 
条 件 : 
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(1) 存在 月 的 某 稠密 子 集 E, 使 得 对 其 中 的 2 来 说 极限 F(z) := Jim Fw(z) 
存在 ; 
QS um (tb dim JC) 


zcE zcE 

事实 上 ,可 将 F 延 托 成 单调 上 升 且 右 连续 的 函数 这 说 明 (2.1) AÈ. 

下 列 结论 经 常 被 Erdés 隐 含 地 使 用 , 它 给 出 证 明 数 论 函 数 具 有 极限 分 
布 的 一 个 好 用 的 充分 条 件 . 

定理 2.3 设 f 为 实数 论 函 数 . 假定 对 每 个 e > 0 均 存 在 取 值 在 Zt 中 
的 函数 n  ac(n), 满足 以 下 条 件 : 

(i) lim limsupd(n : a.(n) > T) = 0; 

e—0 工 一 十 oo 

(i) lim dn : [/(n) — f(ae(n))] > €} = 0; 

(iii) 对 每 个 a 2 1, 8 X d{n:a.(n) =a} ##, 
那么 f 具有 极限 分 布 . | 

证 明 对 7 一 0+ 选择 两 个 函数 c = eln) — 0+ & T = T(e(n)) 一 +00 
使 得 (i) 中 的 上 密 率 <n. 记 d(a,e) W (iii) 中 的 密 率 并 令 


F(z,9):— p» dí(a, &), F(z) := lim sup F (z,n). 
a<T(e), f(a)<z ET 


先 证 (2.2) 中 定义 的 Fw (z) SAAE F. 对 z e C(F), À 
Fue) < + y» 1+5 ` 4x »» à 


n<N n<N n<N 
ae(n)<T(E) ac (n) 2 T(e) |f(n)—f (ae (n))|>e 
f(ae(n))<zt+e 


由 (iii), “4 N 一 oo 时 , 该 上 界 估 计 的 第 一 项 为 F(z+e,n)+0(1). 另 两 项 分 
别 用 (i) 和 (i 来 估计 . 先后 令 N AF +00 及 n RF o, 得 


lim sup Fn(z) € limsup F(z + e(n), n) = F(z). 
N —oo 7—0 


最 后 的 等 式 由 Fw, n) 对 w 的 单调 上 升 性 及 z € CCP) 的 事实 而 得 . 对 称 地 有 


lim inf Fy(z) > lim sup F(z — e(n), n) = F(z). 
TOR 7—0 


于 是 Fw SUCHE F, 且 可 将 该 极限 右 连 续 化 . 

只 须 证 明 F(—oo) = 0, F(+00) = 1. HF z€C(F) BT F(z) = lim Fy(z), 
显然 有 0< F <1. Be>0. 选取 C(F) 中 的 z 使 得 z > max(f(a) : a < 
T(e)} +e. 这 样 由 f(n) > 2 推出 ac(n) > T(e) 与 |f(n) — f(ae(n))| > e IRI 
必 有 一 个 成 立 . 由 (i) 和 (ii), 4 n 一 0+ 时 相应 的 密 率 1 — F(z) BF 0. 这 推 
出 F(+00) = 1. 类 似 可 得 F(—oo) = 0. 口 
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在 数论 函数 的 概率 研究 中 , 自然 要 作 正 规 化 , 引进 f 相对 于 zw 的 期 望 
和 方差 的 概念 , 亦 即 


Too 1 
(2.3) Ey(f):= f zdFw()- xw Y, fr), 


l£&nszN 
和 
+00 3 
Vif) nuu) = L {z — En(f)} dFw(z) 
== D -ENAP 


l£nszN 


这 暗示 了 数论 函数 值 分 布 研究 的 另 一 种 方法 . 考虑 


(2.4) 


(2.5) Ge (z) := vu [n : f(n) < En(f) + zDu(f)) 


的 渐 近 性 质 , 并 用 来 代替 Fu (2) 渐 近 性 质 的 研究 . 该 问题 可 视 为 概率 数论 的 
中 心 问题 9 
分 布 函数 列 Fn(z) 或 Gw(z) 含有 关于 数论 函数 f. 的 所 有 信息 , 而 且 可 
将 一 些 常见 的 问题 翻译 成 分 布 函数 的 语言 . 看 以 下 两 个 例子 . 
(a) 称 整数 列 A 有 自然 密 率 a 与 断言 其 示 性 函数 1A (n) 有 原子 性 分 布 
函数 
0, 若 z< 0， 
F(z)—-41—o, #0<z<1, 
1, 若 zzi 


是 等 价 的 . 
(b) 车 存在 两 个 实数 列 An, By, 使 得 
HN(z): = Fy (Au + zBy) 
55 WBNS) Ai PRL H(z), HE f zdHy(z) TE Lebesgue 意义 下 控制 收敛 ， 
ABA m 
Ex) - Av «(f zdH(z) + o(1) Bw (N — oo). 
这 样 对 f 分 布 函数 足够 细致 的 了 解 便 导出 平均 值 的 估计 . 


作为 一 般 规则 , 仅 当 完 全 清楚 分 布 函 数 的 时 候 才 可 以 认为 完成 了 对 数论 
函数 的 研究 . 


© 即便 中 心 极限 定理 及 收敛 到 Gauss 分 布 是 这 个 数论 分 支 中 不 可 或 缺 的 部 分 (主要 见 
定理 4.15, 及 第 459 页 习题 287). 
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§2.2 ”特征 函数 


正如 第 二 部 分 第 七 章 中 所 提 到 的 , 特征 函数 F 的 分 布 函数 是 Stieltjes 测 
度 dF(z) 的 Fourier 变换 , 即 


十 ce 
(2.6) p(T) := f e"*dF(z) (reR). 
它 是 实 轴 上 的 一 致 连续 函数 , 满足 
le(r) <1=9(0) (TER). 
对 应 关系 Foe o BON, 这 由 对 于 CCP) 中 的 z 和 zh 成立 的 反 转 公 


式 
(2.7) F(z+h)— F(z) = lim = i pe irz (r) dr 
i c 7 了 一 oo 2x —T IT P 


可 得 . (2.7) 的 证 明 与 传统 Fourier 变换 反 转 公式 的 证 明 类 似 , 没有 新 的 困难 . À 
FAG 具有 相同 的 特征 函数 , 那么 由 (2.7) 得 F(z--h) - F(z) = G(z+h)—G(z) 
对 几乎 所 有 的 z, h 成 立 . S h HF -oo, 得 F(z) = G(z) 几乎 处 处 成 立 . 由 
FF AG 单调 上 升 且 右 连续 , 这 说 明 F =G. 

著名 的 Paul Lévy 连续 性 定理 建立 了 分 布 函数 弱 收 敛 和 特征 函数 逐 点 收 
SUZ AR. 


定理 2.4 (连续 性 定理 , Lévy, 1925) 设 {M}, ADR BMA, 
{on} 是 对 应 的 特征 函数 列 . 那么 Fu 弱 收 敛 到 分 布 函数 F SARS pn 
在 到 上 逐 点 收敛 到 在 0 处 连续 的 函数 o. 另外 , 在 此 情形 下 , p 是 F 的 特征 
Bk, Ho, 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 到 o. 

该 经 典 结论 在 大 部 分 概率 论 书籍 中 有 详细 证 明 一 一 比如 见 Cramér (1970), 
Feller (1971), Loeve (1963), Lukacs (1970). 这 里 只 限于 指出 证 明 过 程 的 主要 
HR. 出 发 点 是 从 (2.7) 易 得 的 一 个 恒等式 . 

引 理 2.5 REF DA UK, p 是 其 特征 函数 . 对 ZCER A0, 

(2.8) 


pem Ey 1 f'%/sin(r/2)\2 irz T 
af roa-rf[ FO- x]. re ) e Php -) dr. 
WEBB ”只 须 应 用 (2.7) 于 分 布 函数 Fole) := (1/h) [Z F(t) dt. 用 分 部 
积分 即 可 得 Folz) 的 特征 函数 是 p(7)(1 - e-i7^)/irh. 换 元 后 即 得 结论 D 
定理 的 证 明 必要 性 易 证 . BF, SUE) F, 由 一 个 标准 的 方法 知 对 每 
个 s>0, 存 在 X=X(e) 使 得 


f ei? aF,(2)| < sup / dFn(z) < €. 
|z|>X nzl/Z|z|-X 


Sup sup 
nzl TER 
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可 选取 X, 使 得 +X e C(F), 并 观察 到 用 分 部 积分 可 得 在 任意 紧 集 上 一 致 地 
有 


x . x H 
f e77 dFn(z) 一 f e^? dF (2). 
-X -X 


改变 x 的 值 后 知 最 后 的 积分 为 e(r) + O(c). 这 便 推出 在 任意 紧 集 上 一 致 地 
有 pn v. 

为 证 明 反 加 更 涵 关系 , 只 须 证 明 若 ou 收敛 于 在 0 处 连续 的 o, 那么 Fn 
弱 收 敛 到 分 布 孔 数 F. 事实 上 , 由 正 向 蕴涵 关系 的 证 明知 o À F 的 特征 函 
数 , ASHE o, 一 o 在 任意 紧 集 上 一 致 . 

首先 注意 到 可 从 {Fn}% 中 抽取 子 列 {Fn 弱 收 敛 到 单调 上 升 的 右 
连续 函数 P. 这 由 经 典 的 对 角 线 法 则 可 得 ; 细节 上 略 去 . 显然 0 < F< 1, 只 要 
证 明 F 是 分 布 函数 即 可 , 亦 即 F(4-o0) 一 下 (一 00) = 1. 为 此 对 z =0, F = Fs, 
P = pn; 用 (2.8), 并 令 j HAF +co. Lebesgue 控制 收敛 定理 的 条 件 显然 满足 . 
于 是 得 到 (2.8), HEP F Æ Fa, 的 弱 极 限 , H o 是 yn, 的 极限 . 由 于 F 单调 上 
Ft, 34 h 一 +00 时 , 右边 的 部 分 趋 于 F(+00) — F(—00); 而 o 在 点 0 连续 且 
BFR, 故 左边 的 部 分 趋 于 w(0). 然而 对 任意 n A wn(0) = 1, 故 wp(0) = 1. F 
是 ,的 弱 极 限 确 是 分 布 函数 . 

对 其 他 弱 极 限 F* 来 说 上 述 推理 也 成 立 . 而 Fr 仍 必 以 vo 为 其 特征 函数 
(根据 证 明 的 第 一 部 分 ), AF = F*. 所 以 {五 }%_ HIT A SR FAIRE] 
F. 这 说 明 {五 ,}% | SS F, 命题 于 是 得 证 . o 


当 极 限 分 布 F(z) 绝对 连续 , 且 其 密度 函数 有 界 , BI 
Peja / " A(t) dt, 


Berry-Esseen 定理 (第 二 部 分 定理 7.16) 给 出 F, i FCR. 对 全 > 0 
有 


1 四 pn(T) — p(T) 
(9) sup|Fa(2) - FG)| < zsup lO] + f -oo de 


假设 lim, ,0 SUP, Jo ll — galr) dr/r = 0.9 由 于 pn 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 
F y, 对 适当 的 选择 T = Tr, (2.9) 右边 以 某 仅 依 赖 于 n 的 en 为 其 上 界 , 其 中 
en 满足 lim e, = 0. 该 上 界 估计 在 实际 应 用 中 有 绝对 的 重要 性 — 例如 见 
定理 4.15. 

根据 数论 函数 极限 分 布 函数 的 定义 , 连续 性 定理 即 推出 如 下 判别 法 . 


© 可 证 明 该 条 件 等 价 于 Int |z| 对 dF 可 积 , BB m sup / In |z| dF, (x) = 0. 


|z|>T 
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定理 2.6 设 了 为 实数 论 函 数 . 那么 f 有 分 布 函 数 F 当 且 仅 当 函数 列 


1 
(2.10) PpN (7) :二 3 


在 了 上 逐 点 收敛 到 在 0 处 连续 的 函数 olr). 在 此 情形 下 p Æ F ARERR., 


事实 上 , 若 Fy(z) 由 (2.2) €X, 有 pw(r) = 三 ”erzdFw(z). SFA 
加 性 函数 时 , 函数 n — el SO 对 每 个 r 来 说 都 是 模 为 1 的 乘 性 函数 . f 的 极 
限 分 布 存在 性 的 问题 于 是 等 价 于 单位 圆 盘 中 取 值 的 乘 性 函数 均值 存在 性 的 问 
RE. 将 在 第 四 章 中 看 到 如 何 使 用 这 个 对 偶 性 . 


注 记 


82.1 对 分 布 函数 更 多 的 细节 见 Feller (1970, 1971), Loéve (1963), 或 Lukacs 
(1970). 
定理 2.3 与 Hall 和 Tenenbaum (1988) 5|X A2 相同 . | 
数论 函数 分 布 函数 的 正规 化 (2.5) 有 显著 的 理论 意义 . 实际 应 用 中 经 常 倾 
向 于 保持 很 大 的 弹性 而 提出 更 一 般 的 问题 : 对 怎样 的 函数 An, By, 分 布 函数 
列 
五 N(z) := vain: f(n) < An +2B\} (N=1,2,::) 
弱 收 敛 到 分 布 函 数 H(z). 这 是 Elliott (1979) 的 观点 . 如 今 他 的 书 被 认为 是 概 
率 数 论 中 不 容 置 疑 的 经 典 . 
82.2 Lévy 定理 的 证 明基 本 根据 Cramér (1970). 
特征 函数 论 特别 适用 于 处 理 分 布 函数 的 卷 积 . 分 布 函数 F, G 的 卷 积 H 
定义 为 
+00 十 oo 
HG) | rFe-wacp-[ Ge-w ar). 
若 p(7), yr) 分 别 是 F, G 的 特征 函数 , 那么 7(r) = w(r)7(7) Æ H WAER 
数 . 
Parseval 恒等式 断言 


(2.11) [ oarey= z [Tamer 
其 中 ge LR) 使 得 其 Fourier 变换 

à = [7 glaz 
也 在 L (R) P. 
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用 CR) 表示 R 上 有 界 连续 函数 的 空间 .关系 (2.11) 对 任意 函数 g € 
I? (R) n CG(R) 以 


十 oo 
(2.12) A g(z) dF(z) = Jim al NC 一 I" Se dr 


的 形式 成 立 . 用 Fourier 变换 为 ix (7) = (1— |r|/A)* 的 Fejér 核 
sin(Az/2)4? 
UAE x Az/2 ) 


的 性 质 容易 证 明 它 . FXE, 在 对 9 的 前 述 假设 下 , 由 经 典 结果 知 g、 := ge wy 
逐 点 且 均 方 收敛 到 g, FH |lgallo < lgl 另外 , Gx = gx 是 LR) FAI 
数 与 紧 支 集 连 续 函 数 之 积 , 故 位 于 L1(R) 之 中 . 对 g、 用 (2.11), 并 用 Lebesgue 
控制 收敛 计算 左边 项 的 极限 , 得 (2.12). 

在 (2.12) 中 选取 g(z) = sin{T(z — y)}/{T (2 一 巷 }, XXE 


Te iry x 
" , & «T, 
9(7) = | T 


0, A PME 
于 是 得 到 


to sin(T(z — y)) y. pe TVQ (r 
Ja T(z- y) a= x]. oe 


fr R 上 对 dF(y) 积分 , 得 


+o sin(T(z 一 
(2.13) [- J. s c AU aFG) FG) —— af. aide: 


4 T ÉT +o, 得 


2 di 2 
(2.14) »- = lim T ly(r)|* dr, 


其 中 {sn} dé F BERR, 按 升序 排列 . 特别 地 , X À 
(2.15) Jim = =f. 局 


是 下 连续 的 充 要 条 件 . 
在 第 四 章 中 将 看 到 卷 积 


(2.16) Fy x Fox- x Fa (n — oo) 
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的 收敛 性 在 加 性 或 乘 性 函数 极限 分 布 研究 中 至 关 重 要 . 在 此 框架 下 , 我 们 提 到 
三 个 基本 结论 , 在 同一 定理 中 表述 . 记 yj(7) 为 万 RERS, 并 用 0; 表示 
FORA WBE, 即 


c; := max{ Fy(z) - Fj(z—)}. 


最 后 , Hl Y := lio ol 表示 Heaviside 函数 . 


定理 2.7 以 下 三 个 条 件 等 价 : 
(i) 35 n — oo 时 乘积 (2.16) 85:3 4k 8] X 2778 AK F, 
(ii) 382 0, 使 得 lim I] ¢i@=1 (1x2. 


m<jgn 


(iii) lim | Fin * +++ * Fy(z) =Y(z) (z #0). 
当 这 三 个 条 件 之 一 满足 时 , 有 : 
(a) (Lévy, 1931) F 连续 当 且 仅 当 


(2.17) 3n 之 1， 使 得 o,= 一 0 或 y» — On) = +00. 


n21 


(b) (Jessen 和 Wintner, 1935) 车 每 个 Fn 都 是 原子 性 的 , 那么 FORMS 
的 , 亦 即 , F 要么 是 原子 性 的 , 要 么 是 连续 且 纯 奇异 的 , 要 么 是 绝对 连续 的 . 


条 件 (i), ( 及 (ui) 的 等 价 性 由 连续 性 定理 而 得 . Eu = Faso Fr 
及 pmn(7) = Hncjen VlT) ERR (2.16) SCRE F, 对 应 于 特征 函数 o, 
那么 o 连续 且 (0) = 1. 从 而 o 在 原点 某 邻 域 |r| < 6 FIEF. Lévy 定理 于 
是 立即 推出 (G). BIBRA (ii) > (ii) 来 自 下 列 对 所 有 特征 函数 p 成 立 的 一 般 
的 不 等 式 


(2.18) 1 — Re p(T) > i(1— Reo(27)), 


该 不 等 式 由 简单 不 等 式 1 - cos(zr) > }(1-— cos(2z7)) 对 dF(z) 积分 而 得 . 应 
用 (2.18) 于 mm 得 lim. gma(r) = 14 |r| < 26 成 立 ; 通过 迭代 知 其 对 
所 有 7 仍 成 立 . 通过 连续 性 定理 得 (Qu). 只 剩 下 证 明 (ui) 蕴涵 (i). 再 用 连续 
性 定理 , 由 (ui) 知 在 任意 紧 集 上 ous (T) 一 1. 这 推出 乘积 IL: pj(7) 在 所 
有 紧 集 上 的 收敛 性 . 因此 其 极限 在 原点 连续 . 最 后 用 定理 2.4 便 得 到 要 求 的 结 
it. 

Babu (1992) 给 出 了 存在 绝对 连续 分 布 函数 的 一 个 充分 条 件 , 其 一 个 特例 
见习 题 259. 

在 Elliott (1979), 引 理 1.22 中 可 找到 定理 2.7 (a) 和 (b) 两 点 的 证 明 . FI) 
别 法 (2.17) 的 证 明 归 结 到 Paul Lévy 于 1937 引进 的 凝聚 函数 这 一 丰富 的 
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概念 . 以 下 给 出 关于 这 方面 基本 结果 的 一 些 信息 . Hengartner 和 Theodorescu 
(1973) 的 著述 对 此 作 了 更 深刻 的 介绍 . 
分 布 函数 F 的 凝聚 函数 2 Qr 是 Rt 上 由 下 式 定义 的 函数 


(2.19) Qr(£) := sup {F(z +£) — F(z)}. 


定义 凝聚 值 为 9(F) := Qr(1). 注意 到 , WHA £ > 0, À Qr(£) = Q(F2), 
其 中 Felz) := F(z). 容易 看 到 F ÉSMENS £o 0+ 时 Qr(£) 一 0. 这 样 
凝聚 函数 便 可 看 成 是 对 F 与 连续 分 布 冰 数 集 之 间距 离 的 一 种 刻画 . 这 个 概念 
特别 适用 于 研究 分 布 函数 卷 积 (或 等 价 地 , 独立 随机 变量 和 ). 事实 上 , 对 所 有 
分 布 函数 对 (F,G), 有 


(2.20) Q(F *G) < Q(F). 


不 等 式 (2.20) 由 卷 积 的 定义 立 得 : 


Q(F *G) = sup | | F(x) dG(y) 
z€ER Ti 


< | acy) sup / ay FO = QU) 


zcm 


Kolmogorov (1956, 1958) 证 明 了 关于 卷 积 与 其 因子 凝聚 函数 更 深刻 的 不 等 式 ， 
其 后 被 Rogozin (1961) 改进 . 

定理 2.8 (Kolmogorov-Rogozin 不 等 式 ) 设 {KH}, 为 分 布 函数 有 
FAS) F:— Fax FE L> 0 À 
C 


(2.21) GQ € —————————, 
LY a0 — Qn, (6) 


其 中 C 是 绝对 常数 . 


在 证 明 (2.21) 之 前 , 先 看 如 何 从 中 得 出 定理 2.7 的 命题 (a). 

先 考虑 2;>1(1 一 0;) < oo 的 情形 . 不 失 一 般 性 , 可 设 o; £0 对 所 有 了 成 
立 , 故而 I];>10; > 0. 对 每 个 7 > 1, 选取 实数 uj, 使 得 0; = Fj(uj) - Fj(uj-). 
ZUR Du; LC; 否则 存在 5 > 0 及 趋 于 无 穷 的 两 列 整数 me, mk, 使 得 
[| -sn wl > 6 对 任意 大 成立, 从 而 


I] 0j < | d Fm, n, (2), 


my «j&nk |z|>6 


© 已 经 遇 到 这 个 概念 了 , 见 第 二 部 分 第 七 章 注 记 87.6. 


it id : 897 - 


当天 一 oo 时 左边 的 部 分 趋 于 1 而 右边 的 部 分 趋 于 0, FE. S u= uuu; 
于 是 有 


FW- F(u-)> | [] 3562» [[v; » 9. 


321 tus} j21 j>1 
BX FF 在 点 u 不 收敛 . 
BR, BAF (2.17) R, 设 e > 0 及 m = m(e), 使 得 


D. (1 — 0j) > 1/e°. 


1&j&m 


XÍ £x bole) À Qr,(£) < oj - 1/m (1 <j & m). 先 用 (2.20) 再 用 (2.21) 便 得 
Qr(£) « e. 这 说 明 L 趋 于 0 时 Qr(b 亦 然 , 故 F 连续 . 
下 列 引 理 用 yp(7) 均值 的 函数 来 区 间 估 计 QF). 用 w(z) 简 记 Fejér 核 


wu (2). 


5|38 2.9 iX Ki := w(1) > 0.146 及 Ke := 1/2nw(1) < 1.022. 对 任意 
特征 函数 为 p 802 FM F, 有 


1 1 
(2.22) Kı | IP ar < QF) < Ke | Iecar- 
=] —1 
证 明 ”对 每 个 ze 及, 有 


+1/2 
F(z4- l)-F(z - 1)= f dF(v) 


z 
z—1/2 


1 oi t —irz 
«XU f - w(e— 0) dF(e) = Ka f (1 Ire (rdr, 
最 后 的 不 等 式 由 (2.11) 而 得 . 这 推出 (2.22) 中 的 上 界 估计 . 对 于 下 界 估计 , 注 
意 到 
十 co pz+1/2 +00 : og 
Q(F) =Q(F) | s: dF(v)dz > 三 {F(z+3)— F(z—3)} dz. 
而 


(r)erirz dr 


La T sin(r/2) 
lj. sal eem n. Masi M À 
ee S J, 7/2” 


形式 下 的 反 转 公式 (2.7) 可 看 成 L?(IR) 中 的 Fourier BM, Plancherel 公式 断 


TIl 


Too 2 Too 
| (F(s--1)- F(z— 1)) a= f Hd 


— OQ 


1 
> wa) tear. 
这 即 是 要 求 的 不 等 式 ， : 
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现在 可 以 证 明定 理 2.8. 这 是 Esseen (1966) 或 Hengartner 和 Theodorescu 
(1973) 证 明 的 一 个 变 体 . 不 失 一 般 性 , 可 设 2 = 1 H Q(F)<1Xf1<j<n 
成 立 . 由 (2.22) 及 对 0 <u < 1 成 立 的 不 等 式 u < er-G-* )/2, 得 
1 ^ 
QF) < Ke | [voler 
T jal 


«fo f oo(- 1 Y (-letne)}er 


1&j&n 


(2.23) 


S F;(z) := 1—Fj(— (z-)) W Fj(z) TRH PR, 其 特征 函数 为 pi(7). 
定义 对 称 化 G; := F; x Fj, 其 特征 函数 于 是 为 |p;(7)|?. 这 样 有 


(2.24) 1 — |y;(r)|? = Î NC — cos(rz)) dG;(z). 
4 r- [B3 [R 

pix | | aGale) = f aF;(v) f jo) 21- QU) > 0 
现在 引进 分 布 函 数 H, 定义 为 


H;(2) = e T ae 
G;(-3)Pj, Azer 
有 dG; 2 Dj dH;. 将 该 下 界 估计 代 和 人 (2.24). ^ T := ? 1gjen Pj, Qj := T/p;, 


使 得 jj<n1/Q; = 1. 根据 指数 为 o; 的 Holder PEA, 从 (2.23) 以 及 
(2.24) 中 导入 dH; 后 所 得 的 不 等 式 中 得 到 


QF) « a TE ( f eo ( -yom f a- estrenar) = 


jaa \¥- 
对 所 有 j WA o;p; =T. 由 Jensen 不 等 式 , 上 式 的 指数 于 是 以 


十 oo 
f e T(1—cos(rz))/2 dH; (z) 


oo 


为 其 上 界 . 交换 积分 次 序 后 得 


z T i 1/oj 
Q(F) < Ke I] (f anc) | e T(1-7cos(72))/2 ar) 
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由 于 dH;(z) Æ I EWS, 对 内 部 的 和 式 作 上 界 佑 计时 可 设 |z| > 5. 于 是 得 


1 |z| 
f e 1(1-cos(72))/2 dr = ul e 1 (1-cos v)/2 dv 
-1 |z| Jo 
x 
< za 十 f e 1 (1-cos v)/2 dv 
zZ JU 0 


2 十 oo Ty? 2 19 
< = -Tv fa ee. 
<(a+2) f e dos UT 


这 对 于 T > 1 推出 了 上 界 估计 (2.21). 由 于 相反 的 情形 结论 是 显然 的 , 这 便 
完成 了 定理 2.8 的 证 明 . 口 


对 分 布 函数 的 补充 , 可 参阅 Lukacs (1970) 的 著作 . 


253. v(n)/n 的 分 布 函数 . 
设 s>0,y:=1/s2 K ac(n) := Lprin, pey” (n2 1). 


(a) 证 明 
d{n : a(n) =a} =+ [T (1-5) 


对 a > 1, P*(a) < y 成立 (可 利用 第 97 页 习题 77). 


(b) 证 明 上 界 估计 75, c, Inas(n) < zIn(1/e) (x > 1). 
(c) & f(n) = e(n)/n, KB o 是 Euler PX. 证 明 


Ifin) — F(ac(n))| << 92 : 


pin, p>y 


(d) 证 明 f(n) 有 极限 分 布 . 可 从 (b) 和 (c) 中 得 出 定理 2.3 的 条 件 (i) 


和 (ii) 满足 . 


254. Schoenberg (1928) 的 一 个 定理 . 


对 每 个 re 及 确定 数论 函数 A, 满足 {p(n)/n} ”= Dan à (d). 证 


明 级 数 y(r) := Dogs Ar (d)/d 绝对 收敛 , 并 重新 得 出 习题 253 的 结论 . 
证 明 极 限 分 布 F 形 如 


F(e*) = lim Fp, * Fp x. * Fy, (z), 


其 中 p 表示 第 j FR dF, Æ Dirac 分 布 的 线性 组 合 . 用 定理 2.7 


(a), 推出 F 连续 @. 用 定理 2.7 (b) 证 明 所 是 纯粹 的 . 
© 可 用 注 记 中 的 判别 法 (2.15) 直接 证 明 该 结论 , 见 定 理 4.1 的 末尾 . 
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259. 
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将 o(n)/n R o(n)/n (其 中 o(n) := 2 ^an d) 重 作 习题 253 和 习题 254, 
并 推广 之 . 
奇异 性 的 充分 条 件 (Erdós, 1939). 
本 题 中 假设 给 定单 调 上 升 整 值 函 数 R(y), 满足 
(i) $5, 1/(pR(p)) < oo, 
(i) 对 足够 大 的 y, FERU) 个 整数 mi < mo < … < ma, 使 得 
a) P+(m;) <y, w(m;)? =1 (1<j < R(y)), 
B) ? A«j«RG) 1/y(m;) > clny, 其 中 c 是 正 绝 对 常数 . 
将 证 明 如 下 Erdős 的 结论 . 设 f 是 强 可 加 数论 函数 , 使 得 fp) « 
1/R(p)3, 那么 f 有 原子 性 或 纯 奇 异 的 分 布 函数 . 
(a) 用 习题 254 中 的 方法 计算 lim z y ,er7(， 推 出 极限 分 布 的 存 


在 性 , 及 其 为 纯粹 分 布 的 特性 @ 
(b) 用 A(I) 表示 及 中 一 般 的 Riemann 可 积 集 @ I 的 Lebesgue 测度 . 
证 明知 极限 分 布 /绝对 连续 , 那么 
dim din : f(n) € I) =0. 
(c) We» 0 & y = yle) BBR. $ ac(n) :— ITiey, pin P 证 明 对 a > 1, 
u(a)? = 1, P*(a) < y A 


a(n: ae(n) =a} = 5 TI (1-5) 


且 可 用 定理 2.3 得 到 f 分布 函数 存在 性 的 另 一 个 证 明 . 
(d) 选取 y(s) EEK, > 


r= U (fms [-1RQY. 1/R(y)"]). 
1«j«R(y) 
证 明 d(n: f(n) e I} > 1. 完成 全 题 的 证 明 . 

证 明 R(y) = y? 对 任意 5 > 0 满足 习题 256 的 假设 , 推出 p(n)/n 和 
o(n)/n 的 分 布 函数 是 纯 奇 异 的 [这 里 承认 习题 254 和 习题 255 的 结 
i] 

设 F(z) 是 特征 函数 为 p(7) 的 分 布 函数 . WEHE pe L?(R) 则 F 绝对 
连续 . 可 用 Plancherel 定理 及 对 任意 紧 支 集 C? 函数 g 用 Parseval 公式 
(2.11). 

Saffari (1979) 的 一 个 结论 . 设 f 强加 性 , 定义 为 f(2) = 0, f(p)=(Inp)-* 


(p > 2), 其 中 a > 0 BE. 


& 见 注 记 中 定理 2.7. 
© 亦 即 对 应 的 特征 函数 Riemann 可 积 . 一 一 译 者 注 
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(a) 证 明 f 有 分 布 函数 F, 并 计算 其 特征 函数 y(r). 
(b) 计算 |y(r)|?, 并 证 明 


or) < exp { -2555 sin? (3o) } 


(c) 用 素数 定理 估计 对 p 的 和 式 , 并 证 明 |o(7)|-]7| 1/99 (|r| 00). 
通过 习题 258 的 结论 , 得 出 : 只 要 a < 2, F 便 绝 对 连续 . 
260. iX h(n) JJ n 的 使 得 n1/3 < p « nV? WRAT p 的 个 数 . 证 明 hin) 有 
分 布防 数 . 
261. 加 性 函数 在 因子 上 的 凝聚 .， 给 定 实 加 性 函数 f, 对 每 个 整数 n, 定义 分 
布 函数 Fn 为 i 
Fa(z)s 7: »3 1. 
din, f(d)<z 
(a) 计算 Fn 的 特征 函数 pa(r), 并 推出 Fa = Ken Ep. VERTE 
对 正常 数 c, 使 得 QUE) < 1— e, BAA QUE.) « (0. w(n))- 172. 
(b) 在 f = ln 的 情形 , 定义 Hooley (1979) A 函数 @ 为 
A(n) = Q(F,)r(n) = max 1. 


ucR 
d|n, ev<dgertt 


证 明 A(n) < r(n)/4/1 + w(n), 并 证 明 该 上 界 估计 在 差 一 个 隐 含 党 
数 的 意义 下 最 优 . 
262. 因子 链 ， 对 每 个 整数 n, n 的 因子 集 (di... du), SHE 
(i) Q(d1) + Q(dn) = R(n), 
(i) dufd EP (<j<h) 
则 称 之 为 n- 链 . 
(a) 设 n = mp", 其 中 ptm. EHE (di,..., du) 是 m- 链 , 那么 


Cr := {dr, drp, ... drp” t! , dryp tT", dhD+ 7 


对 任意 7, 1 <r < R:= min(h,v +1) 是 n- 链 . 证 明 C, 诱导 分 拆 
(djp:i«j«h,0xuxv). 对 大 =w(n) 用 归纳 法 , 推出 对 每 
An, n 的 因子 集 是 n- 链 的 无 交 并 . 用 y(n) 表示 这 些 n- 链 数目 的 
最 大 值 . 

(b) 证 明 每 个 mn- 链 恰 含 一 个 因子 d, 使 得 O(d) = (0(n)/2]. 

(c) 证 明 函 数 Q 对 c= 3 满足 习题 261 的 条 件 . 推出 关于 y(n) 的 一 个 
FERE. 

D 见 第 268 页 习题 209 及 第 427 页 习题 279. 


该 结论 , 以 及 习题 263 的 (a) 部 分 是 Bruijn, van Ebbenhorst Tengbergen 和 Kruyswijk 
(1949-1951) 的 结果 . 
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263. 本 原 列 .保持 习题 262 中 y(n) 的 记号 . 若 整 数列 A 中 任 两 个 元 素 之 间 
都 不 具有 整除 关系 , 则 称 之 为 本 原 列 . 对 每 个 整数 n, > 


T(n, À) := DS 1. 
din, de À 
(a) 证 明 对 任意 本 原 列 A, 有 r(n, A) < y(n) (n 2 1). 
(b) 估计 Dnez T(n, A) 并 证 明 Behrend (1935) 的 结果 


sup Y 1 « lng 
20) A 本 原 agz,acA A à Ing T 


(c) 考虑 A = A, = (n > 1: O(n) = [Ingz]) 并 用 Selberg-Delange À} 
法 得 到 的 结果 , 证 明 估计 (2.25) 在 差 一 个 隐 含 常数 的 意义 下 最 优 ®. 


@ Behrend 原来 的 证 明基 于 Sperner (1928) 的 一 个 定理 , 在 Halberstam 和 Roth (1966) 
著作 第 五 章 中 回顾 . Erdős, Sárközy 和 Szemerédi (1967) 证 明了 (2.25) 左边 等 价 于 
(Inz)/vV2n In2 z. 


$3.1 定义 


概率 数论 中 正规 阶 的 概念 与 概率 论 中 随机 变量 几乎 必然 相等 的 概念 类 似 . 
更 确切 地 , 称 数 论 函 数 f 以 g 为 其 正规 阶 , 是 指 对 任意 E 0, 


|f(n) — g(n)| < elg(n)| 
对 某 密 率 为 1 的 集合 中 的 n 成 立 . 为 表示 这 种 情形 , 有 一 个 方便 的 记号 
(3.1) f(n) = {1+ 0(1)}9(n) a.e. 


注意 : 一 个 给 定 的 函数 f 可 有 许多 正规 阶 , 它们 在 无 穷 远 处 等 价 . 从 而 仅 当 在 
某 种 意义 下 9 的 渐 近 性 质 较 f 更 为 简单 时 该 概念 才 有 意义 . 出 于 这 样 的 考虑 ， 
Hardy 和 Ramanujan (1917) 在 一 篇 文章 中 将 正规 阶 的 叫 法 局 限于 简单 单调 
PRA. 如 今 这 篇 文章 被 看 作 是 概率 数论 诞生 的 标志 . 尝试 定义 “简单 ”一 词 总 
是 微妙 的 事情 . 为 明确 起 见 , 这 里 可 赋 之 以 相对 更 广 的 意义 : 可 用 实 分 析 中 的 
符号 来 表示 . 这 样 , 形 如 li(z) 的 函数 便 被 认为 是 简单 函数 , 而 只 能 用 Cauchy 
积分 表示 的 函数 则 不 然 . 这 里 我 们 还 是 不 愿 保留 Hardy 和 Ramanujan 引入 
的 限制 , 以 便 尽 可 能 地 保持 理论 概念 的 灵活 性 , 尽管 在 绝 大 多 数 已 知 的 情形 下 
这 些 限制 条 件 总 是 满足 的 . 

用 分 布 函 数 的 语言 来 说 , 正规 阶 的 存在 性 可 解释 成 正规 化 后 收敛 于 一 个 
退化 分 布 . 比如 , 在 正 值 函 数 情形 , 显然 关系 (3.1) 等 价 于 分 布 函 数 


Hn(z) := vun: f(n)/g(n) < z} 
© 回顾 记号 ae. (几乎 处 处 ) 表示 相应 的 关系 对 适当 的 密 率 为 1 的 集合 成 立 . 
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HAAF A(z) := 1h oo(2). 

在 本 章 接 下 来 的 部 分 以 及 后 面 各 章 中 将 看 到 许多 看 起 来 不 规则 的 数论 函 
数 其 实 具有 正规 阶 . 从 而 它们 的 性 质 是 “几乎 处 处 ”清楚 的 . 这 样 的 情况 促成 
了 “正规 数 ” — 也 就 是 说 在 自然 密 率 的 意义 下 “随机 数 ” 的 概念 . 看 起 来 具有 
数量 性 的 概念 , 最 终 却 可 充当 一 个 完整 数学 理论 的 基石 , 不 能 不 说 是 概率 算术 
观 的 独特 魅力 . 


683.2  Turán-Kubilius 不 等 式 
在 数论 函数 f 的 研究 中 , 经 常 有 理由 认为 其 平均 值 (或 其 适当 的 逼近 ) 
(3.2) «N)-Ew():- x Y. fn) 
ISn<N 
是 f 的 一 个 可 能 的 正规 阶 . 24 g 单调 时 , 一 个 必要 条 件 便 是 9 增长 速度 足够 
慢 , 使 得 
(3.3) g(n) = {1 o(1)J g(N) 


对 除 o(N) 个 以 外 的 整数 n < N 成 立 . 这 样 自然 希望 对 离 差 的 计算 , 也 就 是 
对 经 验方 差 | 


(3.4) Vy (f) := En (|f(n) — g(N)P?) 


的 估计 , 联合 Bienaymé-Tchébychev 不 等 式 , 可 用 来 证 明 9 确 是 f 的 正规 阶 . 
在 加 性 函数 的 情形 该 方法 特别 有 效 . Turán-Kubilius 不 等 式 (定理 3.1) 
就 提供 了 (3.4) 的 一 个 上 界 估计 , 经 常 足以 确定 正规 阶 . 在 叙述 定理 之 前 , 先 
解释 其 背后 的 概率 思想 . 
i f ERE. E 


(3.8) f(n)- M f(p)&»(n)  (n&N), 
pY<N 
其 中 
1, #4 p"|n, 
3.6 p (n) = 
A ne E A EAR. 


亦 即 , 在 赋 均 匀 分 布 vv 的 概率 空间 Ow := (n:1«n« N) 上 有 随机 变 
量 的 等 式 
f= 5 F(p” )épr. 


p'<N 
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Ep EF Bernoulli 分 布 的 随机 变量 , 其 期 望 为 
ww (p") := En (£p) = vu (n: &v(n) = 1) 


(3.7) (À E [zs |) = E +0(5): 


X g 关 p 时 , 还 有 


i/| N N N BET 
En (£pv£qu) = HH j EA 7 | T l) 


= &- OU Uo) coun 


所 以 当 p 关 4q 时 ép 和 ég 是 渐 近 地 独立 的 , 且 当 p 固定 时 , Ew(£,») (v = 
0,1,2,...) 接近 于 参数 为 (1 — 1/p) 的 几何 分 布 的 概率 . 这 导出 了 假说 : f 作为 
Qn := {n:1< ngN} 上 的 随机 变量 , 其 分 布 接近 于 

(3.8) Zn =Z5,n:= ð GE 


DEN 


的 分 布 , 其 中 O = O 是 某 抽象 概率 空间 (Q, P) 上 的 独立 随机 变量 , 其 分 
布 为 (注意 到 f(1) = 0) 


(3.9) P(G = f(p))--1/pnp" (v=0,1,2,...). 


混用 记号 , 约定 对 (3.9) 表述 如 下 : 当 多 个 (可 为 无 穷 多 个 ) f (p") 相等 时 , 对 应 
的 概率 是 出 现在 右边 的 量 之 和 . 不 失 一 般 性 , 还 可 设 当 pr > N 时 f(p") =0. 
有 
f(p") 1 
E(Z 3 = ZEE 1 — 7], 
(3.10) d 2 p ( A 
V(ZsN) = Bs(N)? — R;(N), 


其 中 
2 
p<N p'<N 
n 2 2 14? fp") 
RN? := Y EG)P= Y; A TE 
P<N pXN 1<v<(In N)/lnp 


E 和 VV 分 别 表 示 相 对 于 满足 (3.9) 的 抽象 概率 P 的 期 望 和 方差. 
为 明确 起 见 , 注意 到 由 Cauchy-Schwarz 定理 即 得 


(3.12) Rin < SE (1 «iso, 


pyti 
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这 样 
(3.13) lB,N) < 》、 (1 = =) B < V(ZIN) < By(N)?. 
pY SN 
另外 ， 
En( En) < + Y, Uf") 
pY <N 
(3.14) 1/2 
1 |f (p^)? j 
< 一 « 
Hn 2 p” p 
Turán-Kubilius 不 等 式 基 本 上 断言 
(3.15) Cy := sup VN (f)/V(Z sw) «1 (N21) 
这 里 Vy (f) 表示 经 验方 差 
(3.16) Vu): x D VEN}, 
1<n<N 
(3.17) VAN) = Y If) -Els 
1<n<N 
更 为 方便 . 于 是 也 考虑 数量 
(3.18) CN := sup Vy (£)/V(Zr,N). 
f#0 
暂 先 承 认 (3.15), 从 (3.14) PAB 
(3.19) Vw(P) = Vif) + o(a), 
其 中 隐 含 的 常数 与 / 无 关 , 从 而 
(3.20) Coa Cys o(-) (N > 2). 
另外 ，(3.15) 从 质 的 角度 看 是 最 优 的 : 有 
(3.21) min(Cy, C4) > 21- (n 8/102) 十 o(+) (N 2 1), 
从 而 
(3.22) limsup Cy 2 2 


AN 一 oo 


, limsupCy > 2. 
N—00 
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事实 上 , 对 于 N 22, $ v := |(In N)/In2], 


1l, &p-2H2?"«N«2"t, 
fp") := BEN 
0， 若 以 上 不 然 


的 选择 给 出 : 

En(f)= x. E(Zpw)= jar Sap 
人 )= za(1- zx) 
= x(1- x) Vf) = x + O( a5), Vr = zall-zu) 


现在 叙述 Turán-Kubilius 不 等 式 . + 


8 1/2 4 ] \ 1/2 
EN :一 六 p» pat) + Hy 2 》 p Y - 
p’qr<N < 
PF 


用 标准 的 分 部 积分 , 由 素数 定理 即 得 估计 


Ing N 
In N 


(3.23) EN < (N 2 3). 


细节 略 去 . 

定理 3.1 (Turán-Kubilius FR) 对 复 加 性 函数 f, A 
(3.24) VN) < (4 ex) Bg(N)?Y <(8+2EnN)V(ZsN) | (N 2 1). 
特别 地 ， 


(3.25) max(Cy,Cy) < 84 o( wx) (N 2 3). 


证 明 ”只 须 证 明 (3.24) 的 第 一 个 不 等 式 , 后 者 由 (3.13) 可 得 . 
先 考虑 f 为 实 且 非 负 的 情形 . 有 


(3.26) VACS) = En({f - E(Zr,N)P) = Mo - 2E(ZrN)En (f) + E(Zsn), 


其 中 
Mm Y) EG) 


n<N n&z p" |n, q^ ||n 
1 1 
ENS f(x > de FR) Fa") yo 1. 
pr <n n<N p'q"«N 


v NM 
p" |in p#q p” |n, q^ |n 
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第 一 个 内 部 的 和 式 不 超过 N/p", 第 二 个 至 多 是 
Np “gq *(1—1/p)(1 — 1/q) + 2. 
fr (3.11) 的 记号 下 , 得 


(3.27) M; « 2Bj(N)? + E(Zp nw)? + E >, fe”) F(a"). 
p"qUX N,p£q 


用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 估计 最 后 一 项 : 
f(p") F(a") 


LM 5 .p'/?qu/2 2 - 
p qua P 4 <2By(N)? | M p. 
p'q"XN p'q"XN 
PFQ PFQ 


代入 (3.26), 根据 (3.14) 得 


2 
VRA) < BAN) + Core p yo pr BOL S pa 


p'<N p'q"«XN 
pzq 


再 用 


v\2 a 
pn) < Y I (1-+) Ru < arm Y 
形式 下 的 Cauchy-Schwarz PER, 推出 当 f E Rt 中 取 值 时 
Vi(f) < (2 + sew) B,(N)2. 
4 /为 实 且 变 号 时 , 引进 两 个 函数 f+ 和 f-, 其 定义 为 
f^ (p^) = max (+ f(p”),0). 
于 是 对 任意 整数 n > 1, 有 
{f(n) - E(Zg,v)) < 2(f*(0) -EZ n) Y} + 24 f° (n) - Eg) 


及 B;(N)? = Bj (NY? + By-(N)? (N 2 1). 这 在 该 情形 下 推出 了 (3.24). 


34 f 为 复数 时 , 对 /的 实 部 和 虚 部 分 别 用 上 述 结 论 知 不 等 式 显 然 成 立 . 


(3.24) 中 出 现 的 常数 4 和 8 并 非 最 优 . Kubilius 于 1983 FHER TES 
BRNy:- Y Ve 


p'<N 


L] 


$3.3 Turdn—Kubilius 不 等 式 的 对 偶 形 式 + 409 : 


则 
(3.28) Cy :-supVN(f)/)BI(NP = 24+ o) 
E D : vin N 

在 Cy 的 定义 中 对 实 或 复 加 性 函数 f 取 上 确 界 具有 同样 的 效果 . 不 等 式 另 两 
个 独立 的 证 明 以 及 常数 3 的 最 优 性 分 别 由 Hildebrand (1983) 和 Stein (1984) 
得 出 . 

正如 La Breteche 和 Tenenbaum (2005b) 所 提 到 的 , 从 Hildebrand 的 证 
AH (3.22) 中 较 容易 得 出 


(3.29) lim sup Cy = lim sup Cy = 2. 
N—00 


人 一 oo 

该 结论 蕴涵 了 概率 数论 与 概率 模型 之 间 差 距 的 一 个 重要 的 度量 .常数 
Cy 和 CX 有 界 的 事实 说 明了 € 独立 性 的 影响 ; 而 它们 共同 的 上 极限 不 为 
1 的 事实 则 说 明了 这 种 影响 的 相对 性 . 

长 久 以 来 ,Tur&n-Kubilius 不 等 式 的 传统 叙述 是 用 Cy 或 与 之 接近 的 值 
来 表示 的 @. 将 Cw 解释 成 数论 函数 与 其 概率 模型 经 验方 差 之 比 Cx. 的 根本 
思想 基本 上 反映 了 同样 的 现象 , 但 较 易 处 理 . 这 促使 我 们 倾向 于 (3.29) 的 形 
sh. 同样 的 情况 还 出 现在 Turán-Kubilius 不 等 式 脆 数 情 形 推广 之 中 , 只 是 更 
加 绝对 , 此 时 不 等 式 在 选取 适当 的 概率 模型 的 条 件 下 才 成 立 : 见 第 五 章 的 注 
记 . 


$3.3 Turán-Kubilius 不 等 式 的 对 偶 形 式 
i f 是 加 性 数论 函数 且 Ne N*. Xf1<n<N,Æ 
f(n) = E(Zn,f) =o `. CnrYr, 


TSN 
其 中 
y (FOV Ue) ier, ir = pr, 
0, Erp, 
Q Hildebrand (1983) 还 将 VN (f) 与 
BY(N)? := M If Puno) - > 
p"&N 


PSN 


2 
> f(p’ wn (p") 


1<v<(ln N)/lnp 


作 比 较 , 其 中 记号 ww 在 (3.7) 中 定义 . 数值 B+(N)? 表示 形 如 


ues p Ë p”, 
0, ay pin 
的 数论 函数 fp 相对 于 vw 的 方差 之 和 . 
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且 在 (3.18) 的 记号 下 
_ p (vP Ia- 1/5) - V pr, rw, 


0, E r £ p’. 
在 (3.18) 的 记号 下 , Turán-Kubilius 定理 还 可 写成 
2 
>》 | >》 Goel < NOR pubs 
n&N re&N rEN 
由 于 y 是 任意 复数 , 可 用 第 一 部 分 引 理 4.8 中 的 对 偶 原 则 , 得 
2 
Y [Y coran < NCh Y lanl? 
rXN'n«N n<N 


对 任意 复数 列 {an} 成 立 . 注意 到 对 7 =p’, 有 


nran 一 Qn 一 Qn f: 
2: i = E. À | 


于 是 可 知 下 述 结论 . 
定理 3.2 对 任意 复数 列 (as YN 4, À 


j 1 一 — 
(3.30) 3 an 
À Hi l/p Y 0 UH "Y X 
这 样 便 重 现 了 第 一 部 分 定理 4.14 的 一 个 变 体 , 先前 是 作为 大 第 法 不 等 式 
的 一 个 推论 而 得 的 . 指标 为 p, 即 相 应 于 v = 1 的 项 的 比较 说 明了 两 个 相反 的 
影响 之 间 的 差异 : 对 每 个 素数 p 仅 考 虑 了 一 个 剩余 类 , 但 对 p 的 求 和 明显 要 
长 . 


NCN 5 la|?. 


n<N 


该 估计 因 其 全 然 一 般 性 及 其 完全 一 致 性 而 便于 应 用 . 它 表 示 在 平均 意义 
上 分 布 足够 稠密 的 序列 在 剩余 类 n = 0 (mod p”) 中 是 良好 地 分 布 的 . 

Elliott (1997) 用 一 整 本 书 的 篇 幅 来 讲述 并 研究 为 应 用 以 定理 3.2 为 原型 
的 对 偶 性 所 需 的 各 种 工具 . 我 们 强烈 建议 读者 参考 他 的 讲义 , 以 了 解 并 深入 
认识 现代 解析 和 概率 数论 的 基础 思想 . 


$3.4 Hardy-Ramanujan 定理 及 其 他 应 用 


如 同 83.2 中 所 提 到 的 , Turán-Kubilius 不 等 式 是 特别 适 于 确定 加 性 函数 
正规 阶 的 工具 . 下 述 一 般 结 论 成 立 , 其 中 用 到 了 (3.10) 和 (3.11) 的 记号 . 
定理 3.3 设 了 为 复 值 加 性 函数 . 在 
(3.31) B;(N) =0(E(Z;,n)) (N— co) 
的 假设 下 , 函数 no g(n) :=E(Z;n) 是 f 的 正规 阶 . 


83.4 Hardy-Ramanujan 定理 及 其 他 应 用 .411 . 


W FHE g(n) = {1 十 o(1)}g(N) 对 除了 至 多 o(N) 个 以 外 的 m < N 
成 立 . 这 可 从 下 列 对 VN «n < N 成 立 的 上 界 估计 而 得 : 


p» fo)? —E 


n<p'<N 


«( 


TE, 倘 奉 对 任意 固定 的 € > 0 均 有 关系 


Ig(N) — g(n)| = 


> > AY < By(N) = 0(9(N)). 


p” 
VN«p'«N pYSN 


(3.32) vy (n : |f(n) — g(N)| > elg(N)|} = o(1) 
那么 定理 结论 便 成 立 . 而 由 定理 3.1 及 假设 (3.31), 上 式 左边 不 超过 
f(n) - (N) | |Bi(N) P 
ie) EN(|I — )<| UN cu 
定理 于 是 得 证 . 口 


历史 上 定理 3.3 应 用 的 例子 是 函数 w(n) 和 O(n). 在 这 两 种 情形 下 , 不 难 
得 出 
(3.34) g(N)=IngN+O(1), Bi:(N)? = lnz N + O(1), 
从 而 (3.31) 成 立 . 这 样 便 得 到 如 下 著名 的 结论 : 整数 n 的 素 因子 数 , 无 论 计 或 


不 计 重 数 , 都 正规 等 价 于 Inaon. 通常 称 该 结论 为 Hardy-Ramanujan 定理 , W, 
Hardy 和 Ramanujan (1917). 以 下 定量 的 版 本 是 Turán (1934) 得 出 的 结果 . 


定理 3.4 iR E(N) — oo. HN 23, A 
(3.35) [fn < N : |w(n) — Ing N| > E(N) Vin N}| < N/E(NY’. 
另外 , 将 wln) BR O(n) 后 同样 的 上 界 估计 仍 成 立 . 
WEAR ”根据 (3.34), RUE (3.33) 中 取 e = E(N)/ Vina N 即 可 . E 


Hardy 和 Ramanujan 原始 的 证 明基 于 局 部 分 布 vy{n: w(n) = k} 一 个 
对 N 和 大 > 1 一致 的 下 界 估计 , 从 而 过 程 相当 复杂 , 见 第 422 页 习题 264. 为 
简化 它 , Turán 于 1934 年 证 明了 定理 3.1 的 初始 形式 . 

考虑 到 不 FA 2409 < ràn) < 29 对 所 有 整数 n > 1 成 立 , 从 定理 34 
立即 推出 


(3.36) T(n) = (Inn)??** ae, 
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及 
(3.37) T(n) = (In n)?? exp TIGON Ing n) } a.e. 


对 所 有 函数 E(n) 一 oo 成立. 严格 地 讲 , 这 些 关 系 应 解读 成 In (n) 有 正规 阶 . 
而 在 混用 概念 下 , 通常 将 (3.36) 或 (3.37) 说 成 r(n) 有 正规 阶 (Inn)!'?. 

这 里 第 一 次 见 到 概率 数论 中 常见 的 一 个 情景 : 均 阶 (这 里 是 Inn) 不 反映 
常态 (这 里 正规 阶 是 (In n)'22). 这 种 现象 的 根源 在 于 和 式 


S rin) 

n[T 
被 少数 使 r(n) 值 “ 很 大 ”的 “非常 ”指标 所 “控制 ”. 后 文中 将 看 到 (见习 题 
274 (b)) 它们 恰 是 使 w(n) ~ 21n2 n 的 那些 n. 实际 上 , 对 每 个 es > 0, 有 


T(n) ^» xzlnz ~ >》 rin) (x 一 oo). 


nic n<z 
|w(n)—2 Ino n|€e1n2 n 


这 样 的 情形 应 有 实际 应 用 . 它 开 辟 了 在 一 些 求 和 式 中 将 函数 (n) 看 成 
权重 系数 的 可 能 性 , 使 得 让 w(n) ~ 21n2 n 的 那些 n 具有 较 大 的 权重 . 

下 面 不 加 证 明 地 给 出 Turén-Kubilius 定理 的 一 些 直接 应 用 . e(n) 表示 使 
得 £(n) — oo 的 任意 量 . 

(a) Xf a > 1,q > 1, (a,q) = 1, $ w(n;a,q) JJ n EBA p = a (mod q) 
中 素 因 子 个 数 . 有 


(3.38) w(n;a,q) = + + O(é(n) Vin n) a.e.. 
更 一 般 地 , À E 表示 素数 类 , 使 得 


E(x) := »3 = 一 十 oo (r 一 +00), 


p&z,p€E 
那么 
(3.39) w(n; E) := b» 1 = E(n) + O(£(n)4/ E(n)) a.e.. 
p|n,pcE 


(b) 对 固定 的 k > 2, 考虑 将 n 表示 成 个 正 整 数 之 积 的 方法 数 m (n), 有 
(3.40) Tk(n) = (Inn)'"* exp {O(E(n)V/Ingn) } a.e.. 


注意 到 六 (mn) 的 正规 阶 (nek 与 均 阶 (In n)*1/(k — 1)! 并 不 相等 , 见 第 二 
部 分 定理 5.2. 


$3.5 “ 乘 性 函数 的 实效 估计 , 413 ， 


(c) Xf k > 1, S b(n) AH n RIR n = [m,...,mkm > 1,...,m_ > 1 
的 方法 数 , 有 


(3.41) ók(n) = (In n) Q*-1 exp {O(£(n)V/ Ing n) } a.e.. 
这 里 正规 阶 与 均 阶 仍 相去 其 远 : 用 卷 积 6 «1 = 7*, 从 第 二 部 分 定理 5.2 中 易 
得 
(3.42) De ók(n) ~ Cy a(In a)?" 一 2， 
其 中 (iy e 
v+ 
Ck = LI Il Gp) 3 M 


v20 


83.5 “” 乘 性 函数 的 实效 估计 


本 节 讲 述 证 明 Hardy 和 Ramanujan 定理 的 另 一 个 工具 ， MERHER 
数 均值 的 一 致 估计 . 从 现在 起 就 应 意识 到 所 有 的 应 用 都 依赖 于 得 到 的 估计 与 
其 中 函数 的 选择 无 关 这 一 事实 . 
定理 3.5 设 /为 非 负 乘 性 函数 , 对 适当 的 常数 A 和 B 满足 
Ua) pu ^ Ay  (y20) 
: 55. ee - ) np" « B, 
ARA p r1 


(3.43) Y fns «Ar BEL 


nir 


证 明 记 S(x) 为 (3.43) 左边 , 并 令 L(z) := Enga f(n)/n. BRA 


(3.44) S(x) € xL(x) (x > 1). 
^i 
zung >》 fin) ) In = + 》 fin) ) 》 lnp 十 5 f(n) ` In p" 
n<T n<LT plin nic v22, p” ||n 
= S1 + 92 $3. 


显然 Sı < zL(z). TE So 中 换 元 n = mp, 得 
= D fm > f(pmpsAzL(z) 


ME p&z/m,pim 
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最 后 , 交换 和 号 后 得 
S=>》》JjJor)nm > fms f)mnp"s( > 


P v22 T Kc / p" , pm p v22 
< Y: 》 slp’) np’ lee z) < BzL(z), 
p v22 


其 中 用 到 了 (3.44) 以 及 工 单调 上 升 的 事实 . 
命题 于 是 得 证 . 


实际 应 用 中 , 常用 到 下 列 形 式 的 定理 3.5. 
推论 3.6 3,0, 是 常数 ,使 得 和 > 0, 0€ A2 < 2. 对 任意 满足 


(3.45) 0«f(p)zxX2A;! (p > 2,v=1,2,...) 


4 BA f 一 致 地 有 


(3.46) Y f(m««][ (1 = 3 Y HT 
v20 


nír pSr 


(z 2 1), 


E (3.46) 中 隐 含 的 常数 不 超过 
(3.47) 4(1 + 9M + à1A2/(2 — A2)?). 


注 ” 这 里 不 寻求 优化 (3.47) 中 出 现 的 常数 . 


证 明 ”显然 (3.45) 推出 定理 3.5 中 的 条 件 (i) 和 ( 训 ， 由 第 一 部 分 定理 
1.4, 有 A&Aln4. HA, 


Bm OPEB) emxY ts 


p v22 
2A1A2 In2 Inn 
x (2 — A2)? Te 2 
容易 证 明 对 n 的 级 数 < 5. 观察 到 


Lie «nx 


nir 


于 是 得 到 要 求 的 估计 , 其 常数 不 超过 


pa TATO- aF 


Kma (1510 入 1 和 2 ) 


其 中 K := sups>2 K(2), K(z) = (1/1n2) Ie. (1 — 1/2). 


$3.5 “” 乘 性 函数 的 实效 估计 . 415- 


下 证 天 = K(2) = 2/1n2. 为 此 , 先 从 数值 上 验证 K(x) < K(2) Xt x < 300 
BOL. 然后 , 观察 到 对 z > y > 2 有 


Ko) <5 IL ege IG E 2} 


y<p<z P 


用 形 如 F(t) := > »«:(Inp)/p < In(4t) (t > 2) HJ Mertens 第 一 定理 (第 一 部 分 
定理 1.8) 以 及 Abel 求 和 法 , 易 得 i 


De " In4 — F(y) 


1 +Ingz—Ingy (x > y > 2), 


y«p&z p Iny 


取 y = 300, 从 中 得 出 K(x) < 2.87 < K(2) 对 x > 300 成 立 . 命题 得 证 . o 
从 推论 3.6 中 立 得 下 述 结论 . 将 用 它 来 证 明定 理 3.4 一 个 加 强 形式 . 对 于 
t>0, 记 


(3.48) w(n, t) = s 1, Q(n, t) := ` V (n 2 1). 


pin, pst p" |n, pst 


定理 3.7 ik yo 5 0. XO0O<y<y,r>t>2 一致 地 有 


(3.49) > yr) € x(Int)¥! 


nic 
在 额外 的 假设 yo < 2 T, 相同 的 估计 对 Q(n t) FRÈ. 


证 明 ”对 每 个 函数 n o yo) 是 乘 性 的 , 且 对 于 À = 14999 = 1 
满足 (3.45). 在 gm 的 情形 ， 条 件 还 对 Al = 1+ Yy0, A2 = max(1, yo) 成 立 . 
上 界 估计 (3.46) 于 是 等 于 


1 y 1 
aa fuit 
“TG URS (3)] 
用 Mertens 公式 , 从 中 便 得 到 要 证 的 结论 . : 口 
定理 3.8 Mr>t>3#0<E< Vinot 一致 地 有 
(3.50) fn X z : |w(n,t) — ln t| > EV Ine t} « ze 6/3, 


另外 , BE « (Inet), THe PRR o7 8/2. 同样 的 结论 对 (n, t) HR 
M t= z 时 , WER n < r w(n,t)=u(n). 上 界 估 计 (3.50) 在 其 成 立 
域内 对 (3.35) 有 显著 改进 . 
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证 明 令 5:=é&/Vinzt. 于 是 0< 6 « 1. FA x(n) 表示 使 得 
(3.51) |w(n,t) —Ingt| > dIngt 
的 ”构成 的 集合 的 示 性 函数 . 有 
x(n) < (1 — 5407-5 mae à (1 4 Ot) Ina 
对 n<z 求 和 并 用 (3.49), 得 


(3.52) 5 x(n) < z(Int) 90-9 + z(In t) 90*9. 


n<z 


其 中 
(3.53) Q{y) :=ymy-—ytl= a In(1 + v) du (y > 0). 


对 0< 5 和 1 有 Q1L 寺 6) > 16 及 QUS) = 18 + O(9). 这 推出 命题 中 的 
F. Q(n,t) 情形 的 证 明 类 似 . " 


83.6 ”整数 素 因 子 列 的 正规 结构 


整数 n 的 因子 分 解 由 阶梯 函数 Q(n,t) 完全 确定 .我 们 在 此 考虑 函数 
w(n,t), 因为 它 较 好 处 理 . 无 论 如 何 , 该 选择 并 不 重要 , 这 是 由 于 对 任意 n, t 
有 0 < Q(n,t) — w(n,t) < Qn) — wln); 第 一 部 分 定理 3.6 和 定理 3.7 说 明了 
最 后 的 差 的 均值 有 界 , 于 是 上 界 估 计 
(3.54) Qn,t) — w(n,t) < £(n) a.e. 
对 任意 函数 £(n) — oo 对 于 一致 成 立 . 

定理 3.8 对 固定 的 t 描述 了 wl(n,t) 的 性 态 . 然而 , 对 n 乘积 结构 的 认识 
只 能 来 自 于 其 作为 t 的 函数 的 变 差 . 于 是 便 需 要 函数 t w(n,t) 相对 于 一 致 
收敛 范 数 的 一 个 几乎 处 处 成 立 的 估计 . 以 下 便 是 这 样 的 一 个 结论 , 容易 从 定理 
3.8 出 发 而 得 . 

定理 3.9 设 e>0 及 E(n) 一 00, 有 
w(n,t) — Inet 
V 2(Ing t) (Ing t) 

证 明令: 为 任意 大 的 实数 , 有 Eln) > Eae. 于 是 只 须 证 明 , 34 € — oo 
时 , 若 将 £(n) 换 成 €, 不 满足 (3.55) 的 的 上 密 率 趋 于 0. 为 此 引进 试验 点 


(3.55) «1-4e a.e.. 


sup 
&(n)&t&n 


tj: expexpj — (j2n2£), 


it id * 417 - 


注意 到 , 由 于 w(n,t) 是 二 的 单调 递增 函数 且 Ino tji —1n2 t; < 1, 对 足够 大 的 


EA 
w(n,t) — Inat w(n,t;) 一 d 
sup |——————|»14&-— su 一 一 = 一 一 | > V1 +e. 
rs TT ecizen| v2jInj 


对 任意 使 得 mé € j < mx 的 整数 VP 在 定理 3.8 中 选 t = t; E [= 
V (2 十 2e) Inj 得 满足 上 述 最 后 一 个 不 等 式 的 ”的 上 密 率 


1 1 
ett, 
j2|n2£ TT (Ing 2 


命题 得 证 . Oo 


可 重新 叙述 定理 3.9, 直接 引进 n 的 素 因子 分 解 . 用 p; (n) 表示 的 第 j 
个 素 因 子 , 于 是 n 的 素 因 子 分 解 可 写成 


多 二 I] Dj (n)? , 


1<j<w(n) 


其 中 v; 是 正 整数 . 这 样 w(n,p;(n)) = j. 在 (3.55) PROT t > pj(n), 得 如 下 


结论 
定理 3.10 Le » 0, £(n) — oo, À 


Ino p;(n) — j 
dos eniu | v2iRj 
该 结论 的 一 个 更 精确 的 形式 先是 由 Erdés (1946) 所 提出 的 , 但 没有 证 明 . 
Hall 和 Tenenbaum (1988) 第 一 章 中 给 出 了 细节 .从 中 得 出 , 对 通常 的 整数 ， 
其 第 7 个 素 因 子 的 阶 为 expexp j. 这 导出 了 整数 通常 乘积 结构 的 一 个 可 贵 的 
启发 性 的 模型 . 然而 也 不 应 夸大 其 意义 : 生 搬 硬 套 该 模型 导致 错误 的 猜想 , 见 
Hall 和 Tenenbaum (1988) § 1.2, 也 见 注 记 . 


[<ite a.e.. 


注 记 


83.2 ”下界 估 计 (3.22) 最 先是 La Bretéche 和 Tenenbaum (2005b) 发 现 的 . 
车 f 仪 限 于 强加 性 的 , J. Lee (1989) 的 一 个 优雅 的 结果 说 明 


(3.57) cj - 3- S to (TT) ). 
其 中 a 是 绝对 正常 数 . 特别 地 , 这 推出 存在 绝对 的 No, 使 得 对 任意 强加 性 函 
数 f, 有 


(3.58) VN(f) < 3BH(N)? < 6V(Z1n) (N > No). 
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一 般 倾 向 于 认为 f (相对 于 vn) 的 分 布 接近 于 Zn 的 分 布 . 在 该 方向 上 
Ruzsa (1982) 从 方法 论 的 角度 对 问题 作 了 有 趣 的 分 类 : 

(a) 直接 方法 : 概率 数论 只 提供 指导 性 的 模型 , 而 证 明 则 是 纯 数论 的 ; 

(b) 间接 方法 : 其 特点 是 将 (fov) 和 (Zin, P) 作为 随机 变量 相 比 较 , A 
数论 上 的 结论 作为 某 个 具体 的 概率 结论 的 次 级 推论 出 现 的 . 
在 Turán-Kubilius 不 等 式 的 情形 , 经 典 的 直接 结果 (不 计 常 数 ) 是 


(3.59) Vn(f) < BF(N), 
而 间接 结论 则 是 
(3.60) VN(f) < V(Zr,u). 


应 用 概率 论 中 独立 随机 变量 和 的 方差 定理 , 由 于 
v\12 
V(G)«EQ2« E Mo 


1€v&(ln N)/Inp p 
从 后 者 可 推出 前 者 . 虽然 我 们 坚持 用 (3.60) 的 形式 (这 更 为 基本 ) 来 叙述 , XE 
理 3.1 的 证 明 大 体 来 自 于 Elliott (1979) 直接 形式 的 证 明 . 下 列 著名 的 结论 属 
于 Ruzsa, 是 一 个 间接 方法 , (3.60) 是 其 显然 推论 . 
定理 3.11 (Ruzsa, 1984) ik f 为 复 值 加 性 函数 , FP: R+ Rt 是 单调 
上 升 函数 . 4} AER, NeZ* 一 致 地 有 


(3.61) En (F(f — 4D) < E(FGIZ;,v — AD). 


确定 (3.61) 中 最 优 的 常数 是 有 趣 的 问题 . Ruzsa 证 明了 一 般 情形 下 不 能 
将 常数 3 换 成 N 的 趋 于 1 的 函数 , 这 对 他 1984 年 文章 中 的 一 个 猜想 作 了 肯 
定 回 答 . 更 确切 地 , 他 证 明了 (私下 交流 ) 最 优 的 常数 > 14 2/es 1.735 75. 

Turán-Kubilius 不 等 式 不 总 能 给 出 V (f) E Val) 准确 的 增长 阶 . 1983 
^E, Ruzsa 证 明了 对 实 值 f 有 


(3.62) Vn(f) = min {X + BA(F — AIn)?}. 


然后 Hildebrand 得 到 V (f£) 仅 依 赖 于 f(p), p < N 的 渐 近 展 式 . 他 从 其 结果 
中 得 到 了 若干 有 趣 的 推论 , 其 一 是 (3.28) PARAF 3 十 o(1) 这 一 事实 的 新 
证 ; 男 一 则 是 满足 


(3.63) Vn(f) x B} (N)? 


的 加 性 函数 的 判别 法 . 
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定理 3.12 (Hildebrand, 1983) i f 为 加 性 函数 . (3.63) 成 立 当 且 仅 
当 
1 1 
JE 
$3.3 Elliott (1979, 第 四 章 ) 给 出 了 定理 3.2 PREA (3.30) 的 若干 变 体 , 比 
如 以 下 绪论. 


定理 3.13 (Elliott, 1979) 对 任意 实数 z > 2 及 任意 复数 列 {an :1 < 
n<<z), 有 


jp)inp 


(3.64) lim sup ; 


D» p» an 一 一 3» a < (1 + ESE DD las l2. 
pX/r  n&zr,p|n D cs nc 
这 里 常数 36 也 不 是 最 优 的 . 


有 时 (3.28) 的 对 偶 形 式 比 (3.29) 的 更 有 用 . 于 是 得 到 , 对 任意 复数 列 
(a, 有 


EA 


pY <n 


> pu Lot Y a 
p"|n, ngN n<N 
在 某 些 应 用 中 , C = 2+ o(1) 的 事实 可 有 关键 作用 . 

关于 Turán-Kubilius 不 等 式 和 大 筛 法 之 间 更 深刻 的 联系 , 见 Elliott (1979) 
第 四 章 , 特别 是 Elliott (1997) 的 书 . 
8$3.4 为 证 明定 理 3.4, Turán 在 其 1934 年 的 论文 中 提出 了 关于 w(m) WE 
理 3.1 中 的 不 等 式 , 但 没有 确定 常数 的 值 . 它 随即 (1936) 将 该 结果 推广 到 
0 < f(p) < C 的 情形 . 后 来 Kubilius (1956, 1964) 系统 地 发 展 了 该 方法 . 
$3.5 ”定理 3.5 见于 Hall 和 Tenenbaum (1988), 定理 01. 它 是 Halberstam 和 
Richert 一 个 结果 的 较 弱 的 简化 版 本 , 后 者 还 推广 了 Hall (1974) 的 一 个 定理 ， 
见习 题 276. 以 下 是 其 叙述 . 


定理 3.14 (Halberstam 和 Richert, 1979) i f AAR RYU BH, 对 
适当 的 常数 乒 > 0 满足 
G) XO f(p)inp < Ky + Nu (y > 2), 


= NC ` lal 


n<N 


iy Ep d. ^ (y22) 
p2yv22 ny 
那么 
(3.65) Diosr) Ju) (x > 2). 


隐 含 的 常数 至 多 依赖 于 (i) 和 (i) PROM FH 
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Hildebrand (1984a, 1987b) 给 出 了 类 似 的 上 下 界 估计 . 
(3.65) 中 的 常数 « 最 优 . 通过 选取 


fp”) := e Æ p<x/inz, 


k, diz/lnz«p«zc 


可 看 出 这 一 点 . 

定理 3.8 证 明 的 技巧 是 一 种 极 丰 富 的 一 般 初 等 方法 , 见 Hall 和 Tenen- 
baum (1988) 第 零 章 , 以 及 本 书 第 三 部 分 85.1. 在 定理 3.8 中 t= x 的 情形 , 其 
思想 可 追溯 到 Turán, 见 Elliott (1980), 第 18~20 页 . 

定理 3.5 其 他 应 用 见习 题 268 - 习题 274. 
83.6 Erdós (1946) 提出 了 定理 3.10 更 精确 的 形式 , 在 Hall 和 Tenenbaum 
(1988) 第 一 章 及 其 后 有 详细 证 明 . 


定理 3.15 (Erdős, 1946) it e > O E E(n) Mn 足够 慢 地 趋 于 +00, A 
么 有 


In? p;(n) — j | 
3.66 su Dad | L I 8.e.. 
p E(n)<jxw(n)| v23 n2 J 


另外 , 若 在 右边 将 1+e HR l-e, BX (3.66) 的 n 具有 零 密 率 . 
该 结果 证 明 的 主要 思想 是 验证 数论 函数 


w(n,t) — ` Xp(n) 


pSt 

渐 近 地 遵循 复合 对 数 分 布 , 其 中 xp(n) 是 被 p 整除 的 整数 ”构成 的 集合 的 示 
性 函数 . 如 前 述 所 见 , xp 不 是 完全 独立 的 , 这 是 最 主要 的 困难 . 

对 个 别 的 7 = jln) 值 , 可 能 得 到 更 细 的 信息 . 比如 Galambos 证 明了 如 下 
结论 . 

定理 3.16 (Galambos, 1976) it 6 0X j = j(N) — +00, 使 得 
j(N) < Ina N — (Ing N)G/2*«, 
那么 
(3.67) lim vy(n:1n2p;(n) < j + 2/5} > f e-* /2 dt. 
N—00 J "n V2n —oo. 

H e>0 A j 2 j(N) > +00, RF j(N) < (1— e) In N, 那么 


(3.68) Jim yy {n: Ing pj4i(n) -Ingpj(n) Sz} 21—e* (z>0). 
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定理 3.9, Æ HE 3.10 或 定理 3.15 预示 了 w(n;s,t) := w(n,t) — w(n,s) 的 
正规 阶 是 In (Int/Ins). Erdős 于 1969 年 证 明了 对 3 < s < t < n 一 致 地 有 


w(n;s,t) »In(Int/Ins) a.e., 


只 要 右边 的 项 比 Ina n. 更 快 地 趋 于 无 穷 . 这 个 条 件 其 实 是 必要 的 . 更 多 关于 素 
因子 正规 分 布 见 Bovey (1977) 的 论文 . 

可 用 定理 3.15 来 确定 整数 第 7 个 因子 的 正规 阶 . 用 {d;(n):1<j<r(n)} 
表示 n 的 因子 渐 升 列 . 有 如 下 结论 (习题 269 中 有 该 结论 一 个 较 弱 的 形式 ). 


定理 3.17 (Hall 和 Tenenbaum, 1988) 设 e>0 并 令 £(n) AM m Æ 
够 慢 地 趋 于 +00 的 函数 , 有 


Ing d;(n) = In j/ In 2 

&n)«j&r() | V/(2/1n2) Inj Ing j 

另外 , 若 将 右边 的 1 十 e RA l-e, 满足 (3.69) 的 n 构成 的 集合 的 密 率 为 零 . 
从 而 正规 整数 的 因子 结构 的 直观 模型 为 


(3.69) <l+e ae. 


(3.70) dj(n) &exp(j ^?) — (£n) <j < T(n). 


这 与 7(n) 的 正规 阶 (Inn)? 一 致 , 但 对 该 等 价 关 系 太 局 部 的 解读 却 导 致 错 
误 的 假说 . 比如 , 先前 Erdós 的 一 个 猜想 称 


(3.71) ay ow 


— 1, a.e.. 
1&€3&rT(n) d; (n) 


由 Maier 和 Tenenbaum (1984) 所 证 明 . 这 推出 当 j 一 oo 时 最 小 值 可 达到 ， 
若 对 符号 = 赋 以 过 精确 的 意义 便 与 (3.70) 矛 盾 . 

另 一 整数 因子 集结 构 的 模型 是 jn 2 维 分 形 , 同样 与 (3.70) 一 个 过 为 狭隘 
的 解读 矛盾 . 然而 该 模型 却 适 用 于 与 因子 列 局 部 结构 相 联 系 的 数论 函数 有 关 
的 较 精 细 的 算术 结论 , 见 Mendès France 和 Tenenbaum (1993). 

对 较 小 的 7 值 , 定理 3.15 — 定理 3.17 不 提供 关于 p;(n) 或 dj(n) 更 多 的 
信息 . Erdős 于 1979 年 引进 了 密 率 A;(d), Alp), 分 别 对 应 于 满足 dj(n) = d 
和 p;(n) = p 的 n 构成 的 序列 . Erdós 和 Tenenbaum (1989a) 研究 了 这 些 密 
率 的 渐 近 性 质 , 证 明了 A;(d) > 0 当 且 仅 当 r(d) <j < d. 此 后 De Koninck 
和 Tenenbaum (2002) 以 及 La Bretèche 和 Tenenbaum ns 作 了 进一步 的 
WR. 


À 


Az(y) := d{n : pe(n) > y} = D (D). 


p>y 
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De Koninck 和 Tenenbaum 主要 证 明了 对 大 > 1 z €e R — KHA 


(3.72) At (expexp {k + zvk]) = &*(z) — m +0(t), 

其 中 
(auf x29 ond dos p oai #2 
ste [eK PB, wo [prac iege. 


A=- M {m( p) p 028150 


这 加 强 了 Erdős (1969) 的 一 个 结果 . 
La Bretéche 和 Tenenbaum 估计 了 当天 一 oo 时 Az := maxa Ax(d) WT 
近 行 为 , 特别 证 明了 当 
a= kit *90)) (n2 k)/in4 


时 达到 最 大 值 . 


习题 


264. Hardy-Ramanujan (1917) 不 等 式 . 
(a) HERAT x >0,0<a<1<B,A 
e-*4* e Q(o)x e ?gz* V/Be- Q()« 
Le Samoa ^ ow ‘uv 
其 中 Q(y) :=ylny -y - 19 
(b) 考虑 函数 ni(z):— {n € z:w(n) = k)|. UX k > 1,220, 


(k 十 1)ak+1 (x) < ` ny (/p"). 


Pp’ Sa 
推出 存在 两 个 绝对 常数 co, c, 使 得 


cox (In x + c1)^! 

hz (k-1b | 
(c) 对 w(n) = w(n, z) 重新 得 出 定理 3.8. 
(d) 修改 该 方法 , 使 之 适用 于 函数 Qn). 9 

265. 设 A(n) 为 加 性 函数 ,定义 为 Alp”) = vp, W Aladi 和 Erdős (1977, 
1979). 


G JL Norton (1976), 更 精细 的 估计 见 (1978). 
@ 推广 及 下 界 估计 见 Norton (1976, 1979, 1982), Balazard (1987) 以 及 第 459 页 习题 286. 


(x) < (x >3,k 21). 


5J 题 + 423 - 


(a) 证 明 2 Ans mez[14o(dd-)) 

(b) 证 明 对 任意 n>14 Pt(n)—1< Aln) < Q(n)P* (n). 

(c) 证 明 使 得 P+(n) > vn 的 整数 ”组 成 的 数列 有 等 于 n2 的 自然 密 
率 


(d) 设 x(n) 为 使 得 P*(n) < n?/5 的 n 之 集 4 的 示 性 函数 .证 明 
x(n) > 1- Doin, pon2/s 1 并 推出 A 有 正 的 下 密 率 . 
(e) 证 明 A(n) 没有 单调 的 正规 阶 . 
266. iX g(n) 为 强加 性 函数 , 使 得 g(p") = In p. 
(a) 证 明 在 82 的 记号 下 有 B(x) ~ 4(z)/V2. 
(b) WH Des (Inn — g(n)) < a. 
(c) 推出 g 有 Turán-Kubilius 不 等 式 不 能 达到 的 正规 阶 . 
267. 设 6>1, gs(n) := jon(Inp)*. 证 明 
o? (In n < gs(n) < o^! (In nj? (n > 1), 
其 中 an := In P*(n)/Inn. 证 明 对 每 个 o, 2 <a <1, 813 o4 2o BU n 
有 自然 密 率 , 并 计算 之 . 推出 gs 没有 单调 的 正规 阶 .@ 
268. 对 y > 2, 用 x(n; y) 表示 使 得 P+(n) < y 的 n 构成 的 集合 的 示 性 函数 ， 
并 用 V(z, y) 表示 其 和 函数 . 
(a) 证 明 对 每 个 a > 0, 有 


W(z,y) € Vz+ 》  (n/ vz) x(n;y). 


NXT 
(b) 将 定理 3.5 对 于 适当 的 a 值 应 用 于 ”一 n?x(n; y), 推出 
U(ry)«oazr Y (z2y22) 

其 中 cl 和 co 是 正 的 绝对 常数 . 
269. 用 £(n) 表示 一 个 足够 慢 趋 于 +oo 的 函数 , 并 令 L(t) := V2 jns tst, 
w(n, t) 23 2. ntf 1, Q(n, t) = ora V, T(n, t) := = Sdin, d«t l. 
(a) 证 明 对 任意 = > 0 有 sup [20D — est 

£(n)&t&n L(t) 
(b) 推出 
r(n,t) < (Inz)^220*910) (£n) «t € n) a.e.. 

(c) 设 r(nit,u) := {d : d | n, d > t, Pt (d) < u)|. 用 习题 268 的 结论 ， 

证 明 


|<1+e a.e.. 


lnt 
> E (2 € t, v & x). 
nim 


© 当 0<5< 1 时 亦 然 , 见习 题 第 499 页 291. 
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(d) 1€ a := 1/1n2, tj := expj? (j = 1,2,...), uj := exp{c2j%/(10 1n j)) 
(j =1,2,...). 证 明 r(nit;,u;) 20 (Eln) € j € (nn)"?) a.e.. 
(e) 证 明 24° < r(n,t) + r(n;t,u) 并 推出 对 每 个 = > 0 有 


r(n,t;) 2 j2 OTOL) (£(n) < j < (Inn)^?), ae. 
(f) 证 明 对 每 个 e > 0 有 


sup Ina dj (n) — Q Inj 
E(n)<j<r(n)| vV2alng lna j 


270. ly, 2y] 的 倍数 集 . i y > 2, A := Zt fy, 2y], 并 令 My := M(A) 为 4 
的 倍数 集 , 也 就 是 至 少 含有 一 个 因子 d 满足 y < d < 2y 的 整数 n 构成 
的 集合 . 
(a) 证 明 dM, =: ey 的 存在 性 并 用 容 斥 原理 来 表示 它 . 
(b) 设 B, := {n:Q(n,y) > (Ina y)/1n2). 证 明 dB, 的 存在 性 并 证 明 公 
式 


<1lt+e a.e. 


1 1 
dB, = [[ (=- 7) > z 
PSY bcB,, P (b)&y 


[ 见 第 381 页 习题 245.] 
(c) 设 xy(n) 为 By 的 示 性 函数 . 证 明 对 任意 2 2178 


xy(n) < (ny) (02/2209) — (n5 1). 
选取 适当 的 参数 z, 推出 
dB, < K(iny) *, 


其 中 K 是 绝对 常数 上 且 6 := 1 — (1 + Ing 2)/In2 z 0.086 07. 
(d) # BL := My \ By. 证明 BL 有 自然 密 率 . 用 x! (n) 表示 B, 的 示 性 
函数 . 证 明 对 任意 z,0 < z 系 1 有 


(n) < (my) 0 2/102, (9) 5 1. 
din, y<d<2y 
适当 选取 z, 推出 dB! < K'(ny) 5, 其 中 K' 是 绝对 常数 ,于 是 
ey € Ko(Iny)?, Ko = K + K'.8 
271. Besicovitch (1934) 的 一 个 定理 . 保持 习题 270 中 M, 和 e, 的 记号 . + 
H(z,y) := {n < z : n E€ M,)|. e» 0. 证 明 存在 序列 yx 一 oo 使 得 


€ Ford (2007) 证 明了 实际 上 有 ey = (Iny)? (In y)- 3/2, 这 改进 了 Tenenbaum (1984) 
的 结果 , 也 见 Hall 和 Tenenbaum (1988), 56 — &. 


272. 
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(i) e, <e/2*t? — (k 30), 

(ii) H(z, yn) € 2ey.7 (k > 0, © > Yk+1). 

WA = Zt N Upsolye, 2y] 并 令 M = MCA) 为 4 的 倍数 集 ， 证 明 
dM x e, dM > 1, 于 是 倍数 集 不 必 有 自然 密 率 . 

用 习题 270 的 方法 , 给 出 H(x,y) 对 2 < y < Vz 一 致 成 立 的 一 个 上 界 . 
推出 对 于 某 足 够 大 的 绝对 常数 c 可 选择 y, = exp{c(2Fe-1)1/6}. 

因子 密 率 (Hall 1978)， 设 A 为 某 整数 列 , 其 示 性 函数 为 x. 倘若 


T(n, À) := ` x(d) = (z +o(1))r(n) a.e., 


d|n 


WK A 具有 因子 密 率 z, WE DA = z. 在 本 习题 中 , 假设 给 定 两 个 整 
数 a, q, q > 2, 并 令 


A:= {d : w(d) = a (mod q)). 


(a) 证 明 x(d) = (1/q) 37125 e?*3«(0—9/« (d > 1) 并 推出 A 的 存在 
性 及 其 值 dA = 1/4. 

(b) 证 明 r(n, A) = (1/a) 90e 98/4 Tn(l + ve2%i5/a). 

(c) ERER m := [Toy p, WA 


|r(n,.A) — r(n)/q| < r(n/m) {2 cos x/q) ^? — r(n)( cos x/q)^ 7. 


(d) 证 明 数 论 函数 n w(m) 是 加 性 函数 , 且 具 有 正规 阶 Inan. 
(e) 推出 D4 = 1/q. 
因子 密 率 的 另 一 结论 ， 设 6 是 固定 的 实数 , 0 < 6 < 1 S 

.4(0) := fm : m > 3, w(m) « (5 + ô) ln2 m). 


(a) 证 明 dA(ô) = 0. 
(b) 证 明 对 每 个 e, 0 <e < 1 有 


|{p:p|n, Inap > (1—e)Inen}|~ew(n) a.e., 


并 推出 Had: d|n, Inod > (1— e)lnon}| ~ T(n) a.e.. 
(c) 证 明 Dany’ < (14- y)? (y 2 0, n > 1) 并 用 该 不 等 式 证 明 对 
FE n,0<n<3,A 


l{d:d|n,w(d) < (i -59)X(n))| ^ (n) a.e.. 


(d) 证 明 D.A(6) = 1. 
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(a) 证 明 对 —2 < 2 < 5 À > ncor(n) < ellr)? -1. 选取 z BBR 
AF 0, EHE a <jn2 < 8 WA 


ln < z : (n) € [(Inz)*, (In x)f]}| = o(x). 
取 a = a(x) 21n2-, 8 = B(x) ^ In 24- 而 精确 化 该 结论 . 
(b) 证 明 上 界 估计 Ence r(n)y ^? < z(Inz)?v! X} x > 2, 0 € y € yo 
一 致 成 立 . 推出 对 0<e<1 有 
» T(n) < z(In z)! 7^, 


n&z,|w(n)—21ng z| »2ln2 x 


其 中 了 := (1+ $e) In (1 + $e) 一 ie > 0. 
Erdős 和 Hall (1974) 的 一 个 定理 . 
Wa >In2, ca « (In(d+1)) “(dz1) 及 f(n) := > ain Ed- 
(a) 证 明 对 每 个 。 > 0, 有 


lim d{n : sup Q(n, d)/In2 d 2 1 +E} — 0. 
Aa d»z 
(b) 证 明 


lim limsupz | 5 b» jea| 2 92 (In dy"? = 0. 
d M ERR n&z din, d»z 

(c) 适当 应 用 定理 2.3, 证 明 f (n) 有 极限 分 布 .2? 

Hall (1974) 的 一 个 定理 . 设 f 是 乘 性 也 数 , 0 < f <1. + 


S(z) := 》 f(n). 
(a) 设 k(n) := TI。2. 证 明 
S f(n)Ink(n) < >》 f(m)#(x/m), 


并 推出 左边 的 项 不 超过 z^, c. f(m)/m + O(z). 
(b) 设 N(z,y) 是 使 得 k(n) < y 的 整数 n < z 的 个 数 . 证 明 对 任意 y, 
l<y<c@ 


> f(n) ln (z/k(n)) < N(z, y) In z + S(z)In(z/y). 


n<z 


@ Erdós 和 Hall 其 实证 明了 对 应 的 分 布 函 数 连续 . 
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(c) 用 第 二 部 分 定理 1.16 推出 
S(z) < t +0( 22) = PE m, 


其 中 隐 含 的 常数 是 绝对 常数 . [可 在 (b) PR y — z/1n? z. | 
277. it f 是 具有 单调 上 升 正规 阶 的 数论 函数 . 证 明 对 任意 es > 0 有 


I((m,n):1€«m&n&z, fn) < (1—-e)f(m)}| = o(z?). 


278. Ut f 为 乘 性 函数 , 使 得 集合 A := (f(p) : pe P) 至 少 含 有 两 个 元 素 . 又 
设 f(p) = 1+O(p-5) 对 某 个 固定 的 6 > 0 以 及 任意 素数 p 成 立 . + 
fy(n) := Tin, psy LP) 

(a) 对 足够 大 的 y, 给 出 u(n)?|In f,(n)| 均值 的 上 界 估计 并 推出 , 对 任 
À € > 0 及 任意 a € A, 使 得 |f(n) — al < e Hn 的 序列 有 正 的 下 

(b) 利用 习题 277 的 结论 , 证 明 f 没有 单调 上 升 的 正规 阶 . 

(c) 应 用 于 f(n) = n/p(n), f(n) = o(n)/n. 

279. 关于 Hooley A-:&JX. $ A(n) := maxyen P din, e" edges til 及 r(n, 9) := 
and”. 用 引 理 2.9 证 明 


70) | Ir(n, 9)|? a « A(n) « | Ir(n, 8)| dà. 


由 此 推出 区 间 估 计 © 
(3.73) inox « 》 A(n) < zlnz)%yr 1 


nic 

上 界 估 计 由 定理 3.5 而 得 ; 而 如 第 268 页 习题 209 中 所 指出 的 , 下 界 估 
计 来 自 Selberg-Delange 方法 . 

280. Erdős 和 Wintner (1939) 定理 : 充分 条 件 来 自 Turin-Kubilius 不 等 式 . 
设 f 为 实 加 性 函数 , 使 得 级 数 


f(p) »» fp)? Y 1 


; — 


II<R P osr P ifi» n? 


对 至 少 一 个 R > 0 的 值 收敛 . 
(a) 对 y > 2, 9 n, := IL: In p". VENTES m>1,d{nin, = m) 
fFTER T 一 oo 时 din. n, > T) ËF 0. 


(3.73) 的 下 界 估计 属于 Hall 和 Tenenbaum (1982)， 上 界 估计 则 属于 Hooley (1979). 
Tenenbaum (1985) 证 明了 可 将 指数 4/r — 1 换 成 o(1) ; 也 见 Hall 和 Tenenbaum (1988), 第 
TUM. 
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(b) 设 es > 0. 观察 到 不 等 式 |f(n) — f (ny)| > < 推出 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
i) Sp || n, 使 得 |f(p)| > R, p> v, 
ii) Jv > 1, p" > y, 使 得 p" |n, 
ài) | Epinay FO >, 
If(p)I<R 
证 明 lim, d{n : |f(n) — f(ny)| > €) = 0. 用 Turán-Kubilius ^^ 
等 式 对 满足 (ui) 的 整数 集 的 上 密 率 作 上 界 估计 . 
(c) 用 定理 2.3 WH f 有 极限 分 布 . 


第 四 章 “” 加 性 函数 的 分 布 和 乘 性 函数 的 
均值 


84.1 Erdôs-Wintner 定理 


下 述 结果 完整 地 回答 了 加 性 函数 极限 分 布 律 存 在 性 的 问题 . 它 的 表述 及 
证 明 将 该 问题 纳入 将 加 性 函数 与 独立 随机 变量 和 比较 的 框架 之 中 , 其 概率 背 
景 是 Kolmogorov 三 级 数 定理 , 可 见 Feller (1971), §1X.9. 


定理 4.1 (Erdós-Wintner, 1939) 实 加 性 函数 f(n) 有 极限 分 布 的 充 
要 条 件 是 如 下 三 个 级 数 对 至 少 一 个 正 实 数 R 同时 收敛 : 


1 2 
(a) L, @ > AE. Qo y æ. 
Ifi»? fR P lfDI<R 
当 这 些 条 件 满足 时 , 极限 分 布 的 特征 函数 是 收 全 的 夹 积 
1 ir f(p") 

(4.1) ec) - I(1- 2)» —. 

; pc p 
极限 分 布 律 必然 是 纯粹 的 . 它 是 连续 的 当 且 仅 当 
(4.2) 5 d 

f(p)#0 P 


EE (i) 若 命题 叙述 中 的 三 个 级 数 对 某 R > 0 收敛 , 那么 它们 必 对 所 有 
的 Rm» 0 收敛 . 所 以 实际 操作 中 不 妨 假设 R= 1. 
(ii) 需要 强调 f 分 布 律 的 存在 性 不 依赖 于 f(p^) XE v > 2 的 值 . 
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该 结果 的 原始 证 明 是 直接 证 明 , 归结 到 几率 v,{n : fn) < z) 的 细致 估 
计 . 充分 性 的 部 分 由 Erdós 独立 得 出 . 这 里 将 给 出 一 个 简单 的 证 明 , 来 自 于 
Delange (1961), 大 体 上 归结 于 Lévy 连续 性 定理 (定理 2.6). Delange 证 明了 
如 下 基本 结论 , 定理 4.1 是 其 简单 推论 . 


定理 4.2 (Delange) 设 9 为 取 值 在 单位 圆 盘 内 的 乘 性 函数 . 
(i) # g 有 非 零 的 均值 


M(g):— lim = >》 g(n), 
nic 
那么 
a) 级 数 D, (1— g(p))/p 收敛 ， 
b) FERA v > 1 使 得 g(2”) £ —1. 
(ii) 若 上 述 条 件 (a) 成 立 , 那么 g 有 均值 


1 g(p") 
(4.3) M(g) = [T der) » a 


下 节 再 证 明 该 结论 . 先 看 如 何 从 中 得 出 定理 4.1, 极限 分 布 纯粹 性 和 连续 
性 除外 . 
下 面 将 用 到 下 述 简单 的 引 理 . 


引 理 4.8 HER, {un}, 和 {un}, 为 两 个 复数 列 , 满足 


(4.4) $us + [vn] < H, 


n21 
那么 无 穷 乘积 T] 51 (1 + Un + on) 收敛 当 且 仅 当 级 数 Ds, un 收敛 . 在 此 情 
形 下 有 


(4.5) IIa + Un + Un) 


n21 


< exp {6H + Den} 


证 明 Æ us + lon] > 4, BRA Jun]? [vs] > jus]? — |us] + 3 > 1/4 由 
(4.4), 这 推出 使 得 Ius | + lon] > 1 的 n 构成 的 集合 € EDE AH 个 元 素 . 
= née 时 ， Xİ z = us + Un 用 上 界 估 计 


(4.6) lHog(142)-z|«|z  (z|<), 
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对 任意 的 m, M,0<m<M, 得 


S (un +n) —log [[ G«w-€w)« 》 (ulis? 


m<n<M m<n<M m<n<M 
ngE ngE ngE 
<2 D. (lun? +l’) $ Ql + nl). 
m<n<M m<n<M 
ngE 


这 说 明 无 穷 乘积 的 收敛 性 与 级 数 y^ un 的 收敛 性 等 价 . 从 该 计算 中 还 得 到 
| [[G+ un + v)| 


nzl 


< TT exp{lunl + lonl} [] exotste (un + vn) + 2lunl? Ion 


nEE ngE 


< exp ( 3 Reun + 2 tus eon + 2 hel + 2|vnl) - 


n21 


注意 到 i 
3 |un| < (an $^ jun”) «2H 
nc£ n21 
这 样 便 得 到 (4.5). 口 
现在 可 以 讲述 定理 4.1 的 证 明了 . 


对 每 个 实数 ~, 考虑 模 为 1 的 乘 性 函数 
(4.7) g. (n) := et F) (= 12, x). 


先 假设 f 有 极限 分 布 . 由 连续 性 定理 (定理 2.6) 得 到 , g 对 每 个 r 有 均 
值 . 令 p(T) := Mgr), 那么 p 是 极限 分 布 的 特征 函数 . 特别 地 , yp(0) = 1 H 
p 在 r=0 处 连续 . FEFE T > 0 使 得 |p(7)| > 1X r| < T Ir. 将 对 
R:=2/T 的 情形 证 明定 理 4.1 中 三 个 级 数 的 收敛 性 . 
由 定理 4.2 的 (i) 推出 级 数 


(4.8) Y Er 


p 


在 |r| «T Els; mi (i) 则 可 用 来 得 出 等 式 
(4.9) gs -IIC- Dn ) 


将 此 乘积 的 通 项 写成 
joins), hg) 


p p(p — 1) 
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的 形式 , 其 中 lpr(o)| < 2. 由 引 理 43, 得 
(4.10) Wo < op{ -5 CE), 


又 由 |r| <T ET |p(7)| > 5, 得 


2? 


(4.11) Y i= cos (FP) e. (nem. 


> P 


考虑 到 不 等 式 1— cos? > 20? /n? (|8| < x), 得 


(4.12) OH < 


FBT P 


在 [0, T] EX (4.11) 的 均值 , 得 到 


2 Hi- sin ( uu E Neg 


其 中 约定 f(p) = 0 时 通 项 为 零 . 大 括号 中 的 部 分 对 任意 p ER, AS 
f(p| > R=2/T NERF $. 于 是 


1 


(4.13) — < oo. 
If(p)|>R 
由 之 可 从 57, sin (Tf(p))/p 的 收敛 性 (由 (4.8) 的 收敛 性 可 得 ) 推出 
sin (T f (p)) 
osr  P 


的 收敛 性 . 利用 (4.12) RAB | sind — 9| < 219? < 14? (lol < 2) 便 得 到 


(4.14) Y Jp) 


IDIR P 


的 收敛 性 . 于 是 定理 4.1 的 必要 性 部 分 得 证 . 
反 过 来 , 设 命题 中 的 三 个 级 数 对 于 适当 的 正 实数 R 收敛 . 
于 是 由 显然 的 上 界 估计 |1 - ei S| < 2 推出 , 对 每 个 了 > 0, 级 数 


1- eit / (p) 


E (Iri < T) 


If(p)|>R 
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收敛 . 男 外 , 25 |f(p)| < RA, 
1 — e"f) = —irf(p) + (1— cos (rf(p)) ) + i(rf(p) — sin (7f(p))} 
= —ir f (p) + O(T*F(p)? + TsRj(p)?)， 


对 |r| ST —SU v. 这 推出 级 数 
1 — eirf(») 
Dp 


If (P) SR 


在 [-T, T) 上 一 致 收敛 , 从 而 级 数 D, {1 — gr(p)}/p 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 . 
由 定理 4.2 的 (ii) 得 出 均值 M(g,) = olr) 对 任意 7 € R 存在 , 其 中 g(r) 的 
定义 见 (4.9). 由 于 乘积 (4.9) 的 通 项 等 于 1 一 (1— 9r(o)}/p+O(/p2), 引 理 
4.3 说 明 无 穷 乘积 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 . 于 是 g(r) 连续 . 由 定理 2.6, f 有 
极限 分 布 . 
关于 纯粹 性 和 极限 分 布 的 连续 性 由 定理 2.7 可 得 , 这 是 因为 该 分 布 律 等 
于 无 穷 卷 积 
um 
其 中 F, 是 原子 性 分 布 函数 , 定义 为 


1 1 
F(z)= 3 —(1-- (z € R). 
fsz Ë ( P ) 
特别 地 , 若 f(p) Z 0, Fy 的 最 大 跳跃 与 13H25 1/p + O(1/p?) ; i. f (p) = 0, W 
为 O(1/p?). 
为 读者 方便 计 , 在 此 给 出 


(4.15) >》 == 
f(p)#0 P 
是 极限 分 布 连续 的 充 要 条 件 的 直接 证 明 . 


先 证 条 件 是 必要 的 . 车 级 数 (415) 收敛 ， 那 么 无 平方 因子 且 使 得 
p| n => fip) = 0 的 整数 n 的 序列 A 有 正 的 密 率 . 由 于 A 的 示 性 函数 是 
乘 性 的 , 这 可 由 第 一 部 分 定理 3.12 而 得 .2 由 于 f(n) = 0 对 任意 APH n 成 
xr, 可 知 极限 分 布 在 原点 不 连续 . 

为 证 明 条 件 (4.15) 的 充分 性 , 将 验证 极限 分 布 连续 性 的 一 个 等 价 形式 ( 见 
第 二 章 注 记 ) 


1 T 1 
4.16 lim =| T)?dr = lim J y(Ty)|? dy = 0. 
(416) jm ef tar lim 3 f e 


D 附带 地 可 得 dA = 627? [T5 40(1 + 1/p)- !, 但 这 里 不 需要 具体 数值 . 
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设 为 足够 大 的 整数 , a < ua <… < ay 是 f(p), p< N 所 取 的 值 . S 


1 ; 1 
Ej :一 > = (l<j<J), SN :一 5 Ej = ` = 
PSN, f(p)=a; p 1«j«J p»&N, f (p) £0 p 
由 Holder 不 等 式 , 对 每 个 整数 h > 1 及 任意 实数 y, lul < 1, 有 
2h—1 h 
( y Ej cos(ajTy)) So. > ej cos?" (a; T'y), 
1«j«J 1<j<J 
从 而 
1 2h 1 
li ( >. Ej cos(a;Ty)) dy < S7-! 5 s | cos?" (a; Ty) dy. 
-1 ug ikj«J “一 


3$ T — oo Bf, 最 后 的 积分 趋 于 
n/ 
=f Cane dw & X 
其 中 上 界 估计 来 自 Wallis 积分 的 一 个 经 典 估 计 , 可 见习 题 3 (b). 对 每 个 固定 
的 N 以 及 足够 大 的 T, 可 断言 [71,1] 中 使 得 
| ` Ej cos(ajTy)| > (1 — 二 ) Sn 


1<j<J 


的 y 构成 的 集合 的 测度 < 1/Vh. 利用 (4.10), 得 
1 
f ec? dy « ie exp { —2 ` e;(1— cos(ajT'y)) } dy 


1«3«J 


1 


< 元 y en 2Sw/h g , | PSN 


S 
HET ho [Sw/lInSNj. 由 (4.15) 推出 , 24 N 一 oo 时 Sy 一 oo, FEE 
得 (4.16). 


84.2 Delange 定理 


在 此 给 出 定理 4.2 的 一 个 证 明 . 它 仍 由 Delange 得 出 , 但 与 其 原来 的 证 明 
FF]. EM Rényi (1965) 的 一 个 思想 出 发 , 基于 Turán-Kubilius 不 等 式 . 
其 基本 点 是 下 列 结果 . 


定理 4.4 (Delange) Kg 是 在 单位 圆 盘 中 取 值 的 乘 性 函数 . 在 假设 


(4.17) ` TE « oo 
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TA 
(4.18) = Y gn) = II (1- =) 5 77 + 00) (x — oo). 
v20 


n<T p<T 


证 明 ”对 每 个 实数 y > 2, 定义 乘 性 函数 9, 为 


gp”), Yip&y, 
gy (p ) := US 
1, À py. 


gy 的 性 态 比 g 简单 , 这 是 因为 g 只 在 一 个 有 限 的 素数 集 上 非 平 几 . 然而 , 当 
y 足够 大 时 可 期 望 g, 是 9 的 一 个 “好 的 ”有 逼近 : 这 是 证 明 的 指导 思想 . 

EJ hy = wx gy. AU >1,p<y, A hy(p”) = g(p")-g(p" 7); À v > 1, 
p» y WE h, (p^) = 0. 这 推出 


H,(z) := »» |hy(m)| + x Y Pu) 


mT ma 


«vy, B ee (+ 


mzl PSY 


2 
"2 
从 中 容易 得 出 , 对 固定 的 y, o, 有 均值 , 为 

5 gy(n) = >》 h, (m) |= | sp y hatn) + O(H,(x)) 
< > 


nic msc mzl 


= z(M(gy) + o(1)}, 


iu eh 0) 
M(9) = [I 1 DD "E 


现在 定义 乘 性 函数 > 为 r(n) := |g(n)|, 并 定义 加 性 函数 0 为 
$i ys arg g(p"), id g(p") # 0, 
0, 右 g(p") — 0, 
幅 角 在 .] — n, n] PRUE. > 
A(x) := > ^ 9(p)/p, 


PRE 
将 用 Cauchy 判别 法 证 明 当 y 一 +00 时 


(4.19) M (gy,)e )4(? 
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趋 于 某 有 限 值 M. 对 2<y<z 和 zx 有 
S(z, yz) := =] >》 gs(n)e-iA() — > gu(n)e AG) 


nic NXT 


1 : . 
E -iA(z) _ em 
= D e. (0e7^€ ~ gy(n)e 


nic 


«zy 340-49) JI gp”) - 1]. 


Tas p" |n, y<p<z 


用 对 所 有 单位 圆 盘 中 的 复数 wi,... ,um 成 立 的 上 界 估计 |ui um — 1| < 
alu — 1, 得 


Sw <i Y, {1-re)} += 33. i{A(2)-A(W) By 2m) _ 


T TT p" |n 
y«p&z 


其 中 如。 是 定义 为 yelp) := 1y,2)(p)0(p") 的 加 性 函数 
用 不 等 式 


le*—1|= un cat < |u| (u € R) 


对 关于 n 的 和 式 作 上 界 估计 . 在 第 一 个 和 式 中 交换 和 号 并 对 第 二 个 和 式 用 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 


Slzy z) < SD - IE Y T 


y«p&z y«p&z 


+ = ^ (duz(n) — (Al) - ul 


nir 


用 Turán-Kubilius 不 等 式 来 估计 最 后 的 和 式 , 得 


1-r(p) 2 
S(x, y, 2) < $3. —— zw 
y«p&z p» 


E: Y 1 — Re( LEUR) , > we 
y<pKz vi’ 2 
现在 观察 到 对 每 个 p 有 
(4.20) V(p)? < x2 (1 — Reg(p)}. 


事实 上 , EA. |9(p)| > n/2, 由 于 Re g(p) < 0, PEARL; BA |9(p)| < 1/2, 
此 时 
1 — Re g(p) = 1 — r(p)cos?(p) > 1 — cos B(p) > 2(0(p)/n)?. 
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将 (4.20) 代入 上 述 S(z,y, z) 的 上 界 估计 , 得 


(4.21) S(nyz)y«n(y) Qtsy&zt&za) 


其 中 nly) := 1/ V0 + J32,., (1 — Reg(p))/p = o(1) (y — oo). 这 说 明 (4.19) 


满足 Cauchy 判别 法 的 条 件 , 从 而 存在 复数 M, 使 得 
(4.22) M(gy)e ^9 =M+o0(1) (y> œ). 
fr (4.21) 中 选取 z = x, 并 对 n<z 记 gz(n) = g(n), 得 
= > g(nje 1^9 = D g,(n)e ^9? + O(n(y)). 


n<T FA 
先后 令 z 和 y 趋 于 +o, 得 
e-iA(z) 
5 g(n) = M + o(1) = M (gs)e ™4® + o(1), 
n&r 
此 即 所 和 欲 证 . 口 


现在 可 以 证 明 Delange 的 定理 4.2 T. 先 设 g 有 非 零 的 均值 M(g). 用 
Abel 求 和 法 得 


e-DY T. Ole ~M(g)  (o—1+), 


抑或 4 
um : (1 = =) Dr vo — = M(g). 
注意 到 乘积 通 项 的 模 《1 H 
1—1/p?^! (c — 1)lnp 
» np >=) *560-120-»7)? » ' 
于 是 由 引 理 4.3 得 
Mol<| ID a-6£05X482 
dp v20 
AD ix 1)Inp 
« 3 A) 4 of my 
p<exp{1/(o—1)} v20 
— g(p) 1 | (c-1)lnp | 
< 1 二 一 一 一 一 十 O|( 一 十 
p<exp{1/(o—1)} i E (3 P )} 
> exp { - Lee) 


p<exp{1/(o—1)} 
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这 推出 级 数 D, {1 Re g(p)} /p 的 收敛 性 . 由 定理 4.4 可 推出 乘积 
Sis 099 
(4.23) [I (1 =) 2 » 


收敛 到 M(g). 其 通 项 等 于 1 - (1— g(p)}/p + O(1/p?). 再 由 引 理 4.3 得 级 数 
Y — g(p))/p Weak. 最 后 , 由 于 M(9) z 0, 无 穷 乘 积 (4.23) 的 通 项 均 非 零 ， 
特别 地 , 对 至 少 一 个 整数 > > 1 À g(2”) = -1. 

现 证 定理 4.2 的 (ii). 由 引 理 4.3, 若 级 数 (a) WOOK, 乘积 (4.23) 亦 然 . 由 
定理 4.4 立即 得 到 结论 . 


84.3 Halász 定理 


84.3.1 ”定理 表述 


Delange 定理 (定理 4.2) 提供 了 模 < 1 的 乘 性 函数 有 非 零 均 值 的 充 要 条 
件 . Wirsing (1967), 然后 是 Halász (1968) 分 别 阐明 了 模 < 1 的 实 值 和 复 值 乘 
性 函数 均值 的 性 态 , 对 这 方面 的 研究 作 了 补充 . 


定理 4.5 (Halász EH) Rg 为 单位 圆 盘 中 取 值 的 乘 性 函数 .倘若 存 
在 实数 r, 使 得 级 数 


(4.24) Y, 1— Re eo») 

HE, 那么 

(4.25) > g(n) = DIL Lr al (1 一 =) EA + o(1) (z — oo). 
v>0 


若 不 存在 实数 7 2:2 * (4.24) 收敛 ,那么 


(4.26) > S g(n) = o(1). 


定理 的 第 一 部 分 由 定理 4.4 5518. 事实 上 , M (4.24) 的 收敛 性 得 
(4.27) > e) _ II (1 = 3 >. 1 +o(1)  (rz— oo) 


另外 , 应 用 (4.22) F g(n)n-*, 可 将 后 者 的 乘积 换 成 Mrei4r(z) + o(1), 其 中 
M, 是 适当 的 常数 , 且 


A; (x) a 5 0; (p)/p, 


P&Z 
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其 中 0,(p) := arg(o(p)p " } €] — s, n]. 不等式 (4.20) 推出 级 数 5,0, (p)?/p 
SX, 从 而 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 便 知 当 y — oo H zr > y 时 


A«(z) — À,(y) = o(1 +In (=)) 


成 立 . 特别 地 , 定义 为 Llar) := ei47(?) 的 函数 L, 是 缓 升 函数 , 也 就 是 说 它 
XIF u,v — oo Mux v 满足 
L.(u) ~ L,(v). 


利用 该 性 质 , 通过 简单 的 分 部 积分 可 从 (4.27) 得 到 (4.25). 为 后 文 作 准 备 , TE 
意 到 可 将 (4.25) 写成 


(4.28) 23 = Kx" L,(In z) + o(1) 
的 形式 , 其 中 K, 是 适当 的 常数 , Le 是 模 为 1 的 缓 升 函数 . 

稍 后 再 证 明 Halász 定理 的 第 二 部 分 . 在 此 之 前 , 先 从 定理 导出 以 下 重要 
的 推论 , 最 初 是 Wirsing (1967) 证 明 的 . 


定理 4.6 (Wirsing) 设 9 为 取 值 在 [71,1] PH REAREA, 那么 有 


(4.29) p Y^9(») = | (1 H D 5 qo) 
META n&z p p v20 p 
其 中 当 无 穷 乘 积 发 散 时 应 将 其 值 视 为 零 . 


WEBB ”命题 的 假设 推出 级 数 > (1— Re(o(r)p 7])/p 对 任意 了 夭 0 发 
散 . 它 易 从 如 下 关系 可 得 


一 = OO, 
| cos(rln p)|«1/2 p 


该 关系 由 素数 定理 易 得 . @ 从 而 只 用 考虑 在 + = 0 情形 下 的 Halász 定理 . D 


$ ”Wirsing 定理 的 深刻 程度 至 少 与 素数 定理 相当 ， 这 是 因为 函数 
g(n) = u(n) 在 其 适用 范围 之 内 . 


将 就 Halász 定理 的 发 散 情形 给 出 一 个 实效 估计 , 它 基 本 上 是 Montgomery 
(1978b) 的 结果 . 根本 上 讲 , 其 方法 与 Halász 1971 年 的 文章 相同 , 该 文章 部 分 
是 为 了 研究 同一 作者 1968 年 结果 的 实效 形式 . 但 Montgomery 对 其 进行 了 一 
些 细 化 , 并 作 了 许多 简化 . 在 此 给 出 比 Montgomery 的 结果 略为 精细 的 一 个 
版 本 . 
© 实际 上 用 对 任意 常数 c > 1 成 立 的 估计 Dy en cog Aln) > z (£ > co) 就 可 以 了 . 
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今 
TL 
=a), Fs) =) (o>1) 
nic n21 
并 对 全 >0 令 
2 . 1 2 
(4.30) Hr(af:- 》 L— gol ax |F(s)| (a > 0). 
EZ |r—k] <4 
|k| &r 2 


定理 4.7 在 上 述 记 号 下 , 对 任意 单位 圆 盘 中 取 值 的 乘 性 函数 g ATO 
一 致 地 有 
4.31 G a 
(4.31) (z) < — T ro 一 十 万: 

Montgomery 的 结果 相应 于 (4.31) Æ T = oo 的 情形 . 

先 证 如 何 从 Halász 定理 的 第 二 部 分 得 出 该 结论 . 为 此 要 用 到 如 下 引 理 . 

引 理 4.8 设 {pn T) 为 一 列 连续 函数 , 使 得 对 每 个 7, |r| < 1, pn(7) 
单调 上 升 地 趋 于 00, 那么 收敛 性 是 一 致 的 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 若 结 论 不 真 , 那么 infu pn(7) PAF +00, HFE 
常数 A 以 及 指标 列 {nj}, nj 一 oo 使 得 inflrlsipni(r) <A 对 j > 1 成立 . 
由 于 Pa, 连续 , 对 每 个 整数 j, 存在 7; € [71,1] 使 得 pw (7;) = infi: Gn; (7). 
抽取 新 的 子 列 后 , 可 设 当 j 一 +00 时 7; 一 ro. VE n 是 任意 固定 的 整数 . 对 足 
够 大 的 j, 有 


Pn; (Tj) 2 Pn(T;) 2 7 Pn(To), 
这 是 因为 Pn(T;) 一 Pn(To)- 从 而 Pn(To) € 2A, i 3X5 n — oo 时 Pn(To) — +00 
的 假设 矛盾 . " 
现在 补充 Halász 定理 的 证 明 . 由 引 理 43, 有 
F(s) | LER g(p") — g(p"- p" 
Qo I que 


v>2 


eu ite) 


c 
p p 


(4.32) 


而 且 在 级 数 (4.24) 对 任意 7 发 散 的 假设 下 , 由 引 理 4.8 推出 , 94 o 一 1+ 时 ， 
右边 的 项 在 任意 紧 集 上 关于 7 一 致 趋 于 0. 从 中 推出 当 a 一 0+ 时 Hr(a) = 
o(1/a) 对 了 一 致 成 立 , 代入 (4.31) 便 得 到 G(r) = o(z) (x 一 oo). 
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§4.3.2 5| 


为 证 定理 47, 需要 三 个 辅助 结果 . 首先 是 Gallagher (1970) 的 一 个 关于 
三 角 多 项 式 均值 的 一 个 一 般 的 不 等 式 . 


引 理 4.9 (Gallagher) ÆN e N*, {A} 是 相 异 实数 的 有 限 列 .， 令 
Ôn := Minmen [Àm 一 As]. 对 任意 {a} € CM 及 了 > 0, À 
T 2 1 
2 NR 
(4.33) f _ Y. ane(Ant)| dt< M; janl {T+ x} 
1&nN 1&n«N 


其 中 隐 仿 的 常数 是 绝对 常数 . 特别 地 , 对 任意 收敛 坐标 < a 的 Dirichlet RH 
F(s) := liany/ns 以 及 任意 了 > 0 一致 地 有 


À 2 |an]? 
(4.34) f IF(s) dr < > Pa (Tm) (> a) 
证 明 不等式 (4.34) 由 A, := Inn (n > 1) 情形 下 的 (4.33) 对 N BORER 
即 得 . 


为 证 明 (4.33), 观察 到 若 令 
Az):=T >》 a, S(t):= M, ane(Mnt), 
l<n<N 1XnszN 
Ir-A4|«1/2T 
mn in(xt/T) 
A(t) := f Er So mE 
由 Plancherel 公式 得 
Li sin(at/T)|2 ., — 
f _ IS at < 人 | diss 人 Az)? da. 


然而 , 根据 Cauchy-Schwarz FER, 有 
AP sT S jas > 1 


1<n<N 1<m<N 
|z—An|<1/2T |z—-Am|<1/2T 
从 而 
Ant1/2T 
I AG) dz «T? F Jan f ( Y 1) di 
1<n<N An—1/2T 1&m«N 
|jx—Am|<1/2T 
An+1/2T 
er lf" ( x )e 
1<n<N An—1/2T l<m<N 
[An —Am|<1/T 
An+1/2T, 9 9 
«T D bf (pag ti} D (rz) 
1<n<N An—1/2T n 1&n&N R 
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第 二 个 引 理 是 一 个 关于 殖 周 期 函数 均 方 的 一 般 的 不 等 式 @ , 我 们 在 Dirich- 
let 级 数 的 框架 下 来 叙述 它 . 


引 理 4.10 (Montgomery-Wirsing) iX 
A(s) : =) an, B(s): = bn? 
n21 nzl 


为 两 个 对 o > 1 收敛 的 Dirichlet AX, 使 得 对 任意 n 2178 |an| < bn. 这 样 
对 任意 T>0 及 任意 oc>1lR 有 


T T 
(4.35) f AGP ar <3 Î BG) ar. 

证 明 ”考虑 函数 x(r) := max(0,1 — |r|/T), 其 Fourier 级 数 等 于 

"en sin 
so [emer (8B 
对 任意 To ERA 
T n \ iTo m 
Js x(r — ro) A(s)? dr = à Gs (=) R(n =) 


ES tate sut) - f" xOIBG)P dr 


m,n 之 1 


倘若 hr) 表示 [-T,T] 的 示 性 函数 , 那么 有 
h(7) < x(r —T)+x(7) + x(r +T), 
从 而 
f. \A(s)[2 dr < 3 [© X(DIB() dr < 3 f. |B(s) dr. o 
第 三 个 辅助 结果 是 Euler 乘积 F(s) 好 用 的 分 解 . 
引 理 4.11 设 9 为 模 入 1 的 乘 性 函数 . 有 


(4.36) ge- = {1+D(s)}Fi(s)J(s) (o>1), 


nzl 


其 中 


2") 
253 e ? := exp 》, e d 


2 之 1 p>2 
J(s) 对 于 o> 5 全 纯 , 且 满足 
(4.37) 1 « J(s) « 1, J'(s) «1 (c 2 1). 


G 见 Montgomery (1971), 第 158 9i, 也 见 Montgomery (1994) $ 7.3, 其 中 提 到 这 里 使 用 
的 方法 由 Wirsing 得 出 . 
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证 明 有 


J(s) = [[ e *9/* B gi) 


p>2 v20 
该 乘积 的 一 般 项 等 于 1 + O(p 2), J(s) 对 于 o > 1 SAH, AMF o > 3 一 致 
有 界 . 特别 地 , 这 推出 (4.37) 中 J(s) 和 J'(s) 的 上 界 估计 . 另外 , 由 于 


| Lab |< 


从 (4.6) 中 得 出 | log J(s)| < ,>22/(p — 1)?, 故 得 (4.37) 中 |J(s)| 的 下 界 佑 
it. m 
84.3.3 ”定理 4.7 的 证 阴 

不 失 一 般 性 , 可 设 T 任意 大 . 使 用 下 列 下 界 估计 将 会 比较 方便 : 


一 一 一 «i (p>2;0 21), 


(4.38) Hr(a)>1  (o»0). 


为 证 明 它 , 先 注意 到 , Bid 0, := argg(2"), |9,| < x, 有 


| Sd oda iF RDN). 


| cos(9,, 
1+D(1+a+ir)| > 1-5 22 5 


v21 
用 ko 表示 距 (9, — àx)/In2 最 近 的 整数 (在 有 疑问 的 情况 下 任 取 其 中 之 一 )， 
于 是 对 o>1,|r 一 ko| < 178 [1+ D(s)| > 1(1—sinIn2) > 0. 注意 到 |ko| < 8. 
另外 有 


ko--i g(p 

J log F; (s Em T DELE 
ko—3 p>2 ko—3 

这 说 明 MAX), koci |Fi(s)| > 1, 于 是 


max |F(s)| > min |(1 + D(s)) J(s)| max |FA(s)| > 1, 
Ir—ko|« à 


BX (4.38) 成 立 . 
证 明 的 第 一 步 是 将 G(z) 用 该 函数 均值 的 函数 来 作 上 界 估计 , EN 


(4.39) IG(z)| « | Dl dt + o( =). 


4 K(x) := D n«s 9(n) Inn, 有 


(4.40) G(z)lnz — K(x) = > g(n) ln(z/n) < »» In(z/n) « z. 


nic n<T 
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从 而 , 为 证 明 (4.39), 只 须 验 证 


(4.41) IK(z)| <2 J | CO ae + O(a). 
有 
K(z)= gn) Inp= 》 np >》 gimp) 
n<T p" |n p'<T mtzr/p" 
(4.42) =) (Inp){ (p^ )G(z/p") * O(x/p°*1)} 


pY[r 


= X A(d)g(d)G(z/d) + O(z). 


d£zx 


从 中 得 到 , 若 记 R(v) := v(v) — v, HP y À Tchébychev 函数 , WA 
KG) < EADE + 0) = f " IG(z/t) dv(t) + O(z) 


diaz 


= 人 IG(z/t)| dt + 人 IG(z/t)| dR(t) + O(z). 
注意 到 [ajG(v)| | < av], 用 Abel 求 和 法 可 估计 最 后 的 积分 . 有 
TROIE CECI f 8/90) 
« SIEG A z[n)| «& z + 5 


<T, 


nic euet n(In asap 
其 中 用 了 形 如 
Riv) < v/ (In 2v)? (v 2 1) 
的 素数 定理 . 这 便 推 出 (4.41). 
第 二 步 则 在 于 上 界 估计 
(4.43) Î Coe nt it < Hr (= -) Ine z+ (n2 (x > 2). 


在 (4.43) 中 可 将 |G(t)| nt 换 成 KO. EXE, 由 (4.40), 这 样 导致 的 余 项 是 
O(In x), 考虑 到 (4.38), 这 是 可 以 接受 的 . 现在 用 Cauchy-Schwarz PER 


* |K(t)| T |K(t)|? s qt]? 
可 将 (4.43) 的 证 明 归 结 到 


°° |K(t)|? Hr (o)? 1 
(4.44) f 520 dt 之 十 CT? (a > 0) 
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的 证 明 . 事实 上 , 36 a = 2/ In x 便 得 需要 的 上 界 估计 . 


用 等 式 
oo NE n 
A E 
可 将 Plancherel 公式 写成 
“a Mm 
(4.45) i 1342o dt — A e2u(1+a) du = 29 Jo l+a+ir a 


的 形式 . 用 Gallagher 538 (5]38 4.9) 估计 区 域 |r| > T. 上 的 贡献 . 有 


J F'(l+a+ir)|? Jes p JF’ +a + 2ikT vir) 1 
| 了] > 全 


l+a+ir k?T? 
(4.46) es CNN. 
+n nn)? 
<p Re nsa Spt Tt 
用 
F'(+a+ir) e" 
4.4 [Ea i. F'(1 2d 
447) iier! 1+a+ir ps > Et | Co 


|k|«T 


估计 补 集 |r| < T 上 的 贡献 . 最 后 的 积分 不 超过 


(4.48) nex ror [^ » |a 十 Q 十 we) dr. 
Ir-ki«3 
此 时 应 用 形 如 
F' D'(s) 


F! J' 
pO DENE 二 p, is 7; 9 


的 引 理 4.11. 由 (4.37), 最 后 一 项 一 致 有 界 . BEM (4.48) 中 积分 的 贡献 为 
O(1). 另外 is 

F6) cree Y g m 
p>2 


由 引 理 4.10, 有 


ki, pv 4 / 2 
f : praxin] ar= f RU + a +ik + ir)| dr 
k-3 - EF 


2 (a 3 dr 1 
< d 一 一 一 > < -. 
sf. ere) arf ae d m 


另外 有 
ESO =1+ 5 >(-D(s))” (o>1). 


v>1l 
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作为 Dirichlet 级 数 , 其 系数 的 绝对 值 不 超过 
v 23—1 1 
1+ (Xo ge) = 7989 Baal 


v21 mzi 


根据 对 c > 1 一 致 成 立 的 上 界 估计 D'(s) «1, 由 引 理 410 得 出 


人 D'(1 +a +ir) fas «f dr 
jk 1+ DIL ain) -4 [1+ D(1 +a +ik + ir)|? 
i zem 1 
« = =| dr < z 


由 前 述 计 算得 到 (4.48) 中 的 积分 对 上 一致 地 为 O(1/a). 由 (4.46), 代入 (4.47) 
后 得 


© |K (t)? Hr(o) 1 1 
n mus dic ud 


最 后 一 项 被 前 两 项 的 和 所 控制 , 于 是 得 到 (4.44), 进而 可 得 (4.43). 
现在 可 完成 证 明了 . 由 于 Hra) > 1, 上 界 估计 (4.39) 第 二 项 的 阶 满足 
要 求 . 为 估计 第 一 项 , 用 以 下 形式 的 (4.43): 


” |G(t)| 2 
fe te (i) (y 2 e), 


得 
Io) IOl di IG 
i dre e eo A yng <J, Te B B 
1 
<f 3 Coie i f do 
于 是 定理 4.7 得 证 . 口 
§4.3.4 WA 


第 一 个 应 用 是 Halász 定理 4.5 的 实效 形式 . 
推论 4.12 设 g 是 模 < 1 的 乘 性 函数 . 假设 对 z>2,T>2 有 


1 — Re(g(p)p 7 
men = m2 | Rn T) =~ nes) 


那么 


(4.49) 3 g(n) < z R(z, T). 


nic 


$4.3 Halász 定理 + 447 - 


na # 


u(z, T) xs (g(p)/ 7), — p'(z,T):— max pz, 7), 


这 样 m(z, T) = Inga — u'(z, T) + O(1). 

从 函数 x — u*(z,T) 的 拟 单调 性 开始 . 显然 
Ou(x,T In 

| ĉr T) ) < y bwinp p p 


PET 


< Ing, 


ÉX ulz, 0) = ulz, T) + O(1) X} | 7| « 1/Inz RZ, H 
T 十 1/ jn z 


p(z,T) = 1:2] p(x, 9) dv + O(1). 
T—1l/lnz 


À Ty, |ry| ST — 1/In y, 使 得 uly, ry) = u*(y, T — 1/1 y). 由 前 述 , 有 
u* (y, T) < u(y,ry) + O(1), BO x > y A 


Iny TyTl/lny 
p (y, T) = D u(y,T) dr + O(1) 
Ty—1/lny 
In y Tyt1/iny 
= 于 (ute, T) — (u(z, 7) — u(y, 7)) dr + O(1) 
Ty—l/lny 


(4.50) 


Pp Hu I Y^ re ar + O(1) 


EN 1+ir 
y —1/ In y Yy<PLT 


«w'G,T) tiny Y, EP +00) «rs T) 00) 


Y<P<T 


现在 可 完成 证 明了 . 由 (4.32), 因为 7 coa) (1/P — 1/p't*) & 1, À 


a F(1+a+ir) < exp { - 5 e me À 


pite 
(4.51) p<exp(1/a) 
1 — Re(g(p)p ”) 
«e»[- y; Cr) 
pXexp(1/a) p 
故 对 |r| <T, 1/Inx < a <1 一致 地 有 
(4.52) F(l+a+ir) 人 emtexp(l/o) Marl K e m T) Ing, 


其 中 第 二 个 估计 来 自 (4.50). 同样 的 上 界 估计 对 (4.30) 中 定义 的 函数 Hr (o) 
也 成 立 . 将 该 估计 代入 a < ap := e" (D /Inz 情形 下 的 (4.31) 并 在 相反 的 情 
形 下 用 显然 的 上 界 估 计 Hr(a) « 1/a, 得 


1 
Hr(a) ) 1 
一 da 
= 5 gln) < sca E Q EE. 


nU 


zT L < R(z, T): [] 


1 
—m(z,T) 
«e In(og In z) + 一 一 一 T 
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现在 得 出 定理 4.7 的 第 二 个 推论 , 与 实 乘 性 函数 均值 有 关 . 将 用 到 如 下 引 
E. 
引 理 4.13 Bh A 2r- 周 期 函数 , 在 (0, 2x] 上 , 均值 为 


"n L (^uo ea 


对 任意 实数 T, w, 2, BA Tr £0,1<w<z2, 有 
(4.53) D. Mr inp) -Em (2) +o( ZO , M+ CDV), 


Inw \7| In w eVinw 
w<prz 


2x 
其 中 M(h) := sup, |h(t)|, V(h) := i ldh(t)|. 


证 明 可 设 r > 0. 用 形 如 R(t) := a(t) — li(t) < t exp{ —2Vint} MR 
数 定理 . 由 Abel 求 和 法 , 可 将 (4.53) 左边 写成 


e Lp Is 


= hin (=) + [" (a(t) -7)Ž - f AO ançrin +) «o( 2). 
注意 到 对 任意 a, b 有 
b 
| [ (o -E) a| < vo», 


由 第 二 中 值 定理 知 前 式 和 中 第 二 项 < V(h)/(rinuw). 而 对 大 的 和 (+r), 
故 第 三 项 


Tinw+2x oo 
<x poer e Vm dh(v)| « (1 fe [rV (hje Vw, 
Tlnw k=0 
这 推出 了 (4.53). " 
定理 4.14 (Hall 和 Tenenbaum, 1991) iX yo 是 方程 


sin Yo + (1 — Yo) cos po — in 


在 ]0,2x[ 中 的 唯一 解 . 令 K = cosqo © 0.328 67. 那么 对 于 任意 实数 x > 2, 
对 取 值 在 [71,1] PHRE BK g 一 致 地 有 


(4.54) Y g(n) < z exp { - ky Lm, 


nir pT 


$4.3 Halász 定理 + 449 - 


iE Hall 和 Tenenbaum 证 明了 命题 中 的 常数 K 是 最 优 的 . 
WERA 设 A(0):— |cos(0) — K|. 先 证 对 0< a < 1,7 ER —BUHA 


(4.55) b» IE) < (1— K)In(1/o) + O(Ing (|r| 4- 3)). 


p<exp(1/a) 
可 设 r> 0. Mr < a 时 ,将 估计 

(4.56) h(rlnp) = 1— K 4- O(rIn p) 

Xt p 求 和 即 得 关系 (4.55). 


MO<a<r<1,$ w:=exp(1/r). M (4.56) 得 出 


(4.57) ` hrp) < (1 — K) lna v + O(1). 


p<w 


令 z := exp(1/a) 并 应 用 引 理 4.13 于 函数 h, 后 者 的 均值 为 


= 1 2x 2 
h- s. f | cos Ÿ — cos wo| d) = — (sin yo — qo cos Yo} + cos Yo 
27 Jo T 
—1-—cosqQo = 1 — K. 
于 是 得 


(4.58) > m < (1— K)(In(1/o) — Ing w) + O(1), 


w<pKz 


从 而 由 (4.57) 知 关 系 (4.55) 在 此 情形 仍 成 立 . 
现在 设 1 < |r| < exp(1/Va) — 3, 并 在 引 理 4.13 中 选 


w := exp(In?(3 + |7|)} < z = exp(1/o). 


不 等 式 (4.58) 仍 成 立 . 对 (4.57) 作 显 然 估计 便 得 (4.55). 
当 |r| > exp(1//a) — 3 时 有 In(1/a) < In2(3 + |r|), 且 可 对 (4.55) 中 的 
整个 和 式 作 显然 估计 . 于 是 (4.55) 无 论 如 何 都 成 立 . 
现在 考虑 由 关系 式 
(4.59) 5 1= 96) _, Y 1 
p<exp(1/a) p 


SE LAMA À = Ala) € [0,2]. 不 等 式 


Re (g(p)p") = g(p)(cos(rInp) — K) + Kg(p) 
< | cos(7 ln p) — K| + Kg(p) = h(t ln p) + Kg(p) 


p<exp(1/a) p 
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除 以 p 再 对 p < exp(1/o) RAI, 应 用 (4.55) 和 (4.59) 后 得 


(4.60) Re Y ae < (1 — K3)In(1/a) + O(Ina(|7| + 3)). 


p<exp(1/a@) 


现在 讨论 证 明 的 最 后 一 步 . 由 Abel 求 和 法 , 从 素数 定理 中 得 到 估计 


1—-p* 1 
muy ed 
p p>exp(1/a) a 
用 F(s) 表示 (4.30) 中 的 Dirichlet 级 数 . 从 上 述 估计 中 知 对 s= 1+aw+ir 有 
(4.61) F(s) < exp {Re 2, em « exp [ne ` ze i 


p<exp(1/a) 


p&exp(1/a) 


从 (4.60) 和 (4.61) 中 得 到 
F(s) < a&> In? (|r| +3), 


其 中 B 是 适当 的 绝对 常数 . 于 是 Montgomery MAX H (o) := imr Hr(a) 
满足 


_2 sc In? (|k| +4) 
Huet RET S 
kc 


其 中 HT TE (4.30) 中 定义 . 故 
(4.62) H(o) < of 人 


令 5 := Dora {1 一 g(p)}/p. X} 1/Inz<a<1A 


1- (p) 一 92 - 2 
Aln(1 + O(1) = > - 
oa+o0- y, = >y 1-38 2 
p<exp(1/a) pic exp(1/a)<p<æ 
> S —21n2x - 2]1n(1/o) + O(1). 
故 


o^ < o?e^ 3 In’? x. 


代入 (4.62), 得 


H(a) « gig 0n zy, 


于 是 由 定理 4.7 知 


1 
G(r) < Ee ünzy* | KE? da < re 5, 
Inz 1/lnz 


此 即 所 和 欲 证 . 口 
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684.4 Erdós-Kac 定理 
几率 
(4.63) vN(n: f(n) < An + zBn} (N — oo) 


SLA EIRE LC ARR PR TR TEE VE DS RE. 在 f 是 加 性 函数 的 情形 很 容 
易 理 解 这 一 点 : 既然 相应 的 特征 函数 等 于 


1 
4.64 = V7 er{f(m)-An}/By 
(4.64) W 2 | 


需要 估计 某 依赖 于 N 的 乘 性 函数 在 前 N 个 整数 上 的 均值 . 从 定理 4.2、 定理 
4.4、 定 理 4.5 中 不 能 得 到 这 样 的 计算 所 需要 的 一 致 性 ; 而 且 定 理 4.7 的 应 用 
有 时 取决 于 对 函数 Hr(a) 的 微妙 的 估计 , 参考 文献 见 84.3 的 注 记 . 

我 们 打算 在 此 讨论 历史 上 关于 正 态 化 分 布 函数 的 第 一 个 例子 ， 它 是 关 
于 数论 函数 w(n) 的 , 但 同样 的 结果 对 O(n) tr. 实效 的 均值 定理 来 自 
第 二 部 分 Selberg-Delange 型 定理 5.2， 特 征 函 数 和 分 布 函数 的 关系 具体 由 
Berry-Esseen 不 等 式 (第 二 部 分 定理 7.16) 给 出 . 用 


2 [d em 
(y) := A dt 
表示 正 态 分 布 的 分 布 函数 , 其 特征 函数 为 
Too à 
p(T) = eiry dð (y) = e77 /2. 


定理 4.15 (Erdós 和 Kac, 1939; Rényi 和 Turán, 1958) 3 N 22, 
y € R 一致 地 有 
1 


(4.65) vx {n : w(n) € Ing N + yvy n2 N} = (y) + O(a): 
证 明 令 Fuly) X (4.65) 的 左边 , 并 令 ou (7) 为 相应 的 特征 函数 , 即 
1 iT 
ON(T) DL eL Uem) (r € R). 


由 第 二 部 分 定理 6.1, 对 N > 2,te 了 一致 地 有 


L itw(n) _ it et-1 cos t—2 
(4.66) x me = A(e*) (Ina N)? ^ + O((In N) ), 


其 中 A(z) 是 z 的 整 函数 , 使 得 4(1) = 1. 


` 452 - FOR ”加 性 函数 的 分 布 和 乘 性 函数 的 均值 


= Jin. N, FR t=7/T. 由 于 cost - 1 < -2(t/n)? X} |t| < 1 RZ, 


4H 


H 
(4.67) yn(t) «e? /* — (|r| < T). 
下 面 将 对 T < |r| < T 用 该 估计 . 


注意 到 
A(e*)=1+0O(t), et-1=it-2# +0)  (|t|«1), 


另外 , 由 (4.66) A 
y Ern {14 0(F) efer- eo (7)) oig) 
从 而 


(4.68) pw(r) c e 1 o(EL- E" um) 4 o) (|r| < TY), 


下 面 将 对 1/ ln N < |r| «TV? 用 这 个 估计 . 

a4 | 了 | < 1/InN, 只 须 将 估计 eiy = 二 1 十 O(y) (y € R) 代入 yn(T) 的 定义 
中 即 可 . 对 ”的 求 和 依次 用 Cauchy-Schwarz 和 Turán-Kubilius 不 等 式 来 估 
计 , 得 
(4.69) yn(T) 21 * Oz rl 2. lw(n) — Ing NI) = 1 + 0O(|r|). 


考虑 Berry-Esseen 不 等 式 


1 a _72 
sup [Fw(y) — ®(y)| < à + f entre]. 
yER -T Ir| 


将 积分 分 解 成 三 个 部 分 h, 五， 五 ,分 别 对 应 于 积分 区 域 T < |r| < 
1/InN < |r| < T7? 10 < |r| « 1/In N. 由 (4.67), (4.68), (4.69), 得 


h « 人 e 27 /v E dr « l 
T1/3 T 


T' 
/3 
me 147? 2 1 T' dr 1 
n< f et /2 dr + — 一 € =, 
ca T ) In N 1/ in N T T 


it id + 453 - 


注意 到 (4.65) 的 余 项 是 最 优 的 . 事实 上 , 对 := |In Nj, 由 第 二 部 分 定 
理 6.4 Ail 


| = 1 (Ing NE 1 


然而 , 若 用 RIN) 表示 (4.65) 中 余 项 关于 y c R 的 上 确 界 , 由 用 形 如 (4.65) 
的 两 个 几率 之 差 来 计算 (4.70), 得 


VER 7 neg) - * o) + ORO) 


其 中 9 := k- Ino N. 从 而 


R(N) > 1/ /Inz N. 
注 记 


84.1 Erdés-Wintner 定理 的 纯 概 率 证 明 (应 用 Kolmogorov 定理 ) Jl, Novoselov 
(1964) 和 Babu (1973). 在 Galambos (1970) 出 色 的 综述 中 有 另 一 个 概率 表述 . 

Erdős 对 定理 4.1 充分 性 的 证 明 是 通过 三 个 步骤 (1935/1937/1938) 得 到 
的 .@ 必要 性 是 Erdős 和 Wintner 于 1939 年 证 明 的 . 

在 这 里 阐述 的 直接 ( 即 不 用 2.7 (a)) 得 到 极限 分 布 连续 性 的 方法 是 Sziisz 
(1974) 证 明 的 一 个 变 体 , 在 Elliott (1985) 著作 第 437-439 页 中 有 他 自己 对 此 
的 补充 . 另外 的 证 明 见 Elliott (1979), 第 220~224 页 . 

Elliott 给 出 了 定理 4.2 深刻 的 推广 . 特 引 用 下 列 结论 , 在 他 1997 年 著作 
的 第 九 章 有 证 明 . 对 a > 0, 用 Ce(N*) 表示 使 得 


l/a 
ale {'imsup 5 janie « oo 
zoo ns 


的 数论 函数 9 构成 的 集合 . 


定理 4.16 (Elliott) ik o > 1. 乘 性 数论 函数 g € Ce(N*) 有 非 零 均值 
M(g) 的 充 要 条 件 是 级 数 


g(p) - 1 lg(p) — 1l? lg(p)l* lg(p")|* 
2 gc ENS. x UD sss t 


p 


peP lg{p)|<3/2 lg(p)|»3/2 p pEP v>2 


收敛 且 : 
34.40 wer). 


v20 


@ 第 427 页 习题 280 中 有 应 用 Turán-Kubilius 不 等 式 的 一 个 直接 证 明 . 
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此 时 有 


mis) = TI (1-3) ES 


pep p 

84.2 Delange 并 未 发 表 定 理 4.4, 但 在 报告 中 多 次 提 到 |. 

定理 4.2 (1) 的 另 一 个 证 明 是 Daboussi (1982, 1989) 的 结果 . 在 习题 282 
中 提出 第 三 个 证 明 , 它 参 考 了 Delange 的 证 明 , 基于 某 Tauber 型 定理 的 应 用 . 

Elliott 给 出 了 定理 4.4 另 一 个 著名 的 推广 , 见 Elliott (1997) 定理 11.1. 
§4.3 文献 中 有 Wirsing 定理 (定理 4.6) 的 许多 推广 . 比如 见 Elliott (1997) 
第 十 七 章 . Tenenbaum (2007) 证 明了 , 对 任意 实 乘 性 函数 g, À g? 有 均值 , 那 
4 g 亦 然 . 且 在 此 情形 下 有 , 只 要 

3 {gp) -1 _ 


peP p 


EA M(9) = 0. 考虑 到 简单 的 第 一 部 分 定理 3.12, 这 立即 推出 定理 4.6. 
Montgomery (1994) 从 Hilbert 型 不 等 式 中 得 出 了 (4.34) 的 如 下 加 强 


2 
f. 3 ane(Ant)| dt- T M Ja? «$ M. J 
-T | ign<N 1<n<N 1<n<N ^ 

定理 4.7 中 了 = oo H g 为 完全 乘 性 函数 的 情形 由 Montgomery (1978b) 提 
出 并 证 明 . 一 般 情 形 的 推广 是 纯 技 术 性 的 . 在 同一 篇 文章 中 Montgomery 注意 
到 他 的 结果 可 用 来 证 明 形 如 定理 4.14 的 估计 . 也 见 Montgomery 和 Vaughan 
(2001). 这 类 估计 称 作 均 值 的 实效 上 界 估计 , 抑或 均值 的 定量 定理 . 其 特征 是 
对 某 类 被 加 函数 是 一 致 的 , 但 可 依赖 于 m. 定理 3.5 是 这 类 结果 的 一 个 简单 的 
例子 . 定理 4.14 的 估计 可 推广 到 使 得 |g| < 1 且 对 任意 p 来 说 g(p) 位 于 椭圆 


Sm (e'"z)? < 6?(1— Re (ez)? } 


中 的 复 值 函 数 9 的 情形 , 其 中 6, o 是 任意 参数 , 使 得 0< 6 <1O0K<y<n. 
Hall 和 Tenenbaum (1991) 对 每 个 数 对 (6, p) 确定 了 使 得 


G(x) Z ze K (59) $»«.U-Re g(p)}/p 


的 最 好 的 常数 IC (6, v) > 0. 

定理 4.7 证 明 中 上 界 估计 (4.39) 的 原理 由 Granville 和 Soundararajan 
(2003) 得 出 . 同一 工作 中 还 有 许多 关于 乘 性 函数 和 上 界 估计 的 结果 , 尤其 是 定 
理 4.7 的 变 体 以 及 推论 4.12 的 一 个 版 本 , 其 中 数值 常数 基本 上 是 具体 给 出 了 
的 . 他 们 还 构造 了 一 些 反 例 , 说 明了 这 些 估 计 从 质量 上 说 是 最 优 的 . 

关于 其 他 一 般 的 结论 以 及 所 需 技巧 见 Elliott (1980), 第 十 九 章 , 其 中 讲述 
并 细 化 了 Halász (1971) 的 估计 . Elliott 证 明了 下 列 结论 ; 第 一 个 对 应 于 定理 
4.14, 第 二 个 则 是 Delange 定理 (定理 4.2) 的 一 个 实效 形式 . 


(4.71) 


注 id . 455 - 


定理 4.17 设 g 为 完全 乘 性 函数 , 使 得 对 适当 的 常数 > 0, 对 任意 p 有 
g(p =0 RAK |g(p)| « 2— A. 3$ g(p) #0 HE 0, 为 g(p) 的 幅 角 . 假设 存 
在 实数 Vo, 5, Vo] < m, 6 > 0, 使 得 lei” — etoj > 5 (glp) #0). MA 


Eat] cape —— £2A SN 31 


nír E 
g(p)=0 
其 中 ec 是 仅 依 赖 于 6 和 入 的 常数 . 
定理 4.18 Hg 为 完全 乘 性 函数 , 使 得 对 任意 有 Ig(p) - 11 &n&mo« 1. 
那么 


PEORES <mzexp{ 2 E 


E s (eon ES (inz)-**) exp { Y lg(p)| — 1 i 


p 


nic 


其 中 A:= exp (X (9(p) — 1)/p}, ei, ca 是 仅 依赖 于 mo 的 正常 数 . 
定理 4.5 完全 回答 了 平移 后 的 加 性 函数 极限 分 布 , 也 就 是 分 布 函数 


(4.72) vN(n: f(n) < An +z} (N 一 œ) 


弱 收 敛 的 问题 . 下 列 结论 分 别 独立 由 Elliott 和 Ryavec (1971), Levin 和 Timo- 
feev (1971), Delange 以 及 Kubilius (这 两 者 未 发 表 ) 得 到 , 在 Elliott (1979) 第 
七 章 中 有 证 明 . 

定理 4.19 设 f 为 实 加 性 函数 , 存在 函数 An 使 得 几率 (4.72) BSS 
某 分 布 函 数 的 充 要 条 件 是 , 对 适当 的 常数 c, 记 h(n) := f(n) 一 clnn (n > 1), 
有 

S^ Lmin(1,[h(p))) < oo 
12: 


在 此 情形 下 , 可 选择 An := DEN, |h(p)|<1 h(p)/p+elnN. 
对 于 该 An, 五 的 特征 函数 等 于 


ru II o ID estne 


Ih(p)|» 1 |h(p)|<1 


其 中 wp(7) = (1 一 1/p) 32,5, e "^ Op’. 33b, F 是 纯粹 的 , CHAS A 


仅 当 
1 


一 二 oo. 
f(p)40 P 
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84.4 如 同 第 287 页 习题 218 所 暗示 的 , 显然 可 以 从 几率 zw{fna : w(n) = k} 
估计 对 适当 的 值 求 和 中 导出 Erdós-Kac 定理 . 在 第 二 部 分 第 六 章 中 这 些 估 
计 是 用 与 这 里 相同 的 基本 工具 即 Selberg-Delange 方法 而 得 到 的 . 

Erdós 和 Kac (1939) 原来 的 证 明 没 有 具体 的 余 项 . LeVeque 于 1949 年 猜 
WER < 1//Ing N 并 证 明了 它 < (Ins N)/(tnz N)4. Kubilius 于 1956 年 
改进 了 该 结果 . BA, LeVeque 猜想 于 1958 年 被 Rényi 和 Turán 通过 这 里 所 
用 的 方法 证 明了 . 利用 对 复 值 z 时 5, <。 2209 的 估计 ( 见 第 二 部 分 定理 6.1), 
Delange (1959) 得 到 了 更 精确 的 估计 : 有 @ 


vx (n: w(n) € Ing N +yVImN} 


e- v /2 1.2 1 
= Sy) + pod + (m2 N ey no) | 0 (1). 


其 中 à ~ 0.405 16. 


习题 


281. 证 明 对 加 性 函数 来 说 三 种 类 型 的 分 布 函数 都 可 能 出 现 . [提示 : 见习 题 
256-259.] 

282. 通过 Tauber 型 定理 证 明 Delange 定理 必要 性 部 分 . © 设 9 HAVA 
盘 中 取 值 的 复 值 乘 性 函数 , 具有 非 零 的 均值 M(g). X o 20 pcP, 
令 Golo) = Eso dr" )/p"* 并 用 log 表示 对 应 于 幅 角 主 值 的 复 对 数 卫 
数 


(a) 证 明 lim, 14 (0)! Iper Gp(0) = M(g). 
(b) 证 明 对 任意 o> 1 4 G,(c) €C\R-, HRR 


Jm Def Go}, im (recto 97] 
pcP p>3 


在 C 中 恨 定 义 . 

(c) 由 前 推出 G2(1) #0 E o — 1+ Ht 57, (g(p) - 1)/»* 趋 于 某 有 限 
的 极限 . 

(d) 对 w = 0 应 用 第 二 部 分 定理 7.7, 证 明 级 数 > {9(p) — 1}/p 的 收敛 
性 


283. À FRERE DA. Wt g 为 实 乘 性 函数 . 


& (t) 表示 t c R 的 分 数 部 分 . 
€ [F] Delange (1961) 的 证 明 一 样 , 该 证 明 利用 了 Hardy-Littlewood-Karamata 的 Tauber 
型 定理 (我 们 用 第 二 部 分 定理 7.7 的 推广 形式 ), 但 细节 明显 不 同 . 


J 题 - 457 - 


(a) 证 明 (比如 应 用 第 一 部 分 定理 3.12) 
d{n : g(n) -0) -1- [T(1 - 2) y i 
p 


v Z0, g(p" )#0 
其 中 若 无 穷 乘积 发 散 则 视 之 为 0. 特别 地 , 推出 g(n) = 0 ae. 4H 
仅 当 Žoga =o 1/P = oo. 
(b) 假设 g a.e. FF, 并 令 


g(n): [| op”). 
p" |in, g(p")zz0 

证 明 g 和 g* 同时 有 极限 分 布 函数 . 可 先 处 理 强 乘 性 函数 的 情形 再 
用 Elliott (1979) 的 引 理 1.45. © 

(c) 现在 假设 g(n) #0 (n > 1). RE 为 素数 类 , 使 得 cp 1/p < oo. 
4 h(n) := lyin pge IP”), A := {a : pla > p € E), 并 用 符号 a 
表示 A 中 一 般 的 整数 . 证 明 Y^, c, 1/a < oo. 证 明 对 任意 N > 1, 
zcR 


winn > D a) D 1 


a&N a'«N/a m& N/aa’, g(a)h(m)&z 


推出 若 h 有 分 布 函 数 H, 那么 g 有 分 布 函数 G, 几乎 处 处 等 于 
a() - TT (1 - 2) Y; Bur DR 


pcE p acA 
HPE g(a) > 0, Ha(z) := H(z); Æ g(a) « 0, Ha(z) := 1— A(z). 
(d) 证 明 Galambos 和 Szüsz (1986) 某 定理 的 如 下 推广 : Rg ARES 
Jk, £43 SH n 21H g(n) 40, 且 apse 1/p < oo. MZ g HER 
点 连续 的 极限 分 布 当 且 仅 当 加 性 函数 In |g(n)| 满足 Erdós-Wintner 
EG 
284. Daboussi (1974) 定理 ， 若 数论 函数 f 使 得 对 任意 ac R \ Q 来 说 函数 
n e» f(n)e(an) 均值 都 为 零 , 则 说 它 有 (D) 性 质 . 
D 这 里 涉及 连续 性 定理 的 一 个 变 体 , 称 乘 性 函数 9 有 分 布 函数 , 当 且 仅 当 对 任意 固定 的 
r € R fll j € (0,1), 数论 函数 
ne — # tn) #0, 
0 #7 g(n) 20 
有 在 + = 0 处 连续 的 均值 p(T). 


Galambos (1971) 给 出 了 实 强 乘 性 函数 有 分 布 函数 的 一 个 充 要 条 件 . 一 般 的 情形 见 
Elliott (1979), 定理 7.11. 
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(a) 证 明 若 g 有 (D) 性 质 , Tz |g(n)| < x H Enp: |A(n)|/n < +00, 
ABZ h*g 亦 有 (D) 性 质 . 

(b) 设 f 为 模 不 超过 1 的 乘 性 函数 . 证 明知 g(n) = n(n)?f(n) À (D) 
性 质 , f 亦 然 . 

(c) 以 下 对 y > 2 定义 完全 乘 性 函数 uy, vy 为 


uy(p) :=1 (p>y), Uy(p):=0 (p<y),  vy(p) = 1—-uy(p). 


WEB] uy := 1*wvyp, 并 推出 uy 有 (D) 性 
(d) i f 为 模 不 超过 1 的 乘 性 函数 ， oe. v 22H] f(p^) = 0. 证 明 
f = fuy * fry. 适当 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , WEY x > 1 À 


= Y f()je(on) 


nz 


< A(z)(Bi(x) + Bo(x)), 


其 中 A(z) = (1/z) Dons uy(n) H 
By(c) : POA vy(d) Y. u(n), 


UTE n&r/d 
—— 1 
Bs): D) fw Y wink(an(d-d)). 
1«d,d'£z, d#d' n&z/d', n&z/d 


(e) 证 明 lims. A(z) = [[,<,(1 — 1/p) B. Bi(z) < 1. 利用 fvy(d) 1X. 
在 有 限 个 整数 d 处 非 零 的 事实 , 证 明 当  — +00 时 B2(x) — 0. 
(f) & y — oo, 证 明 Daboussi CH: 任意 模 不 超过 1 的 乘 性 函数 均 有 
(D) 4f .9 
285. Montgomery 和 Vaughan (2001) 的 一 个 估计 . & M (n, z)—-Y ulnd<zA(d). 
(a) 用 引 理 4.13 证 明 对 0 < a < 1,7 40 一 致 地 有 


cos(r In p) 


ia < 2ln2(3 + |7|) + OQ), 


p»exp(1/|T]) 
| cos(T Inp)| < 


1 4 
pita < =In= +(2- 元 ) Inz( + |r|) + 0). 


p>exp(1/|7|) 


(b) TERRE REM n > 178 
I] (1-p71-*-*^) 


pin 


9 这 里 提出 的 证 明 异 于 Daboussi 原来 的 证 明 ( 见 Daboussi 和 Delange， 1982), 也 是 
Daboussi (1989) 的 结果 . 


sia 2—2/n 
«a (in(3 + rl) (0<a<1,7TF£0). 


(c) 由 定理 4.7 推出 
(4.73) max IM (n, z)| < z(1nz) /?! (x > 2). 


(d) 证 明 (4.73) 的 左边 > 2/Ine. Mne:=[] peer P 估计 


cos In px 
99 . 
f M (nz, t) dt/t?™, 
1 


并 推出 (4.73) 中 的 常数 1/0 最 优 . 9 
286. Halász (1971) 的 一 个 定理 ， 设 E 为 素数 类 . $ Ex) := Voce, peg 1/P 
并 考虑 如 O(n; E) := 37,44 pew V 定义 的 乘 性 函数 ， 
(a) 用 定理 4.17 证 明 若 > 0, 6 < |z| < 2 — 6, 对 不 超过 6 的 某 常数 
cl >0 有 


2 zB) € vexpf(lz| - 1— e([z] 一 3tez)) E(z)). 


nic 


(b) 用 定理 4.18 证 明 , 若 [z — 1| < 1, 对 某 些 绝对 常数 © > 0, cs > 0 有 


1 | 
= Y OE) _ C 


n<T 


« lz = fete Yee) de Ese ESS 年 (In x)" p, 


(c) 如 第 二 部 分 定理 6.3 证 明 那 样 用 Cauchy 公式 , 从 (a) 和 (b) 中 推 
出 对 E(x) > 2, 6E(x) «m < 2 —6)E(z) 一 致 地 有 @ 


POP e 一 已 (z) Im F E(z)| 
uL (ioo à E(z) )} 
287. 收敛 到 Gauss 分 布 . 
本 习题 中 记 y = y(x) = ZL Inez, 
(a) 设 A(x) 为 单位 圆 盘 中 取 值 量 对 p > y Rv > LE Gp) = 188 
乘 性 函数 G 组 成 的 集合 . 证 明 对 x > 2, G € A(x) 一 致 地 有 
> nee Pr 


<z p" In x 
(b) 3 {gs : 2 2 2) 为 一 类 模 至 多 为 1 的 乘 性 函数 , 使 得 
Jim. D Ige(p) — 1/p = 0. 


y«p&cz 


® 其 实用 Hall 和 Tenenbaum (1991) 的 方法 可 证 明 在 (4.73) 中 可 将 < RM x. 
© 更 精确 的 结论 见 Halász (1972), Sárközy (1977b). 
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引进 Gs(n) := Tay, pen 9s (0^) 并 用 (a) 证 明 
>》 gz(n) eMe 7) 3: ET + ofa). 
v20 


nic 
设 f 为 实 加 性 函数 , 4 r 趋 于 无 穷 时 满足 下 列 关 系 : 
i D(x)? := Doce f(p)?/p > +00, ii) ^. f(p)/p = o(D(x)), 
iii) Dycpea|f()|/p = o(D(z)), iv) max,<s|f(p)| = o(D(z)). 
对 r ER, & g,(n,7T) := exp(irf(n)/D(z)). 证 明 对 固定 的 7 及 
per 有 


g«(p,T) -1 — irf(p  7?f(p HOMO 
VAR lobis) PD? +0 (be) PDE) ) 
从 中 推出 limz_ ,+oo a du gz (n, T) 的 存在 性 及 其 值 . 证 明 对 任 
BzeRA@ 


Jim IUE <z: f(n) < zD(z)) e-*/? dt. 


"mL 


(d) 应 用 : 形 如 f(n) := 35, (7 1) Une!) 的 强加 性 函数 是 否 有 正规 阶 ? 


第 五 章 AE A Fee GK 


85.1 简介, Rankin 方法 

BEM n 的 最 大 素 因 子 P (n) 不 超过 y, 则 称 之 为 y- 脆 数 . 记 
(5.1) S(x,y) := {n < x : P* (n) < y] 
为 不 超过 z 的 y- 脆 数 构 成 的 集合 . 本 章 中 将 讲述 文献 中 研究 的 值 
(5.2) U(x, y) := |S(z, y)| 


估计 的 各 种 方法 . 该 问题 在 许多 数论 问题 中 很 关键 , 使 用 的 方法 从 各 方面 来 
说 都 是 典范 ， 
对 每 个 固定 的 y > 1, V(z, y) 是 乘 性 函数 


1, @Pt(n)<y, 
(5.3) x(n, y) := Hs 
0, Æ P*(n)»y 


的 和 函数 . 对 应 的 Dirichlet 级 数 是 Riemann 函数 Euler 乘积 展开 的 前 部 , BI 


(5.4) e= a-y D ee a 


P<Y 
在 1938 年 一 篇 关于 相 邻 素数 之 间 的 大 差距 的 文章 中 , Rankin 设想 了 对 
V(z, y) 作 上 界 估 计 的 一 种 方法 , KEEF C(s,y) 的 收敛 坐标 是 o = 0 这 一 事 
© 见 定理 5.26. 
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实 . 事实 上 , 对 任意 o > 0, 有 


(5.5) teys D (2) 2x09. 
n>1, PF(n)<y 
选取 最 优 的 0 便 得 到 一 个 具体 的 上 界 估计 . 该 过 程 很 简单 但 效果 很 显著 , 可 
以 许多 方式 推广 , 如今 称 它 为 Rankin 方 法 , 将 在 定理 5.1 的 证 明 中 使 用 它 的 
一 个 简单 形式 
在 O(a, y) 渐进 性 质 的 研究 中 数值 


(5.6) - = (x > y > 2) 
有 决定 性 作用 . 本 章 将 系统 地 使 用 (5.6) 的 记号 . 
定理 5.1 有 
(5.7) V(z,y) < ze"? (r2y22) 


证 明 ”可 设 y > 11; 否则 Y(x, y) < U(x,7) € (Inz)*, 而 上 界 估计 (5.7) 
的 阶 是 z 的 多 项 式 . 在 此 情形 下 , 对 任意 a > 0, 有 


(5.8) W(z,y) < 23/4 + V^ (a) x(n, y). 
nir 


对 于 a := 2/(31n y), 乘 性 函数 n 9 n?x(n, y) 满足 推论 3.6 的 条 件 . TEE 
x(n, y) <e (+ =) < zexo (0( 37 72)) «s. 


代入 (5.8) 并 注意 到 对 于 y > 11 有 inc > Lu, 便 得 要 证 的 结论 . 口 
显然 上 述 证 明 并 非 最 优 . 通过 深刻 地 应 用 Rankin. 上 界 估计 (5.5), Bruijn 
(1966) 得 到 了 一 个 一 致 的 渐 近 估计 , 给 出 了 In (x, y) 4u 和 y 趋 于 无 穷 时 


的 一 个 等 价 形式 . 以 下 给 出 稍为 精确 的 一 个 版 本 , 其 相对 余 项 当 y — oo 时 赵 
TX. 令 


ln z 


(5.9) z= PE in (re pl) + nt) =u f m (a T ) àv. 


定理 5.2 对 z>yy>2 一 致 地 有 


(5.10) In V(z,y) = zh eo +—-)} 


Ing 2r 


85.1 简介 , Rankin 方法 - 463 - 


证 明 ”不 妨 设 x 足够 大 . > 


PEN -Ç (c, y) tek Inp 5 
(5.11) Py(o) := qm »— zi (0 « c « 1). 


(5.5) 中 参数 o 的 最 优 值 是 方程 


Qy(o) = mx 
的 唯一 解 a = a(x, y). 
证 明 的 第 一 步 是 找到 alx, y) 的 一 个 具体 的 逼近 . 为 此 要 用 素数 定理 来 对 
py(0) 对 于 y > 2,0 < o < 1 一致 地 作 估计 , 得 


(5.12) p(o) = A E ofi )} 


该 估计 的 证 明 比 较 技 巧 化 , 但 复杂 程度 尚 可 , 这 里 略 去 , 但 在 习题 288 中 指明 
推理 的 主要 步 又 . 
从 (5.12) 中 可 推出 估计 


(5.13) o(z,y) = B(z, y) {1 +0(24)} (x > y > 2), 


其 中 8 = B(z,y) 是 方程 y/(y? — 1) = Inz 的 解 , 即 


In(1 + y/ lng) 
lny 
为 证 明 (5.13), 先 观 察 到 1 < (1— y-077)/(1- 0) &Iny. (0& a « 1), 代入 
^ 2) 后 得 到 a = 84 Oln y/ Iny). 这 便 对 8 > i 的 情形 证 明了 (5.13). # 
< $, 重新 将 该 估计 代入 (5.12) 中 , 得 


ee 


从 而 ye = y^ (1 + O(81nz y)), 故 终 得 (5.13). 
在 (5.5) 中 选取 o = 6 便 得 到 定理 5.2 中 的 上 界 估计 . 注意 到 


(5.14) B(x, y) := 


Inz= 


= a 
(5.15) Z = pins + n (1——). 


由 (5.5), 有 


(516) ^ W(zy)«aP,y) = (Ly) exp {Bina + J, eye) de}. 
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当 y < (Inz)? 时 , 当然 有 8 « 2. 从 (5.12) 便 得 
= 1 y [?? (nydo 
J, e - 6o (23a f (1— e)(y* — 1) 
J 1-0 Inyd ) 
+0 d oa). 
( Ti ny 
第 二 个 余 项 < y3. 对 o 的 积分 等 于 
2/3 Iny 2/3 olny 1— y 2/3 1 [? tdt 
J, paol [ we oo) =i (Se )*o (us J, 5) 


=n (9) o Gs + Fin) 


于 是 


ploda = {1+ 0E) ) em (135) «o( 652), 


第 二 个 余 项 < Z/Iny. EXE, Sá y «&Inz Hj 8Iny € 1, À Z > y/Iny; 当 
lng < y € (Inz)? WA bloy > 1, iX 


y + piny) By ^. 4 
yf (lny)? " Iny | ny 


代入 (5.16), 便 对 y < (Inz)? 得 到 上 界 估计 


(5.17) In V(z, y) « 2{1+0(-—)}. 


M (Inz)? <y <r B>1 M (5.12) 中 得 


py(0) = De +0(=-)} (B € e « 1). 
这 立即 推出 


1 (1—8)lny av 1-6 
m 1 e"—] y 
J, Py(o) do = +o( 志 )} | E dv < dm 


注意 到 y-8 = G + SM “ie 故 


Inz 


1 
Inz 
d a 
J plo) do < =, 


从 而 


jn 得 (z， 由 <pnz+o( 记 2 =) <Z{1+0(; —.)} 
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于 是 便 在 各 种 情形 下 均 证 明了 (5.10) 中 的 上 界 估计 . 为 得 到 下 界 估计 ， 
令 v := ful, z := 2", k :— n(z). FH V(z,y) > 更 (z, 2) 而 显然 每 个 使 得 
> 4 v; S v 的 非 负 整 数 k- 元 组 (21, vx) 至 少 对 应 于 一 个 计 入 WV(z, z) 中 
的 整数 , BU TT, p? (其 中 op; 表示 第 ; 个 素数 ). 于 是 


U(z,y) > ( P 
v 
从 而 应 用 Stirling 公式 便 得 
In V(z,y) > (k - v)ln(k +v) - klnk — vInv + O(1-- In min(k, v)). 


该 下 界 估计 的 主 项 还 可 写成 fo In(1 + v/t) dt. 于 是 看 到 将 换 成 z/ Inz 
带 来 的 误差 


«(+ < gin (172). 


zZ 


这 样 有 
(5.18) In V(z,y) > Ww) +0(—)}, 
其 中 i | 
W(2) := = in (+ —) 十 zn (1+ —). 
容易 验证 


W(t) 1 lng 
/ RN D SERRE 
POUSSE tubis ) 


简单 计算 后 得 到 , yy«t«y* À 
In x 
FRERE. Ti y < (In z)*, 
W'(t) < fe CI D 
‘nt?’ Æ (lnr) «y&za. 
注意 到 (Iny)/Inz = 1+ O(1/u), 通过 简短 的 计算 , 从 中 得 到 


1 1 
Z -—W(z) = W(y) - W(z) < min(Ing,1n2 z) < Z (zs 十 in) 


代入 (5.18), 得 


In V(z,y) > zh *o(— 十 zz 


于 是 定理 5.2 得 证 . 口 


定理 5.2 WHAT y 穿 过 值 Inz 时 Y(x,y) 性 态 的 变化 . 在 以 下 各 节 中 
将 详细 描述 这 个 现象 . 它 可 以 至 少 部 分 地 用 以 下 事实 来 解释 : 当 y 值 较 小 时 ， 
对 于 yy < (1 一 ce)Inz 成 立 的 关系 


I[»-99) (o9 


p&y 
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RA W(x, y) 所 计数 的 整数 集 以 一 种 特殊 结构 : 在 典 则 分 解 中 某 些 指数 必须 “ 较 
大 ”. 


85.2 ”几何 方法 


从 前 述 定理 5.2 的 下 界 估计 的 证 明 中 看 到 , 数量 更 (z,y) 可 解释 为 R* 中 
某 多 面体 中 的 整 点 个 数 , 其 中 := n(y). 34 k BRAN, 容易 得 到 一 个 好 的 
估计 


Ny(z) := Ls sss) EN: 2 uigjgk Vilj € 2i 
定理 5.3 XI k21,220,7 


k 
(5.19) ^ M Seos O EOM Is 


1<j<k 1«j«k 03 
Xf k := n(y), z := Ing, a; := Inp, (其 中 Pj 表示 第 j 个 素数 )， 有 
Nk(z) = 亚 (zy) 及 ice a = Oy) « y. 于 是 立即 得 到 如 下 结论 . 


推论 5.4 (Ennola, 1969) 42<y< VinziInzz 一 致 地 有 


Inz y? 
20) Fou x I] ic» seb V 
定理 5.3 的 证 明 ”对 归纳. k = 1 时 结论 成 立 . 这 是 因为 
zZ z z+a 
Z <me=1+|Ź|< — 


假设 (5.19) 中 的 两 个 不 等 式 对 一 1 成 立 , Hk Sl. 有 
Nx(2) = > Ny-a(z = vak), 


OXv&z/ak 
xi 1 1 
(k — 1)! 二 Il; "EID < Nk(z) < SES DIE pig m Sy (w), 


其 中 54(t) := oc (t — vag)**, w := z + 2 1<j<k Gi 
设 n:= |z/ap]. 由 0 BY Euler-Maclaurin 公式 ( 见 第 一 部 分 定理 0.7) 得 


Sx(2) = >》 (z — vak)" =f (z — tax)" dt + = 3{(z nag)" Nap TRA 


O<vaen 


— (k — 1)ax ie Bi(t)(z — tax)? dt, 
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其 中 B1(t) := (0 — 1. 最 后 的 积分 的 绝对 值 不 超过 


-3 f ae tmt io 人 none 


由 (z — nar)/kax < 1/k < 1, 得 


JE diss k zk 
Si (2) > -[t = Era) + (z—-nax)! > Dom. 
这 便 证 明了 要 求 的 下 界 估计. 


为 得 到 上 界 估 计 , 重新 应 用 Euler-Maclaurin 公式 , 但 把 z 换 成 w. 得 


k E kawt! (w+ ap)"! 

< = k—1 kcb zog Kk k 

Sy (w) | (w—tax)" “dt+w € Doy gag ES CO 
命题 得 证 . " 


除了 提供 关于 更 (z,y) 的 整体 性 态 的 信息 之 外 , Ennola 定理 还 明确 了 该 
函数 变化 的 局 部 信息 . 当 y 小 的 时 候 , 看 到 (m, y) 对 于 素数 分 布 的 奇异 性 非 
常 敏感 . 比如 容易 从 (5.20) 中 推 知 当 y < Vine 时 不 存在 与 V(x, y) 等 价 的 关 
于 z A y 的 连续 函数 . 事实 上 , y 是 素数 , 当 xz 和 y 趋 于 无 穷 时 有 


(x,y) In x Inz 
V(ry-) m(ylmy y 


85.5 中 还 将 回顾 这 一 点 . 


— OQ. 


§5.3 ”函数 方程 


像 大 部 分 得 法 问题 中 涉及 的 量 一 样 , (m, y) 满足 一 个 函数 方程 . 
定理 5.5 对 z>1ly>1l 有 
(5.21) W(z,y)=1+ ` V (z/p, p). 
p&y 
证 明 XP n 1 TA W(z,y) "P, 可 将 m 写成 n= mp, 其 中 p= Prin). 
最 后 一 个 条 件 等 价 于 P^ (m) <p. 从 而 


Vzy)=1+ > MM. 1=1+>》， >: 1, 


PSY n&z, Pt (n)-p PSY m&zz/p, P* (m)&p 
此 即 (5.21). 口 
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推论 5.6 (Buchstab 恒等式 ) 对 z>1,z>y>1, 有 
(5.22) W(r,y)- V(r,z)- M W(z/p,p). 


y«p&z 


通过 对 Lu] = [In z/Iny] 递归 , 该 等 式 可 用 来 渐 近 地 计算 V(z,y). 事实 
E, 当 y>z, 即 v 入 1 时 有 亚 (z,y) = |r|. 注意 到 只 要 y > Vo, 在 (5.22) 中 
[E z/p«p. 于 是 (R z= r) Xf /z«yx z, 有 
V(z,y)— |z] 一 2. [x/p| ~ z(1 — lnu), 


其 中 用 到 了 素数 定理 . 注意 到 可 再 将 该 估计 代入 (5.22). Ht z = Vz, 可 得 对 
zx1/3 «yx Z1/2， 有 


V(z,y) ~ z(1 —1n2) - D» mat — In in (2E) ~ zo(u), 
y«p& 
其 中 
o(u) =1-mu+ | In(v 1) (2 € u « 3). 
显然 该 过 程 对 于 任意 s > 0 给 出 了 渐 近 关系 
(5.23) V(rz,y) ~ zolu) (zf <y <2), 
其 中 o 是 由 初 值 条 件 o(u)=1 (0 <u < 1) 和 方程 (5.22) 的 光滑 化 版 本 , 即 


(5.24) o(u) = o(k) — [ o(v — n% (k<u<k+1) 


所 决定 的 常数 . 
该 函数 是 Dickman 于 1930 年 发 现 的 , 如 今 以 他 的 名 字 命 名 . 它 在 v=1 
处 连续 , 在 u > 1 时 可 微 , 且 是 微分 差分 方程 


(5.25) ug'(u)+o(u—-1)=0 (u>!) 
的 解 . 对 (5.24) 求 导 便 得 该 方程 . 出 现 反映 Buchstab 等 式 的 这 类 方程 是 得 法 
问题 的 特征 . 

定理 5.7 Dickman 函数 o(u) 满足 以 下 性 质 : 

G uat) — f oa (w>1), 

(ii) o(u) 2 0. (u > 0), 

(iii) o'(u) <0 (u » 1), 

- (iv) o(u) < 1/T(u +1) (uz 90). 
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证 明 (i) 由 (5.25) 以 及 o 的 初 值 条 件 立 得 ， 事 实 上 ，( 的 两 部 分 在 
u > 1 上 有 相同 的 导数 , HÆ w= 1 处 有 相同 的 值 . 

现 证 (ii). Wr := inf(u: o(u) = 0). À r 有 限 则 7 > 1. 这 是 因为 o 连 
续 , A o(u) = 1 对 于 0gw<g1 成 立 . 由 (i) 得 


0 = ro(r) = [| o(v) dv. 


于 是 由 r 的 定义 , o 的 连续 性 推出 等 式 的 右边 为 正 ， 这 说 明 r 无 限 , 故 (i) 
成 立 . 

(iti) 由 (ii) 及 函数 方程 (5.25) 立 得 . 

对 大 := |u| 归纳 来 证 明 (iv). 由 于 o(u) = 1 (0 < u < 1), 4k=0 时 命题 
成 立 . Æ k > 1 从 (i, (ii), (iii) 及 归纳 假设 得 
o(u — 1) 1 1 


Sapa) Muri 5 


atu) == | : o(v) dv < 


后 文中 (推论 5.19) 将 看 到 渐 近 关系 (5.23) 在 z,y 的 很 大 的 一 个 区 域 中 
成 立 . 如 下 定理 是 在 该 方向 上 的 中 间 结 果 , 是 归纳 应 用 Buchstab 恒等式 的 初 
HE. 


定理 5.8 对 x>Yy>2 一致 地 有 


(5.26) W(x, y) = zolu) + oo 


证 明 鉴于 v — oo 时 ol(u) 速 降 , 可 仅 对 u < 21n2 y 的 情形 证 明 命题 . 
相反 的 情形 下 , (5.26) 余 项 的 阶 大 于 其 主 项 , 结论 由 定理 5.1 可 得 . 
FES A(z,y) 为 关系 


T(z, y) = zelu) + Sw) 


所 隐 性 决定 的 量 . 如 前 述 所 见 , 对 y > 2,1<wus2 有 Al(z,y) «1. SKE, 
由 z = xz 下 的 关系 (5.22) 推出 


V(zy)-|z|- Y, iz/p] = 21 mu) +O(r(x)) = zetu) - 0( ——). 


Inz 
y«p&zcz 
下 面 将 对 k < 14+2Ingy 归纳 , 证 明 数 量 
Arly) := 1 +sup {]A(X, Y) :y «Y « X « Y") 


有 限 且 一 致 有 界 . X Ay) < oo (k > 2), 并 考虑 X,Y, 使 得 了 > y, 
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Y2 < X<Y, z= VX, Mt (X,Y) 用 (5.22), HE U := (InX)/InY, 得 


W(X, Y) m U(X, VX) = > V(X/p, p) 


Y«pxv X 
U 
(5.27) = x [o0) 一 f olv — 1) aL) 
x (2 _ A(X/p,p) mY 
gy AVI) P plnp 
其 中 ' 
LW):=- 》 Z--h(wU)-O(e VY). 


Y<p<X1/v 


定理 5.7 的 性 质 (iii) 说 明 o 单调 下 降 . 由 Abel 求 和 法 立即 得 到 
U U 
[ «nato f oo-d eto(e 7) = o(2)- at) eo (9). 


男 外 , Y <p< vX, 有 


于 是 对 这 样 的 p, 可 将 A(X/p,p) 放大 为 Ak(y) — 1. 代入 (5.27) 便 由 素数 定 
理 得 


| 2 InY 
LEJAQG Y) «14 09e PY (aq) - a 5+ D oo} 


vesc /x PP 
< Ax(y)(1 +0, pud 
对 X,Y, Y žy, k«U &k- 1C ESRAEXSS, 得 
Alain y] (Y) < e Cpe? uc « 1, 
此 即 要 证 的 结论 . 口 


如 果 采 用 与 W(z,y) 所 满足 的 Buchshtab 恒等式 更 为 吻合 的 主 项 , 那么 定 
FE 5.8 的 证 明 可 以 细 化 . 如 此 可 改进 余 项 O(z/ 1n y), 但 这 样 一 来 余 项 便 依 赖 
Fu, 从 而 当 很 大 时 反而 不 好 . 这 是 该 方法 所 固有 的 不 便 之 处 . 在 这 一 方向 
上 de Bruijn (1951b) 选择 了 主 项 


s [uc od), Been’, 


(5.28) A(z,y) = | 
A(z--, y), | Gren. 


§5.3 函数 方程 "Eb 


将 在 $5.5 中 看 到 该 定义 的 另 一 个 直观 说 明 , 在 注 记 中 给 出 其 一 个 渐 近 展开 ， 
点 明 该 函数 在 x,y 一 个 大 的 区 域内 的 性 态 . 现在 仅 限于 指出 有 


(5.29) cask  (e«w) 
及 
(5.30) A(z,y) = A(z, 2) — [ 598 Gee 


这 样 A(z, y) 和 W(z, y) 具有 相同 的 初 值 条 件 , 并 满足 一 个 函数 方程 , 是 
Buchstab 不 等 式 的 连续 形式 . 
用 与 定理 5.8 类 似 的 方法 , de Bruijn 得 到 公式 


T 2 
(5.31) (x,y) = A(z,y) + ra) (z >y >2), 
其 中 
(5.32) Le(y) := exp { (In y), 


在 $5.5 中 将 证 明 , 4 y > (tn z)2 时 (5.31) 主 项 的 阶 为 colu). 由 定理 5.7 
(iv) 的 上 界 估计 知 (5.31) 只 可 能 在 区 域 


(5.33) exp { (In 0/8) +e) <y<z 


中 给 出 Tr, y) 的 等 价 形式 . 可 将 该 区 域 看 成 Buchstab 恒等式 迭代 方法 的 极 
限 适 用 域 . 

用 另 一 个 函数 方程 , Hildebrand (1986a) 可 观 地 改进 了 de Bruijn 的 结果 . 
在 (5.1) 的 记号 下 , 该 函数 方程 为 


(5.34) V(z,y)Inz = J Vy). +5 Aat (5, v). 
1 d€ S(z,y) 

相对 于 (5.22) 来 说 , 方程 (5.34) 有 两 个 优点 : 一 方面 , 由 于 它 将 y 视 为 
常数 , 故 具 有 一 元 方程 的 形式 , BAER; 另 一 方面 , CH (m, y) 表示 成 自己 
的 平均 , 迭代 后 具有 强大 的 正则 化 效果 . 后 者 在 Buchstab Ss PCA RIER 
体现 . 若 要 在 方法 本 身 中 寻找 该 现象 的 缘由 , 那 便 是 从 更 (z, 2) 出 发 截取 正 的 
项 来 计算 W(z,y). 这 样 可 以 合理 地 想象 , Buchstab 恒等式 的 迭代 制造 了 交错 
项 , 这 些 正 负 相 消 应 视 为 余 项 中 还 可 改进 的 部 分 . 

Hildebrand 证 明了 对 每 个 。 > 0, 公式 


(5.35) V(r,y) = zo(u){1 十 o(=%10))} 
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在 区 域 
(5.36) exp {(In2 7)s/3te} «y & x 
上 一 致 成 立 . 

它 作为 一 个 同时 推广 (5.31) 和 (5.35) 的 定理 的 推论 , 将 在 85.5 中 证 明 . 
该 定理 的 证 明 方 法 是 纯 解 析 的 . 这 里 就 不 试图 从 (5.34) 推出 (5.35) T. [BI] 
述 如 何 证 明 (5.34). 

实际 上 , 只 须 用 两 种 方法 计算 数量 


EE > Inn. 


ne S(x,y) 
一 方面 , 用 Abel 求 和 法 , 得 
dise a vu, 
另 一 方面 , 由 A 函数 的 卷 积 等 式 得 
S= X >》Ad= M A(d)Y(x/d,y). 


n€S(z,y) din d€S(z,y) 


(5.34) 的 男 一 应 用 见 注 记 中 的 定理 5.27. 


85.4 Dickman “X 


在 此 补充 上 节 引 入 的 Dickman 函数 olu) 的 解析 性 质 , 特别 阐明 其 渐 近 


回顾 将 o(u) 定义 成 微分 差分 方程 
(5.37) ug' (u)+e(u—1)=0 (u > 1) 


fE u = 1 处 连续 , 在 > 1 上 可 微 且 满足 初始 条 件 o(u) = 1 (0 < u < 1) 的 解 . 
为 方便 计 , 以 下 将 olu) 延 拓 到 整个 R 上 使 得 (5.37) 处 处 成 立 . 令 


(5.38) o(u)=0 — (u«0). 


这 样 定义 的 olu) 右 连 续 , A u = 0 处 有 唯一 的 第 一 类 不 连续 点 . 显然 上 Dt 
微分 o (u) YE RV {0,1,...,k} 上 有 定义 , 且 在 例外 点 w= j (0 < j < k) Ab 
有 第 一 类 不 连续 点 . 将 其 右 连续 延 拓 到 R 上 . 

Dickman 人 研究 的 方法 基于 Laplace 变换 


(5.39) o(s) := [ e *' o(t) dt 


85.4 Dickman SI + A73 - 


以 及 用 Laplace 逆 变 换 来 研究 olu). 由 定理 5.7 (iv), 积分 (5.39) 对 每 个 复数 
s 绝对 收敛 , 于 是 定义 了 s 的 整 函 数 . 
通过 变量 替换 v = ts AD scmRt 有 


(5.40) sat) = | | e" g(v/s) dv, 
从 而 由 (5.37) 得 到 

本 
解 这 个 微分 方程 知 对 适当 的 常数 C 有 


oo 


e *o(t — 1)dt =e *@(s). 


(5.41) sQ(s) =Ce 7), 
其 中 
(5.42) J(s) := Î B — dt. 


积分 J(s) 显然 可 延 拓 成 C\] — 00,0) 上 的 全 纯 函 数 . 下 列 引 理 有 关键 的 用 处 ， 
它 提供 了 该 解析 延 拓 的 附加 信息 . 令 


ete] 


(5.43) lu f desde aed) 


引 理 5.9 3} s € C\] — 0,0], 有 
(5.44) I(—s) + J(s) + y+ logs = 0, 


Jt y 表示 Euler 常数 . 
证 明 ”用 分 部 积分 , 从 等 式 7 = -T'(1) 立即 推出 


—1 et —1 —oo ; dt 
= f rS a+ f ra 

不 改变 该 表达 式 的 值 , 可 将 实 积分 路 径 [-1, -col 换 成 由 线段 [—1, -s] 和 半 直 

线 {-s 一 t:t>0} 组 成 的 折线 , 得 


esed “Set —1 Od fee 
= | t ux FE aa f t] rh 
合并 前 两 个 积分 便 得 到 (5.44). . — dX 
通过 该 结果 可 补充 O(s) 的 计算 . 
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定理 5.10 对 任意 复数 s 有 
(5.45) F(s) = e"*! C79. 
证 明 ”根据 (5.41) 和 (5.44), 24 s 不 是 非 正 实数 时 , 有 
sals) = C e-7(9) = Oset CS), 
从 而 
6(s) = C at), 
而 一 方面 由 (5.40) 得 
im se(s) = e(0+) = 1, 
另 一 方面 , 由 (5.41) 推出 
= 
从 而 C = 1, (5.45) 得 证 . 口 


在 习题 289 中 将 提出 等 式 6(0) = e 的 一 个 数论 证 明 , 归结 到 定理 5.1 和 
定理 5.8, 其 值 由 Mertens 公式 给 出 . 
olu) 的 正则 性 及 速 降 性 说 明了 Laplace 逆 变 换 


1 atioo 
À im ^ us 
(5.46) ol(u) = 5 f O Dej" ds 


对 任意 o € R, u #0 收敛 @. 与 鞍点 方法 的 原理 一 致 8, 当选 取 a 为 被 积 函 数 
导数 的 某 个 零点 时 , 可 期 望 实数 o 的 某 个 小 邻 域 中 的 贡献 占 整 个 积分 (5.46) 
的 大 部 分 . 将 o(s)e"* 在 s = a 处 Taylor 展开 便 得 到 olu) 的 一 个 渐 近 等 价 . 

从 公式 (5.45) 立即 得 出 a 的 值 . 需 选 取 a = —£(u), 其 中 上 = £(u) 是 方 
程 


(5.47) &=1+ue  (u»0,us 1) 
唯一 的 非 零 实 根 . 约定 £(1) = 0. 以 下 两 个 技术 性 引 理 可 将 积分 (5.46) 的 估计 
引入 正轨 . 

引 理 5.11 tus3A 


Em Ino u 
(5.48) £(u) = In(uInu) + of). 
Q 可 见 Widder (1946) 定理 IT. 7.3 或 II. 7.5. 
@ 见 Bruijn (1970) 第 五 章 . 
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WEB] HA 1 < E(u) < Inv. 对 (5.47) 迭代 后 这 个 简单 的 初步 估计 便 推 
出 要 证 的 结论 . 事实 上 , 有 
E = Inu +ln(¢ + 1/u) = Inu - In (Inu + In(£ + 1/u) + 1/u) 
= In(uln u) + Ol 口 


Inu 


引 理 5.12 ttu>i,s=—€(u)+i7r, TER, À 


ias T" p rufa}, = # |rl <a, 
exp {I(€)—u/(a?+@)}, 3 Iri» m, 
A 
(5.50) és -:h-o( 5) quies). 
证 明 ”首先 注意 到 (5.50) 由 (5.45) 和 形 如 
(5.51) sô(s) = e- 79 


的 (5.44) 立即 可 得 . 事实 上 , 只 须 用 显然 的 上 界 估计 J(s) « ert, 其 中 
c = —£(u). 
为 证 明 (5.49), 引进 数量 


dh. 
h 


H(r) := I(€) - ReI(-s) = i 
34 |r| x Bf, 1 — cos(hr) > 2r2h2/n2 X$ 0 < h < 1 成 立 , 从 而 
H(r) > 2 f near 
要 求 的 结论 于 是 来 自 下 界 估计 


1 1 1 
f he dh 3 f e dh > if e dh = Lu. 
0 1/2 0 


当 |r| > x 时 , 注意 到 可 设 u 足够 大 , 否则 结论 显然 . 根据 (5.48), 可 假定 处 于 
u >n? +E? 


的 情形 . 于 是 

d 
< 十 订 
=u- Re( ÉZ Sane € cos 9 = 2 


Cir \/ m2 + € T2 + €2° 


H(r) > [i e" {1 — cos(hr)) dh = u — Re( 
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其 中 9 := 7 一 arctan(7/€). 最 后 的 表达 式 中 v 的 系数 至 少 等 于 n?/(2x? +262). 
从 而 


ux? 2u u 
FO? ATE lp ETS 
现在 可 以 证 明 下 列 结论 , EA u — oo 时 olu) 带 余 项 的 渐 近 公式 . 


定理 5.13 (de Bruijn, Alladi) #u>1# 


eu exp {y — u£ + 19) E o(-)}. 


TE 将 (5.47) XE u RẸ, VAE E(u) = E/(1+-u(€-1)). 特别 地 , 4 u — oo 
时 有 £'(u) ~ 1/u. 另外 , 需 注意 到 (5.52) 的 主 项 可 用 等 式 


口 


(5.52) o(u) = 


(5.53) ug — I(£) = f «o dt (u > 0) 
来 变形 . 
证 明 S ô= 6(u) = x4/2«In(u + 1)/u 及 
1 i ~ us 
K(u) := Ds E o(s)e'"? dr, 
其 中 s= —€(u) + ir. 首先 证 明 差 值 


(5.54) 0 = 元; | MO 


可 纳入 (5.52) 的 余 项 之 中 . 
为 达到 该 目的 , 将 用 到 引 理 5.12. 区 域 < |r| < x 对 积分 (5.54) 的 贡献 


ec) pe dt eH) 
e — 
Vu In(u+1) vt u3/2 


同样 , 区 域 x < |r| <1 tue 上 的 贡献 


oo 
« rene f e 7 u/2r dr « 
ó 


« (1 4- u£)exp ( — uf + I(£) — u/(x? + €?)}. 


这 些 估 计 均 可 纳入 余 项 之 中 . 
最 后 , 可 用 (5.50) 来 估计 区 域 |r| > 1+ u£ 上 的 贡献 . 有 


oo oo —u£-4iru 
| o(s)e"* ar = f or {1+0(4)}ar«o, 
1--u£ 1--u£ T T 


其 中 用 了 第 二 中 值 公式 来 处 理 含 1/7 的 项 . 由 于 IE ~ u, 该 估计 的 阶 仍然 在 
容许 的 范围 之 内 . 
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REF K(u) 的 估计 . 为 此 要 用 到 Xs) Æ c = 0 的 邻 域 内 的 Taylor ER. 
注意 到 , 对 Res = -< 上 和 大 >1 有 
10 (s)| = | f Da dh| < 19 (6) < I'(£) = u, 
y " 


从 而 
I(E — ir) = I(£) — iru — ir?I"(£) — tir? I" (E) + O(ur*). 
BO r «uw 4H 
exp {I(E — ir) + us} = exp {I(E) — ug — 57^1" (6) (1  h(u)), 
其 中 
h(u) = exp { — ir’ I" (€) + O(ur*)) — 1 = — ġir’ I" (€) + O(ur* + ur). 


代入 定义 K(w) 的 积分 并 注意 到 由 对 称 性 知 含 73 项 积分 等 于 零 , 得 


en Met) fÈ apeyy2 4 ， 2 6 
(5.55) K(u) = 5—- f e 1 OP (1.1 O(ur^ + u?79)) dr. 
E 
余 项 的 贡献 
e- ue I(£) 
« : 
ud I" (£) 


将 积分 延 拓 到 无 穷 并 对 |r| > 6 上 的 贡献 作 上 界 估计 来 佑 计 主 项 的 贡献 . E 
意 到 


(5.56) I"(£) = 1/€(u) = u — (u —1)/6, 
得 


f en ar = yf PE f1+0(2)}. 


将 该 估计 代 人 (5.55) 并 考虑 (5.56) 便 得 到 命题 结论 (5.52). 口 
推论 5.14 设 k 为 之 0 的 整数 , uo 为 > 1 的 实数 . 有 


(5.57) e (u) = (-1)*£(u)*o(u)(12-O(1/u) (u > uo). 
证 明 ”对 函数 方程 (5.37) R k 阶 导 , 得 

(5.58) ug * P (u) = —g 9 (u —1) koP(u) — (u» 1). 

Xt k 作 归 纳 即 知 


(5.59) (-1)99(u)-0 (u>1). 
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于 是 (5.57) 对 有 界 的 成 立 . 
关系 (5.56) 说 明了 
(5.60) E (u) ~ 1/u, E" (u) = —1/u?  (u — oo). 
从 中 推出 , 对 足够 大 的 u, 有 
69) £w-)-£G«00/0) f edt = E(u) 00/2. 
代入 渐 近 公 式 (5.52), 考虑 到 (5.53), 得 
(5.62) olu — 1) = e(u)e*? {1 + O(1/u)} = u£(u)e(u)(1 + O(1/u)). 
对 大作 归纳 便 可 证 明 (5.57). 假设 该 式 对 大 成立, 由 (5.58) 和 E(u — 1) = 
€(u)(1+ O(1/u)) 形式 下 的 (5.60) 以 及 (5.62), 得 
ug*tY (u) = (—1)*£(u)^( — u€(u)o(u) + O(£(u)e(u)) }{1 + O(1/u)} 
= (—1) H E(u)" t uo(u){1 + O(1/u)}. 
于 是 (5.57) 得 证 . o 
推论 5.15 对 0<wv<w 一 致 地 有 
(5.63) olu — v) « o(u)e"* (9, 


证 明 Chu-icvoxulHBl8ou—v =1. AF I(E) ~ ,估计 (5.63) 
由 (5.52) 可 得 . 340v < u — LH, 由 (5.52) 和 (5.53) 知 ， 
g(u—v) Lu ex E 
olu) ae p{ | é( t) dt} 


由 (5.60), £(u — t) < Elu) — ct/u 对 适当 的 绝对 正常 数 c 成 立 . 要 求 的 结论 于 
是 由 基础 的 不 等 式 


cv? u 
. pu. <v<u—l 
(5.64) 24 In (: = -) + O(1) (O<v<u-1) 


而 得 . 口 
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由 Perron 公式 , 对 任意 a > 0, 有 


a+ioo d 


(5.65) wm=] Cons @ EN’). 


S 
27i S 
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将 看 到 上 节 估 计 Dickman 函数 时 用 到 的 鞍点 法 也 可 用 来 估计 积分 (5.65). 
参数 a 的 最 优选 择 是 超越 方程 


(5.66) zac y) — »3 2 — nz 


的 唯一 解 alx, y). 如 同 定理 5.2 证 明 中 所 见 到 的 , 数值 alz, y) 等 于 Rankin 77 
法 中 的 最 好 参数 值 , MHE (5.13) 给 出 了 y 一 oo 时 等 价 于 o(z, y) HE. 然而 ， 
alz, y) 的 隐 含 性 暗示 了 这 样 的 处 理 得 出 的 渐 近 公式 一 定 程度 上 不 易 使 用 . 本 
节 所 寻求 的 主要 目的 是 证 明 在 适当 的 关于 z,y 的 区 域 上 , 可 无 妨 地 将 a(z.y) 
换 成 一 个 显 式 逼近 . 其 结果 是 (5.31) 和 (5.35) 的 同时 推广 , 分 别 由 de Bruijn 
和 Hildebrand 得 出 . 

下 述 引 理 自 然 暗示 了 alz, y) HAE. > 


Y; := exp (n y)8/27*Y, 
并 在 全 节 中 使 用 记号 


u= pp Lely) = exp {(In ye 


为 今后 的 应 用 方便 , 将 给 出 比 所 需 更 一 般 的 结论 . 
引 理 5.16 对 任意 e €]0, 2, 存在 实数 yo = yole) 使 得 在 条 件 


1 


2 os Aes ore ge | 
(5.67) y 2 yole) c21 (In y)2/5+e 十 C2/3+e 


Ir] < Y3e 
下 一 致 地 有 
(5.68) C(s,y) = ¢(s)(s — 1) ny @((s — 1) In y) {1 + RD + y een) \, 


其 中 Cr := In(2 + [7]). 


证 明 ”首先 观察 到 在 上 述 假设 下 有 
(5.69) -Elsy = Z 


n&y 


(ui). 
事实 上 , 余 项 的 绝对 值 至 多 为 
Y At) =a Y ae < Y P. Y TE «y 3-0. 


ues PR AN re? 
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对 于 o < 1, 由 实效 Perron 公式 (第 二 部 分 推论 2.4) 推出 (5.69) 的 主 项 可 写 
成 


—1 K+HiT ra 


uw 1 一 Cr 2 
y y lafy lny 
(5.70) (s + w) dw+0( p ) 


2ni K—iT Ç y? 
的 形式 , HP k:=1-0+1/Iny, T := (|| - 2)Le(yP. 为 估计 对 w 的 积分 ， 
将 积分 线段 向 左 平移 到 


=q := 1 — c — 1/(In T)? 


L'N WE FAH SCRB AV F o—n, 平移 后 的 线段 位 于 5(9 的 Korobov-Vinogradov 
无 零点 区 域 之 中 . © 这 样 , 积分 线段 恰 穿 过 被 积 函 数 的 两 个 极点 , Bl w = 0 和 
w 二 1 一 s. 由 留 数 定 理 , 积分 (5.70) 等 于 


du yl^$ 1 C y" 
(5.71) salu Ter Mr g 


其 中 Ww 表示 连接 «til 并 经 过 —y HiT 的 顺 时 针 方向 的 折线 . 4 w € W 时 
He 
= +w)<InT < (In y)?. 


于 是 可 得 W 的 竖 直 线段 对 积分 (5.71) 的 贡献 
: 2/346 
d i qe dt << y'-" (lny)? In(T/q) y / (^ D^ 
K (ny Lely)? + y 07777). 
而 水 平 线段 上 的 贡献 则 可 用 
«y "T (lny)? <y Lely)? 


来 估计 . 
考虑 到 (5.69), 最 终 得 到 , 24 o < 1 时 


4 P et yl^$ mE 1 : 2/3+2e/3 
(5.72) cv) 一 ray 十 = + O(v zi? qeu e p 
SM o >1 时 , 鉴于 (5.69), 用 分 部 积分 可 说 明 , 只 要 将 余 项 乘 以 o, 该 关系 仍 成 
立 . 具体 细节 很 容易 , 故 略 去 . 暂时 假设 7 关 0 并 对 修改 后 的 关系 (5.72) 在 半 
直线 {s+t:t>0} 上 积分 , 得 
tés te 1 ~1/£2/3t€ 
(aac CS ey) 


e 见 第 二 部 分 第 三 章 的 注 记 . 
© 见 关 于 第 二 部 分 $3.10 的 注 记 . 
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其 中 记号 J(s) 的 定义 见 (5.42). 命题 结论 于 是 由 公式 so(s) =e" 7) 而 得 ; 取 
极限 便 得 + = 0 的 情形 . 口 


可 以 在 直线 o = -—t(u) 上 很 好 地 估计 o(s) 的 Laplace BRR AUR 
C(s, y) 表 近 中 出 现 了 该 孙 数 这 两 个 事实 是 我 们 在 Perron 积分 (5.65) 中 选取 
坐标 a 使 得 (a — 1)Iny = —£(u), 也 就 是 


(5.73) Q = Qo := 1 — §(u) 


的 除了 该 坐标 选择 适用 以 外 的 诱因 . 此 外 用 从 素数 定理 导出 的 估计 容易 验证 
(见习 题 288), 对 函数 pulo), © ao TE x, y 很 大 的 区 域内 是 a(z,y) 良好 的 估 
i: 


(5.74) a(z, y) = ao + (a «(y) +a E] 


Xt x > to(e), (Inz)!** <y & x BUR. 

为 使 引 理 5.16 能 用 在 积分 坐标 为 o = oo 的 情形 并 给 出 相对 余 项 1 + 
O(1/Le(y)), Eu) < (In y)?/-* 必须 对 某 适当 的 e > 0 成 立 . 考虑 到 引 理 5.11, 
这 也 等 于 说 zx Aly 位 于 平面 上 由 关系 


(He) z > To(E), exp ((Inz) /**1 «y & x 


所 确定 的 区 域 中 , 其 中 s > 0 是 任意 固定 的 实数 . 此 时 引 理 5.16 说 明 在 此 假 
设 下 , 数量 


ao 十 ico 
(5.75) = © {s)(s=1)Iny G(s 1)ny)a* À 
E T(r, y) FEU. (EBM (s — 1) Inyo s, REA (5.75) BM 
MESE bs 

(5.76) 7 NN \¢(1 + Hole nc de 

然而 容易 验证 对 任意 复数 s 有 

- S S -— S —st Lv | 
(5.77) it 十 Ta., = fe a( o). 


卷 积 定理 说 明 (5.76) 中 z 项 的 系数 是 
f dwn h ee 


的 Laplace 逆 变 换 积 分 . 
@ 在 (5.11) 中 定义 . 
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这 样 de Bruijn 函数 A(z,y) 在 解析 研究 的 鞍点 方法 中 是 作为 亚 (z,y) 的 
自然 逼近 出 现 的 . 实际 上 , 上 述 直 观 考虑 蕴含 了 真正 的 证 明 思 路 . 
现在 可 以 叙述 本 节 的 主要 定理 了 . 


定理 5.17 (Saias, 1989) 令 s>0. 36 (x,y) 位 于 区 域 (HL) 之 中 时 , 有 


(5.78) V(z, y) = A(a,y){1 + rp) } 
在 证 明定 理 之 前 , 先 说 明 如 何 用 它 来 重新 证 明 Hildebrand 的 渐 近 公式 
(5.35). 


推论 5.18 4- 6€ 5 0. 在 条 件 


(5.79) x > zo(&), (Inz)**yzz 
下 有 
(5.80) Az, y) = zo(u){1 + of) k 


证 明 ”由 Abel 求 和 法 得 
(5.81) A(z, y) = zolu) — (x) 一 a o (u — v) v dv. 


由 推论 5.14 和 推论 515, 对 任意 v, 0 < v <u, 有 


o'(u — v) € ¿(ujelu — v) € In(u + 1)o(u)e8?", 
而 在 区 域 (5.79) 中 有 


£(u) < In2z + O(1) < (1— ge) lny. 


这 推出 
u u /et(W N 
los —v n d 
bus f o (u —vjy "dv«l (u+ Detu) | ( 7 ) U 
< nlu +1) 
In y , 
于 是 欲 证 的 结论 成 立 . m 


推论 5.19 (Hildebrand) iX € > 0. 在 条 件 


x 23, exp ((Ingz)8/2**Y «y & x 
下 一 致 地 有 
(5.83) U(z,y) = zo(u){1 m O( 上 
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证 明 当 x > zole) Hj, 这 由 (5.78) 和 (5.80) 立 得 . HF u > 1 时 
olu) > 0, 结论 对 于 3 < zx < role) 来 说 是 显然 的 . 口 

注意 到 估计 (5.78) 含有 比 公式 (5.83) 精确 地 多 的 信息 . 特别 地 , 从 中 可 
导出 V(z, y) 关于 In(u +1)/Iny HHT, 见 注 记 . 

定理 5.17 证 明 的 第 一 步 是 截断 Perron 积分 以 便 用 引 理 5.16 来 逼近 被 积 
函数 . 我 们 提出 如 下 结论 . 


推论 5.20 设 e>0. 令 T:= Ls(Y). 对 (He) 中 的 zy 有 


1 (een g: ro(u) 
(5.84) V(r,y)— a, "- S(s, y) — ds+ (TE) 
证 明 ”将 应 用 第 二 部 分 定理 2.3. 用 R 表示 (5.84) 的 余 项 , 有 
ne z??C(ano, y) 
R « 2° + Rr, 
p 1 4- 7| In(z/n)| T 


其 中 Rr:= W(z-c/T,y)-— W(r—z/T,y) 4u 不 太 大 时 应 用 显然 的 上 界 估 
i 


Rr < x/T. 
否则 就 像 第 207 页 习题 171 那样 引入 权 函 数 
sin (tT/2) 
QU xoa pe TU 


其 Fourier 变换 为 


ü(r) := J. w(t)e ** dt = zü 一 Iz] - 


于 是 有 
ZN\ao x ] $907 "m 
Rr < > (=) w( n=) = xi]. M C(s, y)z?*iv(T) ds. 
Pt (n)&y E 
最 终 得 
(5.85) R« oela) + min (7. z^" max [cao + ir, y)| - 
VT VT«|r|«T 


由 引 理 5.16 和 定理 5.13 得 
(5.86) 2°°C(ao, y) ~ ze (WC (1- -w £(u))e(—£(u)) < rln yvu o(u). 
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(5.85) 右边 的 第 一 项 可 接受 . A u < 21n Le (y), 第 二 项 也 可 以 . 事实 上 , 有 


1 uT?” u 
ice K Qu) 


T VT ~ Lely) 


Mu > 2mL.(y) 时 , 可 应 用 引 理 5.16 (用 Le RE €) 及 引 理 5.112. AF 
lin y 2 VT 2 1-- u£(u), Xf VT < |r| <T, s = ao Fir 有 


C(s,y) < C(s)(s - 1) my @((s — 1) ny) « ¢(s) « nT. 
根据 定理 5.13, HERA (5.85) 右边 第 二 项 
K z?? In T « ce“ In y & xo(u)/Le(y), 


其 中 用 到 u — oo 时 I(£) ~ 的 事实 . 推论 5.20 得 证 . 口 


现在 可 以 完成 定理 5.17 的 证 明了 . 第 一 步 是 在 (5.84) 中 将 “(s 换 成 
HENIE. 应 用 引 理 5.16, 并 用 Le RACE < 知 该 操作 带 来 的 余 项 不 超过 


zo0C (a0,Yy) dr 
€< —— PES 
T 0 |ao 十 ir| 


其 中 人 = Lepo(y). 由 (5.86) 得 该 上 界 估计 具有 要 求 的 阶 . 
作 变 量 替换 (s — 1)Iny s, 可 将 新 的 主 项 写成 


p -Euw)+iT lny 


:一 一 一 ols (1+ =) — —e" ds 
27d —£(u)—iT? In y Iny s+ Iny 


T ~€(u)+iT? lny | T 
H 2ni D lny Alae i 
的 形式 , 其 中 
(5.87) MG) f elu- oal) WEN, 


并 约定 当 y" € N* 时 Alu) = Ay(ut), 这 样 总 有 Alx, y) = rà (u). 
将 积分 (5.87) 按 v < u/2 HI v > /2 分解 , 即 知 对 u > 0, y > 2 一 致 地 有 


(5.88) Ay(u) K o(u/2) + y "2. 


这 说 明 只 要 E(u) < tny, y” ¢ N°, Laplace HEREA 


1 —6(u)tioo | ds 
(5.89) alu) = z I NECI 


$5.5 “用 鞍点 法 逼近 (2, y) + 485 - 
(EUS. 于 是 该 积分 在 除去 使 得 y" € N° 的 (uy) 外 的 区 域 (Hz) 上 收敛 . 当 
z= y" c N* AY, 积分 (5.89) 按 主 值 收敛 到 
14), (u) + Ay(u-)}  Ay(u) + =. 
于 是 今后 可 假设 z 为 半 整 数 , 得 


(5.90) P = A(z,y) + JE f "- Ay (s)evs às). 


|r|» 7T? In y 


34 s = —£(u) +ir, |r| > T? Bf, 由 引 理 5.12, 得 


(5.91) so(s) = 1 + o( 5. 
而 且 从 6- 函数 通常 的 估计 知 
1 


(5.92) ca 3 o) « |s| 1/2. 


s+lny 
(5.90) 的 余 项 于 是 


c= + xW 


aT Tiny 


= = (5) = ds + o( 682). 


|r|>T? 


为 对 最 后 的 积分 作 上 界 估计 , 将 C(s) 用 其 级 数 部 分 和 ( 依 第 二 部 分 定理 
3.5 的 形式 ) oes yr, 即 


qo- Y; d- EE" LoL) = 5 3o) 


n&|r| n&|r| 


go 


= (s)o* $ —- a) ees A 3E £o(——). 


Iri» T? 


最 后 一 项 完全 可 以 接受 . 用 第 二 部 分 公式 (2.7) 可 将 对 n 的 和 式 通 项 估计 为 
TZ \ 0 1 
|) 1+(n+T?)|In(a/n)|’ 


比较 lz — n| 和 29/4, 分 别 考虑 两 种 情形 , 可 得 对 n 的 和 式 


3/4 ze). 
MOL EC mE gtr Er. 
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这 说 明 (5.90) 的 余 项 具有 要 求 的 阶 , 定理 5.17 得 证 . 

当 条 件 (He) 不 满足 时 , 鞍点 法 仍 适 用 , 只 是 需 选 取 (5.66) 中 定义 的 理 
沦 积分 坐标 o = o(r,y) Hildebrand 和 作者 (1986) 由 该 过 程 得 到 以 下 对 
z> y2 成 立 的 结论 . 回顾 记号 


n c np)? 
aces Inp s deve) - p p" 


aper (p7 — 1)? 


定理 5.21 (Hildebrand-Tenenbaum) 对 zx>y>2 一致 地 有 


(5.93) di uro) 


o4/2x|e/ (o u y 


(5.94) Ie, (a)| = (1+ =*) nzny{1+0(Fr + ing) } 


另外 , BO<e <4, y>(nz)**, A 


In(u + 1) u 
(5.95) V(z, y) = zo(u)exp itu + i \. 
这 里 不 证 该 结论 , 只 作 一 些 讨论 
首先 , 注意 到 由 对 a 的 估计 (5.13) 以 及 公式 (5.94) 推出 


ane. (o)] ~ zu =<) 
(5.96)  Iny < o4/2n|o; (o)| ^ In (1+ =) 2xu (1 + F « 


该 估计 可 用 来 将 Rankin 上 界 估计 与 w(z,y) 真正 的 范围 作 比较 . 即使 该 上 界 
估计 总 不 能 达到 精确 的 阶 , Rankin 方法 仍 相 当 有 效 : 比如 对 y = Ine 的 情形 ， 
文献 中 所 有 的 估计 都 导致 一 个 > exp {yO} 的 不 确定 因子 . 

接 下 来 , 注意 到 (5.95) 实际 上 等 价 于 推论 5.19: 只 要 稍微 加 强 定理 5.8 便 
可 得 到 该 结论 . 

BUA, 需要 提醒 读者 注意 像 (5.93) 那样 依赖 于 隐 含 参数 alx, y) 的 公式 的 
VERI. 已 经 看 到 加 入 对 a 的 逼近 后 可 得 到 真正 的 渐 近 公式 . 此 外 还 有 另 一 类 
应 用 , 基于 alx, y) 值 小 的 变动 容易 研究 的 事实 . 这 可 用 来 研究 亚 (z,y) 的 局 
部 性 质 , 即便 其 整体 性 质 未 必 完 全 清楚 . 下 述 结 论 是 该 方法 的 典型 之 作 , 可 从 
Hildebrand 和 Tenenbaum (1986) 定理 3 的 一 个 明显 的 推广 而 得 . 


定理 5.22 Iz 2y22,c21/&t:— (Inc)/Iny 一 致 地 有 


(5.97) U(cx,y) = (z, EE! +0((? +1) (= 1 22). 
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这 样 便 可 得 到 
W(2z,y) ~ V(z,y) & y € (Ina) to) 
及 


定理 5.22 的 另 一 个 应 用 见习 题 296. 
估计 (5.93) 还 提供 关于 变量 y 的 局 部 信息 . 比如 , 容易 从 (5.93) 和 对 
o(z,y) 的 估计 (5.13) 中 得 到 , 只 要 y 是 素数 , y < (In z)175, HA 


(5.98) W(x, y)/W(z,y-) "st (In z)/y, 


于 是 在 此 区 域内 不 存在 与 V(z,y) 等 价 的 连续 函数 . Hildebrand (1986f) 证 明 
了 在 区 域 y < (In z)?-* PAE TT BET UR. 

下 列 定理 给 出 了 亚 (z,y) 局 部 性 质 单 边 的 一 致 估计 . 它 是 (5.93) 的 简单 
推论 . 


定理 5.23 对 z>y>2c>1l 一 致 地 有 
1 1 
(5.99) U(cx,y) < c W(z, y) 1 je o(- n =) k 
WEBB # ai := o(cz, y). 这 样 a, <a. 由 (5.93), 有 


(cx) c(a, y) 1 Iny 
V(cz,y) = 5514 O|- + — |)?. 
ai Pee (GS y )} 
由 aa 的 定义 有 (cr)™C(ar,y) < (cz)*C(a,y)， 通 过 繁琐 的 计算 可 证 明 
o = o/a) 是 的 单调 下 降 函 数 ， 再 次 应 用 (5.93), 在 右边 将 ai 换 
成 a, 得 结论 中 的 不 等 式 . 加 
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本 节 将 说 明 如 何 用 前 述 W(r,y) 的 上 界 估计 来 证 明 Rankin 的 关于 相 邻 
两 个 素数 间 大 差距 的 定理 . 
为 此 从 定理 5.2 和 定理 5.21 中 得 到 2 


(5.100) V(ry)«zu"-c- yz | (r2y22) 


还 将 用 到 下 列 结论 , 由 大 簿 法 或 Selberg 筛 法 可 得 .9 


© 具体 细节 很 容易 , 留 给 读者 . 
亦 可 由 Brun 第 法 给 出 一 个 证 明 , 但 更 繁琐 ， 
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引 理 5.24 设 M, NEN* 并 令 4 为 包含 于 区 间 ], M+N] 的 整数 集 . 假 
设 对 每 个 素数 p, A 与 w(p) 个 模 p 剩余 类 不 交 且 w(p) « 1, 那么 


(p) 
[A] « N Jum 
Io 

所 谓 Jacobsthal 函数 是 指 将 自然 数 n 映 为 相 邻 两 个 与 n 互 素 的 整数 之 
间 最 大 的 差距 j(n) 的 数论 函数 . 

Maier 和 Pomerance (1990) 引进 了 最 大 的 能 被 ”的 素 因 子 筛 到 的 连续 整 
数 串 的 最 大 长 度 j*(n), DB 


j (n) := sup {7 E N:3teN,3{ap}pn : Vm €]t,z-t] dp| n: mz ap (mod p)). 
容易 看 到 

(5.101) j'(m)-23j(n)-1 (nz1). 

一 方面 , 倘若 (a4) £9? 表示 (1, n] 中 与 m 互 素 的 整数 渐 升 列 且 J(n) = amam, 
那么 区 间 Jam, amy- 1] Rn 的 素 因 子 第 到 , 故 (n) 1 < j* (n). 另 一 方面 , À 
Jt, t +j (n) 是 被 n 的 素 因 子 第 到 的 集合 且 (ap) in 是 相应 的 余数 类 , 中 国 剩 


余 定 理 保 证 了 存在 某 N 使 得 N = -ar (mod p) 对 任意 p | n 成 立 . 于 是 所 有 
形 如 N+m,t+1<m<tt+j*(n) 的 整数 不 能 与 nn BR. 故 j* (n) « j(n) - 1. 


iE INA 

j'(n) = sup {x € N : 3 {ap}pin : Vm €]0, 2] 3p | n: m = ap (mod p)}. 
事实 上 , 这 相当 于 在 j* (n) 的 定义 中 将 ap 换 成 op — t. 

id P := {pn}n>1 为 素数 的 渐 升 列 , 令 加 = Pny 一 pn (n > 1) 及 


有 (2 lI» 
文献 中 唯一 对 d, 的 下 界 估 计 来 自 j}(P(z)) 的 下 界 估计 . 事实 上 , 4 5 (P(z))>2, 
存在 区 间 jt, t +r] 完全 被 < z 的 素数 得 到 . 由 前 述 便 知 存在 N < P(z) 使 得 
区 间 |N+t,N+t+2] 只 含有 使 得 P-(m) <z 的 整数 m. 特别 地 , 该 区 间 不 
含 任何 素数 . 由 于 总 可 选取 t< P(z), 得 


j(P(z)) > z > 3px € 2P(z) : Pk+1 — pk 2 T. 


对 于 使 得 P-(n) > y 的 n € x, 保持 第 一 部 分 84.2 中 引入 的 记号 O(c, y). 
下 述 引 理 定量 地 体现 了 以 下 思想 . KEX z 的 区 间 可 分 两 步 得 去 , 首先 除去 
含 小 素 因子 的 整数 , 然后 考虑 相对 于 大 素数 的 剩余 类 . 
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引 理 5.25 H t, z, z, Z 为 整数 , 使 得 


(5.102) n(Z)— a(z) > O(a +t, z) — (t, z), 
那么 
(5.103) j(P(Z)) > x. 


证 明 ”对 每 个 ]z, Z) 中 的 素数 p, 可 指定 更 (z 1,2) — (t2) 中 计数 的 某 
整数 m, 使 得 这 个 映射 为 满 射 . 用 ks 表示 m 模 p 的 余数 . 令 


0， — Zip&z 


由 中 国 剩余 定理 , 存在 整数 N, 使 得 N = a, (mod p) 对 任意 p < Z 成立 . 区 间 
JN +t N t x] 不 含 任何 使 得 P-(n) > 2 的 整数 n. 事实 上 , 若 = Nm, 
t« m «tz, 要么 P^ (m) « z RH. P- (m) |N, i P-(m)|n; 要 么 P-(m)>z 
且 存 在 素数 p €]z, Z] 使 得 N + m = 0 (mod p), KM P- (n) « Z. 

这 样 区 间 ] +t, N 4-t4- x] 由 P(Z) 的 因子 所 第 到 的 整数 构成 , 故 

j' (P(Z)) 2 x. 

从 中 得 出 (5.103). " 

定理 5.26 (Rankin) 有 


(5.104) j(P(Z)) > (Z > 100). 


特别 地 , 存在 常数 c > 0 使 得 对 无 穷 多 个 m EN té, 有 


(In pn )(In2 Pn) In4 pn 
(5.105) dn c ne 


UE BH 设 z>2,M := P(z) Ry, w, HH 2<vsw sz. $ 


M; := P(v), M: := I] D, M3 := [I P, 


v«pxw w«p&z 


X M = MMM. &t< M 使 得 
t = 0 (mod M1M3), t = 1 (mod M2). 


那么 任意 |t,t+ x] 中 使 得 (M, n) = 1 的 整数 n, 亦 即 e(t 2, z) — a(t, z) 中 
计数 的 整数 n 可 写成 n = tm 的 形式 , 其 中 


(5.106) 1<m< T, (m, Mı M3) = 1; (m + 1, M2) E 
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id m = ab, HP a | MY 及 P-(b >z. b1, 那么 b> 2, W a < x/2. Xt 
EX v := z/z, 使 得 
bzZl-a-l. 


还 要 求 z > Vz, 这 推出 
bA1>b€EP. 


于 是 看 到 m 满足 (5.106) 当 且 仅 当 下 列 两 个 条 件 之 一 成 立 : 
(i) m | MP, 从 而 P*(m) < w, 

(ii) m € P, m > z, (m + 1, M3) = 1. 

(5.106) 的 解数 H 于 是 满足 


x lnv 
— < —— —— 
$(t + x, z) — (t, z) SH <Uw) + 


其 中 最 后 一 项 对 应 于 引 理 5.24 中 (ii) 解数 的 上 界 估计 . 

选取 z = z(In z)(Ing z)/(In2 z)? Rw = z^ns2/1nzz, 其 中 4 是 适当 的 常数 . 
这 样 u := Inx/Inw ~ Ingz/(Aln3z), FÆ ulnu ~ (1/A)ln2z ~ (1/A) Ina x. 
故 当 A 足够 小 时 ， | 


W(r,w) << au" € z/(In z)/^ € z/(Inz)?. 


从 中 得 出 


z r lnv z 
E (nz)?  Izlnw Sinz 
FH5|38 5.25 的 记号 , 可 选取 Z « z. 

由 Tchébychev 定理 , M = P(Z) < e32, 于 是 只 要 p, < eC? 便 有 d, > x. 
这 便 推出 命题 中 的 下 界 估计 . 口 


$(t + 2,2) — (t, z) 


ibid 


85.1 在 数论 中 , 将 一 个 整数 分 解 成 两 个 或 多 个 由 其 素 因 子 大 小 所 决定 的 部 
分 往往 很 重要 . 这 部 分 说 明了 函数 亚 (z,y) 在 解析 数论 中 不 断 出 现 的 原因 . 
Daboussi (1984) 证 明了 从 y 固定 时 y- 脆 数 构 成 的 模型 出 发 取 极 限 后 可 以 证 明 
素数 定理 . 该 结果 是 基于 脆 数 性 质 丰 满 的 一 般 方法 诸多 应 用 之 一 , 见 Daboussi 
(1989). 

关于 W(z,y) 渐 近 性 质 以 及 脆 数 在 数论 中 的 地 位 的 历史 性 介绍 可 见 Nor- 
ton (1971), Hildebrand 和 Tenenbaum (1993b), Pomerance (1995). 
$5.2 Ennola (1969) 还 对 y < (ln z)?/* 的 情形 给 出 了 更 为 复杂 的 渐 近 公式 . 
§5.3 Hildebrand 迭代 法 在 以 下 结论 中 有 简单 的 体现 . 
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定理 5.27 (Hildebrand, 1986) iX es > 0. 存在 常数 Ca > 0 使 得 对 
r2y22- 一致 地 有 


(5.107) U(z, y) > zo(u) exp ( — C3u/Le(w)}. 
证 明 Tit ausy. 否则 容易 用 定理 5.13 证 明 (5.107) 的 右边 不 超过 1. 
当 us y? Bf, 改变 常数 Cs 后 可 设 y 足够 大 . 固定 y > yo 并 令 
ôu) := inf. V(y", y)/y" ov). 
由 函数 方程 (5.34) 推出 


(5.108) W(z,y)Inz > X` A(d)Y(x/d,y) > xó(u)S + xó(u — 3) (81 — $3), 
dgy 
其 中 


So := 》、 ACD fu- md) (0 « 9 « 1). 


di d Ing 


暂时 承认 估计 


(5.109) So -ay otu- av O(a [1 5672. 


HF f o(u — v) dv = uo(u), 代入 (5.108) 并 除 以 zo(u) In x = zuo(u) ny 后 得 


V(z, 


2 B > é(u)r(u) + 6(u — 1)(1— r(u) + O(R.(u))}, 
其 中 


"MON "UM = 1 nwt) 
r(u) := a J o(u — v) dv, R,(u) := TEN LO” 


o 的 单调 下 降 性 推出 r(u) < 1. 由 于 5 也 是 单调 下 降 的 , 有 


ó(u)r(u) + ô(u 一 D — r(u)) > fat) + d(u— D} 
于 是 对 y > vo, u <y’, A 
5(u) > ôlu — 4){1 + O(Re(u)) } > ôlu — 3) exp {0(Re(u)) }. 
迭代 后 得 
m(u+1) uln(u+1) 
id xp {0 (SRG) | exp {0 ( hy Lely) )} 


> exp {O(u/Loe(u)) }. 
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只 余下 (5.109) 的 证 明 . 由 素数 定理 推出 
5 aC) — vIny — y+ O(1/L«(y")). 
d<y° 


故 


Sa = A olu — v) d(vIny) + oS + o( f oy dv). 


第 一 项 便 是 (5.109) HEM. + < := 2-6. 用 推论 5.15 可 将 第 二 项 放大 


e uln(u 十 D) 


< olu) + olu) exp {86(u) — (Biny)*} < od {1+ TS 


由 推论 5.14 和 推论 5.15 得 第 三 项 
« o(u)ln(u + D / exp {vé(u) — (vn y)" ) dv. 


i Elu) < lny)", 上 述 积分 至 多 等 于 


1 
1 1 
P E ET PENE 
[ 9»! 5(vIny) pee nae 


& E(u) > (ny), 该 积分 不 超过 


1/2 1 
f e") dy +] exp (v£(u) — (5 ny)“ du 
0 1/2 
e£ (0/2 ef (u) u 
In(u-1) La(yn(u-l) ^ Lay) 
这 样 便 得 到 (5.109), 证 毕 . t] 
85.4 如 同 Hildebrand 和 Tenenbaum (1993) 所 指出 的 , 渐 近 分 析 技 巧 的 一 个 
标准 应 用 @ 是 证 明 对 足够 大 的 u 有 


(5.110) £(u) = Inu+ Ing u + Y Xe) (Hey. 


ulnu 
m>0k>1 


m+k ze ze* m 
— | >0,k > 0). 
( m Jae ea =o) uw 


本 书 形式 下 的 定理 5.13 是 Alladi (1982) 所 证 明 的 , 它 改 进 了 de Bruijn 
(1951a) 的 一 个 渐 近 公式 . 他 们 两 个 人 的 方法 与 本 书 不 同 , 其 中 用 到 了 如 下 结 
果 . 

特别 地 , 见 de Bruijn (1970). 
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定理 5.28 (de Bruijn, Alladi) 设 f(u) AH u > 0 上 连续 的 函数 , i 
A 


(5.111) uf(u) = f f (t) dt (u > 1), 
u-i 
那么 对 适当 的 常数 C 及 任意 ,0 < 入 < 了 ,有 
f(u) ={C+O(e™)}o(u) — (u— oo). 


原始 的 证 明 用 到 了 Volterra 方程 的 理论 . 一 个 替代 的 方法 是 直接 通过 鞍 
点 法 用 Laplace 逆 变 换 来 研究 f(t). Hildebrand 和 作者 (1993a) 如 此 证 明了 
形 如 uf'(u) + af (u) -bftu—1) 20(u» 1, a,b e C 的 微分 差分 方程 的 一 般 
解 可 表示 成 收敛 级 数 


f(u) =aF(u)+ _ anFa(u)  (u»2) 


nez 


的 形式 , 其 中 常数 à, an 从 初始 条 件 (BI. f(u) 在 [0,1] ERSTE) 出 发 可 显 式 计 
算 , H F, Fa 是 方程 的 基本 解 , 仅 依赖 于 a 和 b, 并 可 确定 其 渐 近 性 质 . 另外 ， 
该 表达 式 还 是 一 个 渐 近 展开 . 在 方程 (5.111) 的 情形 , 其 第 一 阶 允 近 给 出 如 下 
结论 . 

定理 5.29 (Hildebrand-Tenenbaum) 设 0<a<2r2. 在 定理 5.28 
的 假设 下 有 


f(u) = {C + 0(e-7/ 9) Lo(u) (u > o0), 


其 中 C:= f. fi f(v) -— e-")e-tdvdt/tg(t). 


用 这 里 证 明定 理 5.13 的 方法 容易 得 到 o(u) 关于 1/u HOUT. 
更 确切 地 , 存在 实 解析 函数 列 {hj} 使 得 对 wu > 1, N 20, € = Elu), À 


_ exp {7 — ut t I(£)] hj(é) mM 
(5.112) o(u) = mer d T 2: I" (£)i PE On (i)} 


HSY u- (u—1)/E« I"(£) < u (u > 1), 且 对 每 个 固定 的 j > 1, 存在 常数 cj, 
使 得 
(5.113) hj(é)=e+O(/)  (u — oo). 


详细 的 证 明 及 在 olu) 卷 积 ( 正 实数 ) 的 宕 上 的 推广 见 Smida (1991). 它 推广 
了 Hensley (1986a) 的 一 个 定理 . Hildebrand (1990) 处 理 了 o(u) 的 卷 积 复 的 
Fen TATE. 
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Dickman 函数 局 部 性 质 是 研究 A(z,y) 的 de Bruijn 允 近 的 关键 工具 . HE 
i& 5.15 可 细 化 为 公式 
(5.114) olu — v) = o(u)jetE tO? /(u+v*)) (0 € v € u), 


该 公式 由 (5.63) 及 Fouvry 和 Tenenbaum (1996) 的 引 理 6.1 可 得 . 

在 此 类 问题 中 , 对 数 导数 r(w) := —o'(u)/o(u) 经 常 起 关键 作用 . Hilde- 
brand (1986) 证 明了 7 在 [1,oo[ 上 单调 上 升 , H Evertse, Moree, Stewart 和 
Tijdeman (2003) 注意 到 有 


r(u — 1) < E(u) <r(u)  (u»l) 
La Bretèche 和 Tenenbaum (2005b) 证 明了 
r(v) - £v) «&1/v, v(v)-&(v) «1/v, rw KI —(v21). 


$5.5 关于 o(z,y) 的 估计 (5.74) Æ Hildebrand 和 Tenenbaum (1986) 第 七 章 
中 有 证 明 , 也 见 引 理 6.1. 

如 同 Saias (1989) 所 证 明 的 , 可 得 到 A(x,y) 的 渐 近 展 式 . 达到 该 目的 最 
令 人 赏心悦目 的 方法 是 对 o(u) 用 Taylor-Lagrange 公式 , 见 Fouvry 和 Tenen- 
baum (1991) 引 理 4.2. Zi 


Tmj = 0 (m) — 0 (m-)  (0<mK j), 


则 对 w >0,v>0,k>0, À 


E uc 
(6115) — e(u-v)e Y; CLE gt) + Riso) + luo), 
ogi<k ^ 
其 中 
一 1 二 1 
Riu, v) := D» CRE y» rmj(v + m — uy, 
O<j<k J: u—v«m«xj 
mu 
pe 
Jk (u, v) | (v — w)* g(**9 (u — w) dw. 


将 该 式 对 测度 a(|y"]/y") 积分 得 对 任意 固定 的 e > 0, k > 0, 关系 


G) een) 
E 0 (u) 0 (u) 
(5.116) A(z,y)=2 5, aj (In y)? ;*o(: gy) 
O<j<k 
在 条 件 
In Ing y 
> loe « 1 Mice M j 2 
(5.117) x22, (In z) S y Sz, O<jek < Gc l= 3)? Iny 
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下 一 致 成 立 , 其 中 a; 是 sC(s + 1)/(s-- 1) 在 点 s — 0 的 Taylor 系数 . (5.117) 
的 最 后 一 个 条 件 实际 上 是 必要 的 , 见 Saias (1989). 

虽然 定理 5.17 是 作者 指导 的 某 博士 论文 的 结果 , 这 里 讲述 的 证 明 比 原始 
证 明 要 简单 得 多 . 

Hildebrand (1984a) 证 明了 关于 y > (In z)?** 的 公式 


(5.118) V(z,y) = zo(u)(1-- O(In(u+1)/Iny)} 


与 Riemann 假设 等 价 . 

推论 5.20 的 证 明 方 法 给 出 了 小 区 间 中 脆 数 个 数 的 估计 , 见 引 理 6.13 及 
Hildebrand 和 Tenenbaum (1986) 的 定理 4. 

在 作者 (1988) 的 概论 中 有 关于 鞍点 法 及 其 算术 应 用 的 综述 . 

V(z, y) 局 部 性 态 的 认识 与 形 如 


(5.119) Wa(ry): >》 1 
n€S(z,y) 
(n,m)=1 


的 推广 在 用 到 脆 数 的 大 部 分 数论 问题 中 有 关键 作用 . 这 说 明了 为 何 十 多 年 来 
Uml, y) 局 部 变化 的 研究 在 大 量 的 工作 中 出 现 : 特别 地 , W Hensley (1986b), 
Friedlander 和 Granville (1993), Hildebrand (1985, 1986f), Granville (1993), 
Hildebrand 和 Tenenbaum (1986) 等 ; 对 m = [[,<.p 的 特殊 情形 见 Saias 
(1995). La Bretéche 和 Tenenbaum (2005a) 的 工作 提供 了 关于 数量 (5.119) 
局 部 性 质 的 综合 资料 , 包含 了 目前 的 工具 所 能 达到 的 最 一 般 和 最 精确 的 公式 . 
在 此 引用 其 中 之 一 . 

回顾 (5.66) 中 定义 的 鞍点 o(r,y). W T := min{u,y/Iny}, uy := T + 
(In y)/ In(u + 1); FX} y < (Inz)? & 5:2 5, BWS 5:= 0. 

定理 5.30 (La Bretéche 和 Tenenbaum) 存在 正 绝对 常数 bi, b 以 
及 满足 bi «bzb(zr2y22,d21,mz1) HBR b= b(z,y; d, m), 使 得 在 
条 件 1< dgz/y 和 


(5.120) z2y22, P(m)<y, w(m)« Vy/(ny) 
下 一 致 地 有 
(5.121) Wm(=,y) = {1+ 0( hm) (1 - 5 = s) Io a) 2G, E 


pim 


KP a:=a(z,y), t:= (Ind)/Iny, 及 


1 t Em 
y 
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当 w(m) « 1 时 ,公式 (5.121) 在 条 件 1 < d « x 和 (5.120) 下 一 致 成 立 , ME 
1 t 


(5.122) haxh =x +4 
根据 同一 文章 中 的 另 一 结论 , 在 区 域 (H) 中 且 在 Pm) < y, wm) < 
yi 72) 的 条 件 下 有 


Vly) = 20(u)Z(B) [] (1p ) {14+ 0( 2 +H mau (2) )), 
pim 

其 中 8 := 1+ o'(u)/{o(u) ny}, Z(s) := (s — 1)6()/s, Wm := M Pum) (P; À 
示 第 j 个 素数 ) 及 Om := Wm/ Iny. 这 在 同样 的 成 立 域 中 加 强 了 Hildebrand 
的 公式 (5.118). 

数论 函数 在 脆 数 上 的 均值 在 非常 多 的 文献 中 出 现 . 特别 地 , 见 Tenenbaum 
和 吴杰 (2003, 2008a, 2008b), Hanrot, Tenenbaum 和 吴杰 (2008) 以 及 这 些 工 
作 中 引用 的 参考 文献 . 


定理 5.30 暗示 了 估计 
V p 
(5.123) EM ` (1 - x) a = a(z, y) 


在 四 个 变量 很 大 的 区 域内 成 立 , 而 且 对 m 和 y 之 间 相 对 大 小 不 必 加 以 限制 ; 
该 估计 的 优点 在 于 当 z 和 y 固定 时 它 是 p 的 简单 函数 . 这 引导 着 我 们 将 定义 
在 不 超过 z 的 y- 脆 数 集 S(x,y) 上 的 加 性 函数 f 用 随机 变量 


Z foy := » Ep 


PSY 
来 模拟 , 其 中 & 是 抽象 概率 空间 (Q, P) 上 的 独立 随机 变量 , 具有 几何 分 布 
guo x 1 = 
P(& = fp)= (lw) =L.) 
其 中 约定 , 若干 (可 能 无 穷 多 ) 个 fv") MSM, 对 应 的 概率 是 右 端 项 之 和 . 有 


E(Zrey)= >, f”) (1 E =), 


2 pre pe 
p €S(z,y) 

|f (p^)? 1 1 \2 fp”)? 
V(Z, 4 = UG T 1 — Ts = JE T erc . 


在 此 记号 下 , 半 经 验方 差 (3.17) 等 于 
Viu) = Y^ df(n) - E(Zys f. 


n€S(z,y): 
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La Bretèche 和 Tenenbaum (2005b) 证 明了 Turén-Kubilius 不 等 式 的 脆 数 
版 本 对 x > y > Inz 一 致 成 立 , 也 就 是 说 , 对 任意 常数 c» 0, 有 


x .Vzy(f) 
(5.124) C" (z,y) := up V2 «1 (z 2 y 2 claz). 
另外 ， 
us lama, 
(5.125) C* (x, y) = 1 + 0(1) (= M 0). 


将 半 经 验方 差 换 成 经 验方 差 , 同样 的 估计 仍 成 立 . 

可 推广 第 427 页 习题 280 中 描述 的 过 程 , 从 (5.124) 得 到 脆 数 的 Erd6s- 
Wintner 定理 : 见 La Bretéche 和 Tenenbaum (2005b). 与 经 典 情形 不 同 的 是 ， 
在 此 框架 下 当 r 和 y ETAF S(r, y) 上 数论 函数 f 极限 分 布 的 存在 性 涉 
R1<v<1/a(x,y) +0o(1) ER f(p") t. 

所 有 这 些 结论 在 概率 数论 中 的 Kubilius 模型 框架 下 均 有 自然 的 解释 : 见 
第 六 章 注 记 . 

85.6 自然 可 推断 引 理 5.25 还 可 改进 .事实 上 , 基于 概率 论 的 理由 , 我 们 
预期 对 每 个 p elz, Z), 存在 同 余 类 k, 含有 > Inz/1lnzz 个 ]tt-- z] 中 使 得 
P-(m) > z 的 整数 m. 从 而 猜想 条 件 (5.102) 可 换 成 

(Z — z)ln z 


(5.126) TEL 


> P(x +t, z) — BE, z). 


这 可 将 Rankin 下 界 估计 乘 上 因子 (In z)/ In 2, 即 猜 想 


z(In z)? Ing z 


(5.127) j(P(z)) x TE 


可 确定 (5.105) 中 的 常数 c 已 知 所 有 的 结论 都 形 如 c > be* — e, 其 中 
as>0 任 意 且 n > no(e). Rankin (1938) 得 到 了 b= 1/3, Maier 和 Pomerance 
(1990) 证 明了 可 选取 b c 1.312 56. 目前 最 好 的 结论 是 b = 2, 它 是 Pintz 
(1997) 的 结果 . 

Iwaniec (1978) 证 明了 Jacobsthal 函数 满足 


j(n) < w(n}(n{2w(n)}} (n> 2). 


习题 


288. 对 €20,22, 4 Le(y) := exp { (In y)3/5)-e}. 
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(a) 用 强 形式 下 的 素数 定理 证 明 对 每 个 > 0 来 说 , X} y > 2, o > 0 — 
致 地 有 


> = {1 *o(z mor -Z +0(1). 


[可 将 余 项 R(t) := 0(t) 一 二 对 关于 p 的 和 式 的 贡献 分 部 积分 ， 再 根 
据 c MAT 2 fe 1—- 2n Le(y)/ In y 的 位 置 分 三 种 情况 考虑 . ] 
(b) & 6 > 0. 证 明 对 o > ô 一致 地 有 


v dt _1+O(1/L(y)) f” dt 
L, -1 iy? Lo pO 


证 明 在 余 项 中 将 Lely) 换 成 In y 后 结论 对 o > 2(1n22y)/Iny 仍 成 
Xx. [可 利用 对 t 之 3 成 立 的 关系 
1/(t? -1) = t^* + O(t?e/(1 - 27?))] 
(c) 现在 设 0 < o < 2/3. 证 明 关 系 


[ee dt _ {1+0(y ny Ne 

1 

y 

| decus ^» SENS 


y 1 1 dt y 
J 5 er le S (Ding 
[可 用 不 等 式 1— (y/t)-? < oln(y/t). ] 
(d) 证 明 下 式 对 y 22,0 > 0 一 致 成 立 : 


np _1+O(E) p 
pee "egy 


并 证 明 


+ O(1), 


HR oô a E Xs 1/L.(y); H E < 1/lny 对 任意 cc > 0 成 
3L. 证 明 (1— 0)(1— y^ ?)lny« y^^ — 1 Xf 0 <o <1 My, 并 从 
中 推出 85.1 中 的 公式 (5.12). 
289. 公式 0(0) = e7 的 数论 证 明 . 
(a) 由 定理 5.1 推出 对 zx>wy>2 有 


5 2 « e7"/? In y. 
n»z,P*(n)&w | 
(b) 由 定理 5.8 HHX 22 y 2 278 
> des ny f o(v) dv + O(u). 
n 0 


n€S(z,y) 
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(c) FH Mertens 公式 证 明 对 v> 1, y > 2, 有 
L o(v) dv = e* + Bs Feu). 
选取 适当 的 u = u(y), 推出 20) = e". 
290. In P* (n) 的 均值 . $ S(z) := Enca 0 P+ (n). 
(a) 证 明 S(x) = zlnz — ; (U(x, y)/y) dy + O(Inz). 
(b) 由 定理 5.8 推出 


S(x) = oxlnz + O(zlna z), 


其 中 ao: go dv ~ 0.624 33. 
(c) 由 (a) en 5. AT RUDHEE e>0# 


S(x) = xinx — l As.) 2 十 O(x exp { — (In 2)6/9-«) J. 


(d) 证 明 对 |s| < 1 A 


[ea = 


其 中 积分 在 任意 紧 集 上 收敛 . 推出 


f me) = -7+0(=*), 


其 中 y À Euler 常数 . 
(e) 证 明 


facts f (3) [uL ge » (ll) 


= (1— a)zlnz + o(1 — y)z + O(In z), 
并 推出 渐 近 公式 
S(x) 三 azlnz 一 al(1 一 7)zZ 十 O(x exp { — (nz)9/9-« ). 


291. 设 5,0 < 6 < 1 是 固定 的 实数 . 令 gs(n) := >, (In p). 
(a) 证 明 57, c. goln) ~ iu d (z — oo). 
(b) & N(ziA) := |(n < x: ge(n) < (A/6)(nz)*}| (A > 1). 证明 
N(z; À) > {0 — 1)/A s (z — oo). 
(c) Xf n > 1, $ an := (In P*(n))/Inn. 证 明 oan 有 分 布 函 数 , 并 计算 
— 
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(d) 证 明 对 任意 nn > 1, À gs(n) > (an)?! (In n71gi(n). 用 第 423 页 

习题 266 及 上 一 问 , 证 明 对 每 个 > 0, 存在 数量 c( 和 ,5) > 0, 使 得 
N(z; A) < (1—c(4,9) +.0(1)}a (x — oo). 
(e) 证 明 gs 不 具有 单调 上 升 的 正规 阶 . 
292. 设 Ni(z) 是 85.2 中 定义 的 量 . 

(a) 计算 F(o) := f e7% aN&(t). 

(b) 证 明 NE(z) < e*F(k/z). 

(c) 推出 上 界 估计 


ez\k E 
Ne(z) < (=) exp {= DOIE 


对 何 种 2 值 该 估计 比 定理 5.3 中 的 要 更 精细 ? 
293. 小 素 因 子 之 积 较 大 的 整数 . 
(a) 用 大 得 法 (第 一 部 分 推论 4.13) EXI x > y 22H 


$(z,y):- |{n < x: P^ (n) » y)| € =. 
(b) $ 6(z,y, z):- |(n& x: IL^i5, psy P” > z}|. 证 明 


O(z,y,z) < »» $(z/a, y) + V(z, y). 


z«axz/y, P+ (a)&y 


推出 对 xz > z > y > 2, v:= (Inz)/Iny 一 致 地 有 


y 


O(z,y, z) < ze "/?. 
(c) 用 定理 5.2 和 定理 5.21 证 明 对 每 个 = > 0 且 对 zx > y > 2 一致 地 有 
V(r,y)«zu "cz. 
推出 对 每 个 ec > 0, 对 zx > z >y > 2 一 致 地 有 @ 
O(z,y,z) Ke zv" -- zz ht, 
其 中 wv := (Inz)/Iny. 
294. 4 T :— min(u, y/ In y), uy := T + (In y)/ In(w +1). 利用 定理 5.30 WEH 
对 z>y> 2 一致 地 有 @ 
Y m= {ine — = = +0(— =) Je y) 


nC€S(rz,y) 
In y + O(Ino y) 
一 一 一 一 一 -一 一 一 }Ÿ : 
{ins m+ y/inz) J ^9) 


® Tenenbaum (2006) 中 有 6(z,y, z) 的 渐 近 公式 : 见 定理 6.23. 
© 见 La Bretéche 和 Tenenbaum (2005a) 推论 2.8. 
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295. 保持 习题 294 中 u, 的 记号 . 用 定理 5.30 证 明 对 z > y > 2 一 致 地 有 @ 
czOin-w:= > {Q(n)-w(n)} 


n€S(z,y) 
1 1 
= {1+ GED y 


由 此 推出 
‘ L,Y 
E V(z,y;Q — w) 
当 且 仅 当 z(z) 和 (lnr)? te., 
296. 无 平方 因子 脆 数 ， 用 推论 519, 定理 5.22 和 估计 (5.13), 证 明 对 
r2y22,: oo 一致 地 有 


— 00 (x — oo) 


3 um = 1/6) + o(1)} Y(x, y), 


n€S(z,y) 


其 中 6, := max(, 28(z, y)), (x, y) 在 (5.14) PE. © 


© 见 La Bretéche 和 Tenenbaum (2005a) 推论 2.11. 
D 更 精确 的 结论 在 Ivić 和 Tenenbaum (1986), Naimi (1988) 中 . La Bretéche 和 Tenen- 
baum (2005a) 证 明了 一 致 成 立 的 公式 


> un) = V(z,y){1/C(2a,y)+O(R)} | (222) 
n€S(z,¥) 
其 中 R := min {Oy (In Oy)?/uy, In(u + 1)/ VT} < (Ina y)/Iny, à Al uy 如 习题 294 中 定义 
A 9, := Ipc, + 1/p?^), 也 见 La Bretèche 和 Tenenbaum (2002). 
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86.1 简介 
本 章 将 着 手 进 行 与 上 章 对 偶 的 研究 , 也 就 是 量 


$(z,y) :=|tsz:P (n) > y)] (x > y 22) 


的 估计 . 同 W(z, y) 一 样 , 该 函数 在 解析 和 概率 数论 中 一 直 有 用 . 特别 地 , 它 在 
第 法 问题 中 起 根本 作用 . 
保持 第 五 章 中 引进 的 记号 


ET 
已 知 (第 一 部 分 定理 4.3) 纯粹 Brun 方法 提供 估计 


1 1/101n2 xz 
Ol) SEY ag Eu) (eges) 
而 组 合 筛 法 基本 定理 (第 一 部 分 定理 44) 则 给 出 对 z > y > 2 一 致 成 立 的 估 
计 
(6.2) (x,y) = zu D 
®(z, y) 估计 的 余 项 中 出 现 亚 (z,y) 一 事 并 不 奇怪 . 事实 上 , 使 得 P^ (n) y 


的 整数 ”之 集 的 示 性 函数 n(n; y) 是 乘 性 函数 , 并 根据 Mobius KRAAI 
成 


(6.3) "my)- M. Ad (nz1). 


d|n, P* (d)&y 


— — {14+ O(u pue 十 O (X (z, y)). 
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对 n < x KM, 得 
(6.4) é(zy)- JM) nadlz/d]l  (z2vw22) 


dz, P+(d)<y 
(6.2) 的 主 项 对 应 于 从 (6.4) 出 发 除去 整数 部 分 并 将 求 和 延 拓 到 无 穷 而 得 的 量 . 
显然 该 操作 与 U(r, y) AX. 
为 在 该 方向 上 得 到 初步 的 结果 ， 用 下 述 关 于 a(z,y) 的 估计 技巧 , 其 中 
o(z,y) 在 (5.66) 中 定义 为 方程 
(6.5) 5 au ee Ing 


[o 一 
py? 1 


的 唯一 解 . 为 此 引进 附加 记号 


(6.6) u := min (u, y/lny) = min(Inz, y)/ lny. 
51 6.1 对 z>yy>2 一 致 地 有 
yl-? EX m 
(6.7) fon u. 
证 明 ”公式 (5.12) SENE uC 5) 的 左边 , 得 
E 1 1 
(6.8) u(1 — y-°) = = S Am; to(z)k 
现在 , 4 y 足够 大 时 , 由 估计 式 (5.13), Bl 
_ n(1+y/lnx) Ino y 
9 2 = cunei oer) 
推出 


1— y ? x min (1, y/ Inz). 

实际 上 , 该 估计 对 有 界 的 y 仍 成 立 : 一 方面 , 由 (6.5), 有 (In 2)/(2% — 1) «Inz, 
Mii 1—y-*>1-2-*%>1/Inz; HA, H (6.9), 1—y ^ <alny« 
1/Inz. 

代入 (6.8) 后 便 推 出 要 求 的 结论 . 口 

正如 第 五 章 那样 , 用 £(u) 表示 方程 
(6.10) ef —1-- u£ 
唯一 的 实 根 , HP u> 0, wu z 1; HSE) = 0. 可 将 (6.7) 重 写成 (1-a)lny = 
£(bu) 的 形式 , 其 中 ox 1 于 是 用 关于 E(u) 和 E(u) 的 估计 (5.48) 和 (5.60) 
即 可 从 引 理 6.1 推出 估计 


In (uln(u + 1)) + O(1) 


6.11 一 1] 一 
( ) dé In y 


(x > y > 2). 
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定理 6.2 对 zy>yy>2 一 致 地 有 


(6.12) G(x, y) = A + O(W(z, y)). 


注 ”该 估计 仅 在 


clng z/ Ing x 


y LT 


上 非 显 然 , 其 中 c = ela) — 1. 在 该 区 域外 , 公式 (6.12) Eit EF (如 见 第 
一 部 分 推论 4.13) 


Boy) < (222) 
38. 
uEBB MAT, 可 设 u 足够 大 , 这 样 由 (6.9) 和 (6.11) 推出 
(6.13) (1— o)Iny > co » 0. 


由 (6.4), (6.12) 的 余 项 等 于 
- X w@(Z)-2 X; fO «sepes Me. 
d«z d»z t 


P (d)&y PY (d)&y 


其 中 
M(z,y):= M wd). 
d&z, P+ (d)<y 
将 |M (t, y)| 显然 地 放大 为 T(t, y), 利用 定理 5.23 得 比 要求 的 估计 略 弱 的 
结论 . 事实 上 , 有 


cf V(t, nS <2" W(z, vf t^? dt « 一 一 一 A) B 


而 作者 (1990) 的 一 个 结果 说 明 


exp( —ciu/ In?(u + 1)) 


(6.14) M(z,y)< V(z, y)( Iny 


+ exp { - (In yye/2-«) 


对 z >y> 2 一 致 成 立 , 该 结果 的 证 明 仍 用 到 鞍点 法 . 于 是 显然 可 将 前 述 对 t 


积分 的 估计 除 以 In y, 从 而 由 (6.13) 可 得 结论 . 口 
86.2 ”函数 方程 


如 同 W(z,y) 及 大 多 数 在 筛 法 问题 中 涉及 的 函数 那样 , B(x, y) 满足 一 个 
PRATT AE. 
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定理 6.3 对 xzx>1,y>1, 有 
(6.15) $(z,y)21* X YE(z/p’,p). 


y<p<T v>l 


注 “正如 第 五 章 那样 , 实际 上 使 用 该 方程 的 Buchstab ÉR: 


(6.16) ^ $(z,y)—9(z2) M, SY G(x/p',p)  (r222y21. 
y«p&z 2 之 1 
证 明 Æn>1ÆE O(c, y) 中 计数 ,那么 n 可 了 唯一 地 写成 n= pm 的 形 
À, 其 中 p= P-(n), ptm. 这 两 个 条 件 等 价 于 P-(m) > p. 从 而 


dl, y) =1+ V Yo 1=1+4+ 3 M 5y 1, 


y«p&z n&z, P- (n)-p y«p&z v21 m&z/p", P- (m)»p 
亦 即 (6.15). 口 


E v > 2 的 情形 下 将 B(z/p*,p) 显然 地 放大 成 xz/p", 从 (6.16) FEUX 
程 


(6.17) B(x,y) = 9(z,z)* X` 9(z/pp)*O(z/y) | (r2z2y21) 
若 前面 @(z,y) 的 定义 中 用 广义 不 等 式 P (n) > y 来 代替 严格 的 不 等 式 , 那 
么 函数 方程 (6.17) 便 没 有 余 项 . 可 这 里 仍然 保留 前 述 定义 . 当 考 虑 整数 因子 
分 解 中 的 项 由 其 素 因 子 大 小 确定 的 情形 时 , 该 定义 要 更 方便 . 

如 §5.3 那样 , 可 用 函数 方程 来 估计 得 函数 . 从 显然 情形 u < 1 出 发 对 luj 
归纳 . 前 两 步 的 考量 给 出 了 通 近 的 一 般 形 式 . 

当 Vz «y sz 时, (6.15) 内 部 的 和 式 恒 等 于 1 (因为 P-(1) = oo!) HA 
B(x, y) = n(x) — n(y) +1. 代入 (6.17) 并 取 z = Vz 知 对 71/3 <y call? 有 


$(r,y)-9(z VT)+ >》 9(z/pp)4O(z?) 


y«p& Vi 
T MH rz 
= 一 十 3 一 一 一 十 o(—-). 
Inz voc uz P/P) In“ x 
X 2<v<su, $ 
= i_ _ Jing 
(6.18) Glv):= MT z = In(v/2) + O(e ) 


al/v <p<V/x 


其 中 用 素数 定理 通过 标准 的 过 程 可 得 . FH Abel 求 和 法 根据 (6.18) 知 (x,y) 
最 后 一 个 估计 中 对 p 的 和 式 等 于 


r f" -* air) = = {tee} + 0 o( T Ji 


lng Jo_ p (In z)? 
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定义 1 < wu < 3 上 的 函数 vlu), 使 得 ww(v) := 1 (1 < u < 2) H 
uw(u):= 1 + ln(u — 1) (2 < u < 3). BEWE T 


zu(u) — y 
Iny 


X y < z/In z Bf, 主 项 的 第 二 项 —y/1ny 可 纳入 余 项 之 中 . À zl/4 < y <r, 
可 用 (6.19) 来 估计 (6.17) 中 的 (c/p, p). 假如 (6.19) 仍 成 立 , 则 可 迭代 此 过 
Ti; 函数 wu) 于 是 逐渐 在 长 度 为 1 的 个 区 间 上 由 关系 (6.17) 和 (6.19) MÆ 
X: 


(6.19)  &(x,y) = *o(:-) (z3 & y « a). 


In 


zw(u) T I lng 
Ing A ` "EPI a a ed w(u — 1)dv}, 
y«p& vT 
也 就 是 说 
u—1 
(6.20) uw(u) = 1 «f w(v) dv (u > 2). 
1 


该 函数 (确切 地 在 该 形式 下 ) 是 由 Buchstab F 1937 FERK, 如 今 以 他 
的 名 字 命 名 . CE u > 1 上 的 微分 差分 方程 


(6.21) (us(u) =w(u—1)  (u»2) 
在 初 值 条 件 
(6.22) uw(u) = 1 (1X u « 2) 


下 唯一 的 连续 解 . 将 w(w) 以 0 值 延 拓 到 v < 1 E, 这 样 (6.21) X} u € R\ {1,2} 
成 立 . 为 后 文 应 用 方便 , 先 观察 到 由 (6.20) 和 (6.22) 对 大 := |u| 归纳 容易 推 
出 区 间 估 计 


(6.23) ixw(ux1 (u21). 


上 文中 介绍 的 O(a, y) 估计 的 迭代 方法 自然 导出 如 下 结论 , 与 关于 V(x, y) 
的 定理 5.8 相对 应 . 然而 两 个 方法 的 相似 性 止 于 其 逼近 质量 上 一 个 显著 的 差 
别 : 定理 5.8 只 在 一 个 局 限 的 区 域 上 成 立 , 而 这 里 将 得 到 一 个 真正 的 带 余 项 
的 渐 近 公式 , 对 y > œ, y < z/2 一 致 成 立 . 


定理 6.4 对 z>yy>2 一 致 地 有 


(6.24) (x,y) = d + o( mm 
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WEARS y 有 界 时 命题 显然 成 立 , 于 是 假设 y > yo, 其 中 yo 是 任意 大 的 
绝对 常数 . 另外 假设 u > 3, 这 是 因为 1 < u < 3 的 情形 已 证 . 
Wt A(z, y) 是 由 关系 


(6.25) (x, y) = ng w(t ) 十 sau 


隐 含 定义 的 函数 . 将 对 整数 > 3 归纳 , 证 明 数 量 
A, := sup {|A(z,y)|: y > yo, 2<u<k} 


AR, 且 有 不 依赖 于 的 界 . 
有 A; < oo. 设 k>3 使 得 A, < oo. E r,yWEy2y,k«usxk-l, 

将 (6.25) 代入 (6.17) 之 中 并 取 z = 21/2, 得 

(6.26) &(z,y) = &(z,z/5)- Y 2 [u(= = 1) pee } +0(=), 


descri plap In p ln p y 


其 中 9, = v(x) € [-1,1]. 用 y= 21/3 时 的 (6.19) 来 估计 (x, /z). 另外 , 24 
yo 足够 大 时 , 用 Abel 求 和 法 可 得 


(6.27) eee et 
p>y Pun p) (ny)? Any} 
最 后 , 有 
1 Inz 1 (a 
OV pe vw(v — 1)dG(v), 
y«p&z!/3 plnp Ge ) Ing J3_ ( )dG(v) 


其 中 G(v) 如 (6.18) 定义 . 而 由 (6.21) 和 (6.23) BPR v — vu(u—1) YE v £2 
时 连续 , TE v = 2 处 有 第 一 类 不 连续 点 , EDU v 2,3 可 导 , 导数 一 致 有 界 . 
考虑 到 (6.18), 有 


| [a vw(v — 1)dG(v) = f w(v — 1) du + i vw(v — 1) a o(e-vm) } 
= uw(u) — 3w(3) + 人 ole) d{vw(v — 1)} 
= uw(u) — 3w(3) + O(ue- V9). 


代入 (6.26) 并 根据 (6.27) 得 


$(r,y)— ing tre)  o(e xc + EL 
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其 中 [0| « 2. 于 是 知 存在 绝对 常数 C 使 得 


Aki < max (Ax, Ak + c). 


由 于 Ar < Asus RIA < max(As, 4C). 证 毕 . o 
推论 6.5 有 
(6.28) w(u) =e 7 + O(u "/?) (u > 1). 


证 明 ”给 定 实数 u > 1, 4 y := exp{u"/?}, x :— y". 由 定理 5.13 及 推论 
5.19, 有 
| P(x,y) < ru ". 
将 (6.12) 和 (6.24) 比较 并 用 Mertens 公式 估计 Ç(1, y), 立 得 (6.28). 
对 微分 差分 方程 (6.21) 直接 推理 不 难 改进 (6.28) (由 此 我 们 知道 w(u) 在 
无 穷 远 点 的 极限 ). 下 列 命题 具体 说 明了 得 到 的 结论 . 按 右 连 续 性 在 u= 1 和 
u = 2 处 定义 w'(u). 


定理 6.6 有 
(6.29) lw’ (u)| < o(u) (uveR), 
(6.30) w(u) =e + (RE à) (u > 1). 


证 明 对 于 1 <u < 2, À w'(u) = —1/u? 及 ol(w) = 1-Inu. 简单 
的 变 分 计算 说 明了 w(u) < e(w)， 该 不 等 式 对 u = 2 仍 成 立 , 这 是 因为 
w'(2) = w'(2+) = 1/4. i | 

T := inf{u > 1 : |w’(u)| > o(u)}, 
那么 r > 2. 而 由 于 w(u) 对 u > 1 连续 , 从 (6.21) 中 得 到 对 ww > 2 有 
(6.31) uw' (u) = w(u — 1) — w(u) = — [ w(t) dt. 
u—1 
47 ABR, 取 w=7 后 得 
Tlw (7)| € J lw" (t)| dt < J o(t) dt = ro(T). 


BL |w'(r)| < olr), AUS. 所 以 r 无 限 , (6.29) 成 立 . 
由 函数 olu) 在 无 穷 远 处 的 速 降 性 知 对 > 1 有 


ou) ces f w(t) dt < f ~ ot) dt. 
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应 用 
(6.32) f j e(t) dt < f B ws dt « ees D 
形式 下 的 推论 5.14 便 得 (6.30). 口 


86.3 Buchstab 函数 
本 节 的 目的 是 用 鞍点 法 研究 w(u) 的 渐 近 性 质 . FR Laplace 变换 
(6.33) o(s) =| e *“w(u) du 


的 具体 计算 外 , 还 将 得 到 定理 6.6 一 个 显著 的 加 强 . 
通过 和 号 下 求 导 得 当 o > 0 时 有 


(s = — Tu e *"uw(u)du = el = 30 e ** d{uw(u)}. 


$ 


分 部 积分 中 全 项 的 积分 为 零 . À i 表示 u= 1 处 的 Dirac 测度 , 由 (6.21) 和 
(6.22) 得 测度 的 等 式 


d{uw(u)} = ôi + (uv(u)Y du = 6 + w(u — 1) du. 


作 变 量 替 换 (u — 1) u, 得 


d ~、 e? A 
L G(s) = 一 ant! + @(s)}. 


从 中 得 出 对 适当 的 常数 C 有 140(s) = Ce7 9, 其 中 


oo est d 
J(s) = | "Wn t. 


5| 5.9 于 是 说 明 
(6.34) bes zs 
特别 地 , 由 于 s — +oo 时 sû(s) = [5° o(u/s)e-" du 一 o(0) = 1, A 


,lim às) —-C-1, 


而 (6.23) 明显 推出 s +00 时 G(s) 一 0. 于 是 C = 1, HA PRE. 
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定理 6.7 由 关系 (6.33) 所 定义 的 o> 0 上 的 函数 O(s) 可 延 拓 成 C 上 
的 亚 纯 函数 , 具体 由 公式 


(6.35) To E 3G (s £0) 


给 出 . 当 s 不 是 负 整 数 时 , 有 
(6.36) 1+ G(s) = e7). 


ik (0 用 从 函数 方程 (定理 6.4 和 定理 5.8) 中 得 出 的 O(c, y) 和 W(z, y) 
的 基本 估计 以 及 这 两 个 量 之 间 的 对 偶 性 可 给 出 (6.35) 的 纯 数论 证 明 : 见习 题 
297. 


(ii) 反 过 来 , 可 用 (6.35) 重新 解析 地 证 明 先 前 推论 6.5 中 用 Mertens 公 
式 得 到 的 lim w(u) = e77. 为 此 , 注意 到 由 (6.35) 推出 


Ji, 50(s) = 1/0(0) =e 
由 于 w XE, Karamata 定理 (第 二 部 分 定理 7.5) 推出 估计 
[ «e dt={e ?+oll)}u (u — oo). 


而 由 (6.21) 和 (6.23) 得 ww'(w) < 1. 于 是 知 对 适当 的 函数 s(w) 一 0 及 任意 
h,0«hx vu, —Jrii 


> m w(t) dt =e 7+ O(e(u)=); 
5 —JÀ H 


> ) w(t) dt = w(u) + > i o(3) dt = w(u) 十 o(4). 


FER h= ue(u) 便 可 . 


容易 从 Buchstab 函数 的 微分 差分 方程 (6.21) 一 (6.22) 得 出 它 对 每 个 了 20 
在 RV {1,2,...,7 +1} 上 是 cz 的 . 在 例外 点 处 其 各 阶 导 数 具 有 第 一 类 不 连续 
点 . 约定 uU (u) 在 整个 及 上 用 右 连 续 延 拓 来 定义 . 

特别 地 , w(u) 在 任意 有 界 区 间 上 具有 界 变 差 . 加 上 无 穷 远 处 的 速 降 性 
(定理 6.6), 该 性 质 足 以 推出 v 关 1 或 2 时 Laplace 反 转 积分 的 收敛 性 (收敛 
到 值 w'(w)), 积分 坐标 任意 . 于 是 可 用 鞍点 法 在 无 穷 远 点 附近 估计 ww (u). 我 们 
得 到 以 下 结论 , 其 叙述 用 到 记号 


H (u) := exp (u/ ln? (u + 2)) (u 2 0). 
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定理 6.8 存在 绝对 正常 数 a, 使 得 


(6.37) pud ? KoH)  (u20) 


证 明 Ti w > 2. 先 注意 到 由 第 二 个 上 界 估计 容易 推出 第 一 个 . 这 是 
因为 : 
w(u) —e 7 = -f w' (t) dt. 


用 H(u)-? 的 单调 下 降 性 及 估计 (6.32) 即 可 . 
BE h(s) X w'(u) 的 Laplace 变换 . 正如 前 文 所 指出 的 


K+i00 
(6.38) w'(u) = = / .. h(s)e" ds (u > 2) 


对 任意 成 立 . 有 


(6.39) h(s) = s@(s) — e^*, 
其 中 第 二 项 来 自 wu) E u = 1 处 的 不 连续 性 . 考虑 到 (6.35), 得 
(6.40) h(s) = 6(s) | —e^? — s. 

顾 


a= (= [ à). 
. | 


先 不 考虑 项 —e7* — s 对 计算 的 影响 , 由 鞍点 法 的 原则 须 选择 积分 坐标 « 使 得 
方程 


(6.41) e °=1+su 


至 少 有 一 个 复 根 实 部 为 x. SRT Dickman 函数 的 情形 相反 , 方程 在 鞍点 
(6.41) 处 没有 实 根 . 然而 可 观察 到 , 对 足够 大 的 u, 它 具 有 实 部 接近 于 —6(u) 
的 根 . 

事实 上 , 在 (6.41) 中 作 变 量 蔡 换 s= —6(u) Fin — z, 得 
(6.42) zA(z) =w, 
其 中 

A(z) := (1 + e) ——) 一 也， w :一 —inu — 2. 

由 £(u) Inu (w 一 oo) ( 见 引 理 5.11) 知 存在 正 绝 对 常数 uo, 使 得 


|zA(z)| > |w| (lz| = 2x/ In(u +1), > wo). 
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由 于 A(z) Æ |z| < 2n/In(ut 1), u > uo ELSES, 由 Rouché 定理 , 这 说 明 方 
程 (6.42) 在 该 圆 盘 中 有 唯一 解 . 另外 Lagrange 定理 说 明 该 解 是 w RR OT PK 
数 , 而 且 可 具体 计算 其 Taylor 系数 , 可 见 Whittaker 和 Watson (1927) $7.32, 
但 这 里 用 不 到 该 结论 . 

可 选择 k = —t(u) — Re z 具体 计算 积分 (6.38). 从 中 可 得 比 (6.37) 略 精细 
的 结果 , 见 注 记 . 这 里 只 考虑 较 简 单 的 选择 à = —t(u), 直观 上 来 目 当 v 一 oo 
时 (6.42) 有 趋 于 0 的 根 的 事实 . 这 样 便 可 利用 第 五 章 中 得 到 的 o(s) 在 直线 
c = —€(u) 上 的 估计 . 

在 证 明 的 余下 部 分 中 记 k = —£(u). 首先 考虑 区 域 |r| > ef 对 (6.38) 的 
贡献 . 由 估计 


J(s) = 一 (1 = -) +0( =) (r £0), 


从 (6.39) 和 (6.36) 中 得 到 对 s = —£(u) + ir, |r| > ef A 


es IN 6 48 1\2 e36 e 
he) = shit - 2 h-i) eo(25)] -s-e 
es e 28 e36 
“ir 5 Bir *o() 
可 用 第 二 中 值 公式 估计 相对 于 主 项 的 积分 ,显然 地 估计 余 项 的 贡献 , 得 区 域 
|r| > e£ 对 (6.38) 的 贡献 


€ e 2626 € o(u)e "/?, 
其 中 第 二 个 估计 由 定理 5.13 可 得 . 
为 估计 补 集 上 的 贡献 , 应 用 关于 h(s) 的 (6.40). 将 证 明 对 某 适 当 的 正常 
数 a, 有 
(6.43) (s)! K G(—-E)H(u) (oc=-é,|r|<e). 


先 承 认 该 估计 , 由 定理 5.13 得 


|&et h(s)e*" ds < e "5*5 (o(—6) H(u) ?* -- e$] € o(u)H(u) ^. 


只 余下 证 明 (6.43), 即 (4 T :— u/ In?(u + 1)) 


(6.44) WRe(I(£cir)-I(£) >2aT+O(1) (|r| & e$). 
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[te + cos(rv)) — 2} © 
> 一 [ (1— cos(rv)) À +f leta + cos(rv)) 一 =} dv 


1 
1 
2 


a7 Ag. rene er(Etir), 11 
= 一 2 in? 一 十 | 一 十 Jel( 一 一 )| -h4 
[Ponte D+ prm)» 


> O( +19) + t 7225) + 0( VF), 
其 中 入 := 7 — Arctan(r/€). 存在 绝对 常数 ro, 使 得 cos À > 0 对 |r| < ro RX. 
上 述 下 界 估 计 于 是 > ut O(/u/€). X |r| > ro 时, 它 
> (7 ou) *o(J2) > 8 «o(J$) > r +ou 

这 便 证 明了 (6.44), 定理 6.8 得 证 . o 

推论 6.9 设 了 为 >1 的 整数 ,有 
(6.45) wP (u) « oP (u)H(u) * — (u— oo). 

证 明 用 w 及 其 导数 右 连续 延 拓 的 约定 , 方程 (6.21) À 5 阶 导数 后 得 
(6.46) uu TD (u) = w0 (u—1)—G+1)w%(u) —(ucR). 
对 5 归纳 , 由 


0) (u — 1) & oļu — 1)lnf(u + 1) 2 —ug(u)In?(u--1) (u> 1) 


€ uo(u) In^*! (u 4- 1) < ug *? (u) 
形式 下 的 推论 5.14 推出 (6.45). 口 
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如 同 其 对 偶 U(x, y), 函数 O(c, y) 可 用 鞍点 法 从 其 Perron 积分 出 发 来 估 
T. 然而 首先 要 注意 两 个 不 同 之 处 . 一 方面 , 其 对 应 的 Dirichlet 级 数 ¢(s)/¢(s, y) 
在 s = 1 处 有 一 个 极点 , 最 优 积分 坐标 的 选择 从 而 取决 于 留 数 定理 的 应 用 ; 另 
一 方面 , 这 里 不 必 确 定 要 研究 的 函数 的 渐 近 性 质 , 但 要 相对 于 确定 的 主 项 来 估 
计 余 项 , 见 定理 6.4. 

在 本 节 中 保持 第 五 章 中 的 一 些 记 号 , 比如 区 域 


(He) z > role), exp { (1n; D S Ly<T 
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及 函数 

(6.47) Le(y) := exp ((In y)8/97*3. 

还 引进 如 下 记号 

(6.48)  Y-:=exp{(lny) 9/9}, E(z,y):- H(u) *L.(y) | + Yo", 


e"*Iny 


(49) — au) f ony do Way = amyl. 


字母 e, 无 论 有 下 标 与 否 , 均 表示 绝对 正常 数 . 
本 闻 的 根本 目的 是 证 明 如 下 结论 . 


定理 6.10 &e>0. Mr>y>2, À 

V(z,y) E(z, y), 车 在 区 域 He P, 
V(z, y), 若 在 He 之 外 . 
先 证 第 二 个 估计 . 这 是 下 列 引 理 的 一 个 直接 推论 . 

引 理 6.11 设 $>1. 对 Zz>y>2 一致 地 有 


(6.50) (x,y) - W(z,y) < | 


(6.51) luy(wWe In y — 1| < o(u)H(u) :+r (eT + y). 
先 承 认 这 个 估计 . 由 定理 5.27, 有 
zo(u)H(u) ^ «& V(z,y)H(u) ^^^. 
另外 , 容易 证 明定 理 5.2 中 关于 In V(z, y WaT 2 满足 


z uin (re d) e ds (1 2) 2 uln4 


及 
su+Iny+O(1) (u>2). 


之 
有 


Z 
FRM 1«6«1n4- 4 


y - e?" < (z, yje T. 


代入 (6.51), 得 


T P(x,y) 
C(1, y) » Ing 


(6.50) 的 第 二 个 估计 由 该 估计 及 定理 6.2 可 得 . 口 


(6.52) W (z, y) — HT), 
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引 理 6.11 的 证 明 用 简单 的 分 部 积分 可 得 
(6.53) Ly (u) ny = w(u) 一 Z — w'(u — v)y " dv, 


其 中 右边 第 二 项 来 自 w(u) 在 w= 1 处 的 不 连续 性 . 
考虑 到 关于 wu) -e77 的 上 界 估计 (定理 6.8), 为 证 (6.51), 只 须 证 明 对 
rz2y22/ 


(6.54) a |w (u — v)|y " dv € e(u) H(u) ^ + tx 1. 
0 
首先 , 对 se> 0 有 
H(u-—v) * Ke H(u) tee (0 € v € u), 
其 中 a 是 定理 6.8 中 的 绝对 常数 . + ys := ve. 于 是 由 定理 6.8 得 
di / u — 一 人 E —a S = rd . 
(6.55) f |w ( v)|y dv <, H(u) | olu — v)y U 
令 和 为 >1 的 参数 . 可 将 积分 重新 写成 
ye f o(t)y dt < yz” f E e(t)yiA"7* dt = (ye/X)  8( — In(ye/A)). 
0 0 
di ye > es 中 ,由 定理 5.13, 可 选 A= ye Cu) 得 (6.55) 的 左边 
Ke H(u) "e 4929( — £(u)) < H(u)-*/^a(u) 


于 是 关系 (6.54) 在 此 情形 下 成 立 . 
M y, < e500 时 , 应 用 定理 6.6 中 关于 lw'(w)| 的 上 界 估计 (6.29). (6.55) 
的 左边 于 是 至 多 等 于 


O0 u 
人 e(u — v)y " dv = n o(t)y "dt < y "9(-1ny) = y “eT Hn), 
0 0 


HT y — oo AY I(Iny) ~ y/Iny H u — oo BF T(e+ £(u)) ~ etu, H e = e(6) 
足够 小 时 , 在 考虑 的 区 域 中 必然 有 


e? Inv) « eo". 
这 便 证 明了 (6.54), 引 理 6.11 得 证 . 口 


现 将 注意 力 转 到 定理 6.10 的 第 一 个 相对 于 区 域 (A) 的 估计 . 由 Perron 
AR, 对 任意 实数 < > 1, 有 


K--ioo S)? 
(6.56) (x,y) = = f seki ds  (r£&Z'). 
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HE s = 1 处 的 留 数 等 于 r/C(1,y). HERRAT s 40 M1 来 说 是 s 的 全 纯 
函数 , 且 当 |7| 一 oo 时 在 任意 带 域 0 < co < o <1 LMF 0. 于 是 可 将 积分 
坐标 向 左 移 到 


8g = Qo :一 1 一 d 
得 
(6.57) ME s 
| "UL xb Jas C(8,9)8 
当 |r| < Le(y) 时 , 用 引 理 5.16 和 定理 6.7 可 将 (6.57) 的 被 积 函 数 估 计 为 
re"? {1+ @(z)} u 
BITTE (z :— (s — 1)Iny). 
先 忽 略 区 域 |r| > Lely) 对 积分 (6.57) 的 贡献 , 得 (x,y) 的 直观 估计 
INN. zx [ 5e + G(s) ET 
oS) Wa) E C(1, y) E 2). £(u)—ioo s+ my = 


后 文中 将 看 到 积分 的 确 收敛 . 由 定理 6.7, O(s) TE s = 0 处 有 单 极 点 , 留 
数 为 e-7. 现在 将 (6.58) 的 积分 坐标 向 右 移 到 o =n > 0, 得 


Ze " +7 FH 7 4 O(s) 
RT) y Iny ` 2mi Jsi» stiny 


然而 (1 +0(s))/(s+iny) 是 函数 


(6.59) W: (x,y) = e"? ds. 


oo 
trey + f w(t — vy ”dv 
0 


的 Laplace 变换 , 在 任意 有 限 区 间 上 连续 且 有 界 变 差 . Laplace 逆 变 换 定理 
( 见 Widder (1946) 定理 11.7.3) 于 是 推出 具体 公式 


(6.60) Wi(z,y) = 1 z( -一 一 TTE — + uy(u) - 
现在 , 注意 到 由 引 理 6.11 推出 在 区 域 (H) 上 有 

1 e" à 
(6.61) WA(z,y)-W(z,y)—-1- "(ay x: m (1 — uy(u)e In y) 


« zo(uJH(u) Lely)! < W(z,y)E(z, y). 


该 差 值 与 (6.50) 断言 中 的 余 项 同 阶 . 于 是 可 将 W (z, y) 看 成 从 鞍点 法 中 得 出 
的 B(z,y) 的 自然 估计 . 
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只 剩 下 严格 实现 上 面 草 拟 的 证 明 思 路 . 将 多 次 用 到 下 述 估计 , 由 定理 5.13, 
引 理 5.16 及 推论 5.19 而 得 . 在 (He 中 一 致 地 有 
(6.62) z^^ C(an, y) < W(z, y) Vulny. 


S L= Lely). 将 证 明 下 列 三 个 估计 


(6.63) J i se ds € W(z,y)E(z, y), 
m] 
(6.64) JU ee |ds « WV(z, y) E(z, y), 
Iri«L 
1-ró(s) 
(6.65) x — ——— e"? ds < V(x, y) E(z, y). 
- des 


这 足以 证 明定 理 6.10: 上 界 估计 (6.63) 可 用 来 截断 积分 (6.56) ; 用 上 界 估计 
(6.64) 则 可 忽略 应 用 引 理 5.16 (C(s, y) 的 正则 逼近 ) 所 带 来 的 余 项 ; 而 上 界 估 
计 (6.65) 则 可 将 C(s, y) 换 成 其 正则 逼近 后 得 到 的 积分 延 拓 到 无 穷 远 点 . 

最 困难 的 部 分 是 估计 (6.63). 将 用 到 下 列 两 个 辅助 结果 . 


引 理 6.12 对 (He) 中 的 (x,y) À 8 = ao ir, 有 


2 
(666) lay) < loo op{ -0 (sis Y) 


(6.67) (sy) < Glao y) H (u) (|r| < Ye). 


证 明 ” 先 证 (6.66). 容易 通过 计算 说 明 


1-p* 
(6.68) | i 


—s 


0 — cos(T ln —1/2 leno dup) 


从 而 E 
C(s y)lC(ao y) «e *, HP X:= D» —— 
PSY p 
需 对 X 作 下 界 估计 , 有 
(6.69) X Iny > A(ao) — Re Alao + ir) + O(y 3788). 


其 中 


4(s) := ` a 
(6.69) 的 余 项 包括 了 A(s) 中 非 素 整 数 n 的 贡献 ， 上 界 估计 类 似 引 理 5.16 的 
证 明 而 得 . 
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由 实效 Perron 公式 (第 二 部 分 推论 2.4) 推出 
“HT € E 
A(s "zu. € (5 +0) au o( 72 2-3] 


27i 


HP k := 1- ao + 1/lny, T := Y2. 将 积分 线段 平移 到 Rew 21—09— 
(In T)~ (2/3)—€/10 处 , 使 得 s +w ME Vinogradov 无 零点 区 域 之 中 . 它 通过 的 
了 唯一 极点 是 w = 1 一 s. 竖 直 线段 的 贡献 


< (n Ty exp] — nec} « y! exp { — (n y)*/?). 
不 叭 验证 同样 的 信 计 对 水 平 线 各 的 贡献 仍 成 立 于 是 得 到 
A(s) = — + o (y! exp ( — nbs 


代入 (6.69), 得 


XIny2 2 m — me (1 - 1- +) +O(y 5 70 exp { — (Iny)*/?}). 


由 于 对 |7| 2 1/Iny 有 


T? 1 1 
(6.70) (ante 2 £u) +1 > in ina 
于 是 便 得 到 
e£ (2 72 ó Inane/2 ur? 
RQ agrees * (ne 60 - 971) > arc 
(6.66) 得 证 . 


(6.67) 的 证 明 类 似 . 其 出 发 点 是 


E 一 ao | — — 站 一 2ao0 _ 2(1 + cos(rInp)) 7 
Ub Dp, ep 1¢ v pet d 


1 + cos(7 In p) } 


< exp { = Ap 


从 而 
(suelo) <e 4, ep Wy B 


peo 
PSY 
当 |7| > 1/ Iny 时 , 关于 X 的 下 界 估 计 对 Y 也 成 立 : 只 须 考虑 A(oo) + 
Re 4(ao + ir). 由 (6.70), 在 此 情形 下 (6.67) R. 当 |r| < 1/Iny 时 有 
1 十 cos1 In p yi 20 — 1 7 
Iny P» d (1—ao)Iny — 


V> 


引 理 6.12 于 是 得 证 . 口 
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引 理 6.13 iX € 0. 对 (HH.) 中 的 (z,y) R1<z<Y 一致 地 有 
(6.71) V(z--z/z,y) — V(z, y) < V(z, y) Vul y(1/z - e ^". 


证 明 ”如 推论 5.20 那样 推理 . > 
woe). ene [votes (El) 


2u\ tz 


可 见 (6.71) 的 左边 
ao ao+2iz 
« 5 (=) w(inZ) - f . C(s, y)z?^ib(T) ds 
oy | Pure 


«Lam a x° max Qo + iT, 
C(a0,y) + s ax, [et 0 十 y)|. 


命题 结论 于 是 由 (6.66) 和 (6.62) 而 得 . 口 
(6.63) 的 证 明 $ 
L, £il«u«x(ny)90-9/5, 
(6.72) T :— 4 Le^*, Zi (lny) <u < (Iny) 8-9/2, 
Y.j3, À (Iny)8797 < u < L(y), 


其 中 c, 是 适当 的 绝对 正常 数 . 当 工 交工 , Blu» (mny)? f, 由 (6.67), 
并 用 第 二 部 分 定理 3.9 来 估计 C(s) 知 


K V(z,y)E(z, y) 


G(s)" ao 一 C2 
I... C(s,y)s ds € 2%°¢ (ao, y)H (u) 


1-90 
(1 = ao)? 
L<|r|<T 


对 于 (6.48) 中 E(z, y) 的 定义 中 的 常数 c 的 某 适 当选 择 成 立 . TERR FHE 


ee C(s)z* 4 
pus M C(s, je 
|Iri»T 
具有 上 述 上 界 估计 的 阶 . 


用 第 二 部 分 定理 3.5 中 ¢- 函 数 近似 函数 方程 的 粗略 形式 可 得 当 
S 一 ag c- iT 时 有 


(6.73) «= Y n +0(a5), 
n&|T| 
从 而 
Gs) _ u(m) C(0, V) 
PS (9) T my + Are) 


n&|r| P(m)&y 


86.4 用 鞍点 法 估计 (zy) . 521: 


(6.74) 的 余 项 对 R 的 贡献 


z?? (opo, 
€ °C ( onf SET = ee < Y(x,y)E(x, y), 


其 中 又 一 次 用 到 了 (6.62). 
由 形 如 第 二 部 分 (2.7) 的 上 界 估计 第 一 实效 Perron 公式 知 对 z > 0 一致 
地 有 


2 zu 
一 一 一 S 一 一 
PN 8 = 1+T|lnz| 


(6.74) 主 项 对 R 的 贡献 可 如 下 估计 
X X «wf Gu) T 


| n21 P+(m)<y I| 2 max(T,n) 
(6.75) 3 (emn) 


<) 1+ (T 4 n) In(z/mn)| 


n21 P*(m)&y 


使 得 | In(z/mn)| > 1 的 整数 对 (m, n) 对 于 (6.75) 的 贡献 


ao 1 z^? ( (a, y) 
«rz Soo) Dy n2 (T pn) PU, D K U(x, y)E(z, y). 
为 处 理 其 补 集 , EME |In(x/mn)|<1 的 (m,n) 的 贡献 , AUER T < x5 对 足 
WRAY r, 于 是 对 足够 大 的 y 成 立 . 用 Si, S2 分别 表示 在 附加 条 件 m < 2/T, 
m > zx/T 下 的 贡献 . 一 方面 , 在 (5.1) 的 记号 下 , 有 


1 
Si < » D» I cn << > In (ex/m) 


mCS(z/T,y) r/em<nger/m mCS(z/T,y) 


« V(z/T,y)lnz € (z/T)^" (oo, y)Inz < V(z,y)E(z, v), 


其 中 倒数 第 二 个 不 等 式 即 是 量 V(m/T, y) 的 Rankin 上 界 估计 . 
当 (m,n) YEA S2 中 时 , 显然 有 n « eT. 从 而 


2358 2 y» En DT 


n<eT pt (m)<y 


V (x/n, y) 
Do y aj 
HEET Ur pum 
P* (m)&y 


最 后 一 个 对 m 的 和 式 可 用 引 理 6.13 来 估计 , 34 u > (ny) 时 得 上 界 
估计 
€ V(z/n, y) E(z, y)”; 
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在 相反 的 情形 下 , 则 借助 于 显然 的 上 界 估计 
« z/(nv T) € (r/n)yu-?* T? € Y(x/n,y)E(x, y). 
最 后 , 无 论 在 何 种 情形 下 均 得 到 
52 « 》 W(z/n,y)E(z, y? < z"*Q(ao, y) E(z, y $^ n7°% 
n<eT n<eT 
K az??((ao, y) E(z, y}? T*~° /(1 — ag) < W(x, y) E(z, y). 
这 便 完成 了 上 界 估计 (6.63) 的 证 明 . 
(6.64) 的 证 明 ” 先 用 (6.67) 再 用 (6.62), 可 估计 (6.64) 左边 


« Pod) gr) "n nl < Y(x,y)E(x, y). 


(6.65) 的 证 明 从 关于 14 G(s) 的 公式 (6.36) 以 及 显然 的 上 界 估计 
J(s) «e-?|r|-! 推出 


1+@(s)=14+ 0 (+8) (|r| > L). 
这 说 明了 积分 (6.65) 的 收敛 性 . 由 第 二 中 值 公式 得 


"us 1 
f- ET) eds= | 9" [1 o (2609 * 88 28N Y ds er, 
EISE s+lny ane S S 


由 定理 5.13 及 推论 5.19 推出 区 域 (He) 中 
U(x, y) > ze "5e"? 


成 立 , 便 得 到 要 求 的 估计 (6.65). 
定理 6.10 于 是 得 证 . 


推论 6.14 He >0. H(A.) 中 的 ry, À 


zo(u) es - 
(6.76) (x,y) — zm "Eder (H(u) +Y). 
WEAR ”这 由 (6.50) 和 (6.52) 立 得 . " 


推论 6.15 iE 60. M(H.) 中 的 zy, À 


(6.77) $(r,y) = (tw(u) — any + o( 5" {HW Tz Y). 
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证 明 (6.77) 的 余 项 与 (6.50) 中 第 一 个 上 界 估计 一 致 . 于 是 只 须 证 明 将 
B(x, y) 换 成 W(x,y) 后 (6.77) 仍 成 立 . 由 (6.53), 有 


ze" 
C(1, y) 0 


He = 1 时 的 (6.55) 以 及 推论 5.15 A1, 最 后 的 积分 


« H(u ye) [^ (= dv « <a) 


W(a,y) = (zo(u) — Nay z E w'(u — v)y ? dv. 


这 是 因为 , 比如 在 (Hz) 中 , RE x 足够 大 (于 是 只 要 y BBA), IM < Vy 
就 成 立 . 这 便 推出 (6.77). 口 


推论 6.16 对 z>2y>5 一 致 地 有 


e*{rw(u) 一 —u/3 
(6.78) (z, y) = oM Ber Re 
证 明 “在 命题 假设 下 不 难 验证 zw(w) — y > z. 于 是 当 (2, y) TE (AL) 中 
时 , 由 (6.77) 可 推出 (大 大 超过 ) 命题 . 在 相反 的 情形 , 由 (6.53) 和 (6.54) 得 
e—u/3 
da y) ny 
其 中 最 后 一 个 估计 由 定理 5.1 而 得 . 这 便 推出 命题 结论 . 口 


W(x, y) 一 (zw(u) 一 < V(z,y) < 


§6.5 Kubilius 模型 


这 几 年 来 , 脆 数 和 筛 数 之 间 的 对 偶 性 在 数论 中 的 重要 性 不 断 增强 : 一 方 
面 是 由 于 新 的 理论 方法 , 其 中 典 则 分 解 起 到 重要 作用 ; 另 一 方面 则 来 自 它 在 
整数 分 解 问题 中 的 基础 性 的 应 用 . 

算法 中 的 应 用 与 脆 数 即 那些 容易 分 解 的 整数 这 一 事实 有 关 : 只 需 验证 那 
些小 的 素数 . 

脆 数 在 数论 问题 中 的 影响 主要 来 自 第 法 的 发 展 . 先前 提 到 了 Daboussi 
(1984) 对 素数 定理 的 初等 证 明 ， 其 中 非 显然 的 利用 了 关于 固定 的 y 的 分 解 
n = ab, 其 中 P*(a) < y < P7 (b). 

许多 圆 法 的 进展 , 尤其 是 Vaughan 和 Wooley 的 结果 @ 很 大 程度 上 归结 
于 脆 数 的 性 质 : 脆 数 集 被 选 为 指数 和 的 指标 集 . 脆 数 因子 分 布 的 良好 性 质 ( 比 
JW d; 和 dj41 是 y HER ”的 两 个 相 邻 因子 , 那么 djri < ydi) 可 用 来 控制 
某 些 Diophantus 方程 的 解数 , 在 圆 法 中 解释 成 某 些 指数 和 的 L?- 范 数 . 

Q 比如 见 Vaughan (1997) 的 第 十 二 章 . 
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用 鞍点 法 得 到 的 关于 得 函数 V(x, y) 和 B(x,y) 的 结果 在 概率 数论 中 也 有 
应 用 . 这 里 描述 其 中 之 一 , 有 基础 性 地 位 . 

WnecN',0,:—(,2,...,n HE Ty HO, 中 由 被 素数 p<y WE p 
整除 的 条 件 所 定义 的 事件 构成 的 o- 代 数 . 0, 中 五 -可 测 的 事件 是 形 如 


Ea :={m<n:m=ab, P-(b)>y}  (P*(a) <y) 
的 集合 之 并 . 于 是 对 0。 上 的 经 验 一 致 分 布 测度 vn 有 
w(E) = = 和 (2 四 (PHa) <y). 
(Qn, vs, Ty) 的 一 个 概率 模型 是 在 某 抽象 概率 空间 Q 上 给 出 nly) 个 分 拆 


0 = UI (p < y) 


j20 
以 及 由 集合 wp; 的 有 限 交 构成 的 o- 代 数 Ty. 对 Pt(a) < y, 用 
E; := pija wp; 来 模拟 Ea, 并 将 vn 与 Q 上 定义 为 


(6.79) Py (wp,j) = (1 — 1/p)p (p <y, j EN) 


的 概率 相 比较 , 其 中 当 p A q 时 ov; 与 wae 独立 . 这 样 便 将 每 个 Q。 中 的 
Ty AWS E 对 应 于 O 中 的 某 个 五 -可 测 集 E", 定义 为 


E" := U E;. 


E CE 


Kubilius 容量 K (n, y) 是 概率 空间 (Qn, vn, Ty) Al (Q, Py, 77) 之 间 偏差 的 一 种 
体现 , 其 定义 为 


(6.80) K(n, y) := sup [A (E) — Py(E")|, 
EET, 
从 而 , 由 (6.79), 将 E 写成 Uoc AES 后 得 


Y (2563) - zo] 


只 要 对 使 得 v. (E) P,(E*) > 0 的 那些 A 取 上 确 界 即 可 : 其 补 集 是 由 将 A 换 
成 A := S(oo,y) VA 而 得 到 的 , 而 这 只 是 将 考虑 的 量变 号 而 已 . 这 样 K(n, y) 


可 用 形 如 l l 
D | ol 


ac 


ACR HET. 显然 当 


A :— {a € S(co,y) : &(n/a, y) > n/(ac(1,9))) 


K(n,y) = sup 
ACS(oo,y) 


86.5 Kubilius 模型 + 525 : 
时 该 表达 式 取 最 大 值 , 这 附带 说 明了 (6.80) 中 的 上 确 界 可 达 . 于 是 
1./n 1 j 
an D (G-a) 


P+(a)<y 
(EG ail C) zi) 


P+(a)<y 
从 而 对 任意 ne N,vy > 1, 有 
ln 1 
(6.81) K(n,y) = à -6(=,y) - ——|. 
b de ( ) zm 


Kubilius 模型 “基本 引 理 ”的 经 典 版 本 是 Kubilius (1956) 的 结果 . Barban 
和 Vinogradov (1964) 及 Elliott (1979) TH, ic u := (Inn)/Iny, 有 


(6.82) K(n,y) < u/s + n71, 


值得 注意 的 是 K(n,y) 趋 于 0 BUE, B y = n°0), 与 脆 数 的 Turén- 
Kubilius 常数 趋 于 1 的 阅 值 相同 , 见 (5.125). 这 两 个 现象 都 可 理解 为 被 小 素 
数 指数 整除 的 条 件 在 某 种 具体 形式 下 的 渐 近 独立 性 . 

MAR ATES AY O(c, y) A (x,y) 的 估计 可 用 来 得 到 K(n, y) 一 个 更 好 
的 估计 . 该 结果 可 通过 下 列 函 数 来 表达 : 


(6.83) Eu) = 1 n lu(v) — e-"Jo(u — v) du + Lo(u). 
R 
这 个 量 是 Arratia 和 Stark (1997) 引进 的 ， 他 们 证 明了 对 每 个 固定 的 w 有 
Jim K(y",y) = E(u). 可 以 证 明 @ 
(6.84) E(u) = o(u)2**09 ^ (u— oo), 
所 以 E(u) 非常 快 地 趋 于 0: 特别 地 ， 
E(u) <u" (u > 1). 
下 列 结论 是 作者 (1999) 的 结果 . 
定理 6.17 HneN yeR,  Éfn>y>2 对 每 个 ec> 0, 有 
(6.85) K (n, y) Ke o(u)20*9" nike, 
其 中 以 := (Inn)/Iny. 另外 , 对 每 个 = > 0, 关系 
(6.86) K(n,y) = Sa) oe L 


Iny exp{ (In y)?/27*) 
@ Tenenbaum (1999) 给 出 了 一 个 更 细 的 估计 . 
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在 区 域 
(He) n > 3, exp((In m)5/3+e € y € n 
上 一 致 成 立 . 


如 同 作 者 在 同一 工作 中 所 证 明 的 , 不 能 将 (6.85) 右边 中 出 现 的 两 个 s 中 
的 任 一 个 换 成 0. 特别 地 , 从 (6.85) 中 可 推出 (6.82) 几乎 最 优 的 改进 : 


(6.87) K(n,y) eu " -n it (n2y22) 


同时 由 (6.86) 推出 对 任意 e > 0 渐 近 公式 


Ino y 
(6.88) K(n,y) = E(u) {1 re o( P )! 
在 区 域 
(Ge) nz3,  exp{(Inn)*/>t*9} <y<n 
ER. 
注 记 
$6.3 ”如 同 定理 6.8 证 明 中 所 提 到 的 , Buchstab 函数 w(u) 精细 的 渐 近 性 质 与 
方程 
(6.89) ef —1-u( 


AR. 正如 (6.10) 那样 , 方程 (6.89) 有 无 穷 多 个 复 根 , 靠近 直线 Rec = E(u). 
然而 , 对 u > 1, (6.10) 有 唯一 的 非 零 正 实 根 , 并 由 此 而 具 基 础 地 位 ; 而 (6.89) 
却 没有 非 显 然 实 根 , 是 其 与 实 轴 最 近 的 共 轿 复 根 可 用 来 详细 描述 w(u) 的 渐 近 
性 质 , 其 中 对 “好 ”的 积分 坐标 用 了 鞍点 法 . HO Colu) M Ç_1(u) = Golu) 表示 
这 些 根 . Hildebrand 和 Tenenbaum (1993a) 证 明了 , 对 足够 大 的 实数 u, Colu) 
是 (6.89) 满足 

(Colu) — E(u) t in| < x 


的 唯一 解 , 并 且 实际 上 有 
(6.90) co( = eu) + eG we + O(z58): 


jiu. == Cl) 1 \、_ 一 (由 十 还 
ME crm o erem ~ Ku) -1- ix + O( a5): 


@@ 根据 Hildebrand 和 Tenenbaum (1993) 引进 的 记号. 


接 下 来 令 


(6.92) duces eA) 
Co(u) y 2xu{1 — 1/Co(u)} 


Hildebrand (1990) 证 明了 
(6.93) w(u) — e^? = —2e " R(u)( cosó(u) + O(1/u)}, 


其 中 R(w) := |®(u)|, 9(u) := arg ®(u). 正如 作者 (1999) 所 证 明 的 , 该 关系 容 
易 由 Hildebrand 和 Tenenbaum (1993a) 一 般 理 论 而 得 , 该 理论 提供 了 一 些 附 
加 信息 , 特别 是 公式 


(6.94) R(u) = o(u) exp (zs 十 oz)! 
和 
(6095)  V(u)= EE + (Ex) i 2x (1 j —) 十 ors) 


同样 应 注意 到 R 严格 单调 下 降 : 这 容易 由 (6.92) 而 得 . 
公式 (6.93) 和 (6.95) 推出 w(w)-e-? 变 号 无 穷 次 . 如 同 Hildebrand (1990) 
所 证 明 的 , À AS 表示 该 量 的 第 ”个 零点 , 从 (6.95) 可 得 出 


1 Ingn 
Am uda e Inn Oa) 


uf'(u)--af(u)--bf(u—1) 20, | ob 为 任意 复数 


的 微分 差分 方程 一 般 解 情形 的 推广 见 Hildebrand 和 Tenenbaum (1993a). 
86.4 fH w(u) 的 大 阶 Taylor-Lagrange ERE 可 对 公式 (6.53) 作 如 下 推广 . 

引 理 6.18 设 wm; := uw (m) - oO (m-) (j 20,1 & m j-- 1). WHE 
EAE ATOR 


= (—-1)/w0) (u) m—u (1) wm; 
meee Do "uina a du 
0Sj&k 1<m<k+1 m-1&j&k 
(6.96) met 


_1\k 二 1 oo 
0 


© JL Tenenbaum (1990), 引 理 6. 
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这 可 用 来 精细 化 推论 6.15, 在 区 域 (H EAE 8(z,y) 对 1/1ny 的 渐 近 
EA. 事实 上 , 容易 证 明 在 该 区 域内 (6.96) 中 的 积分 


Ki m Bus 
如 同 (6.93) 和 (6.94) 说 明了 定理 6.8 除 差 一 个 H(u) 的 指数 外 最 优 那 样 ， 
可 类 似 地 证 明 推 论 6.15 基本 上 是 最 优 的 , 见 Friedlander, Granville, Hildebrand 
和 Maier (1991). 在 该 文章 中 , 作者 们 研究 了 更 (z,y) - z/G(1, y) HES, 得 
出 素数 分 布 的 振荡 定理 . 这 个 有 点 令 人 惊讶 的 相关 性 的 基础 思想 源 于 Maier 
(1985). 也 见 Hildebrand 和 Maier (1989) 以 及 Friedlander 和 Granville (1989). 
定理 6.10 HE de Bruijn (1950) 的 经 典 结果 


(6.97) B(x, y) = W(z,y) + o( (r2y22) 


Lg 


要 显著 精细 . 34 (x,y) TE (He) 中 时 这 是 显然 的 . 在 相反 情形 , 定理 6.10 HR 
项 O(W(z,y)) 当然 
« re rey). 


可 以 证 明 引 理 6.12 对 x > y > Inz 成 立 , 只 要 将 ao 换 成 方程 (6.5) 的 解 
a(x, y), M Hildebrand 和 Tenenbaum (1986) 引 理 8, 以 及 Tenenbaum (1990) 
引 理 1 的 推论 . | 

下 述 结果 是 定理 6.10 的 细 化 . 回顾 记号 (6.47), (6.48) 和 (6.49). 

定理 6.19 (Tenenbaum, 1999) 设 e>0. 对 xz>y>2 一 致 地 有 
(6.98) P(x,y) = W(z,y) + O(E(z, y)), 

其 中 
MAN + xo(u)/Ye, Æ (x,y) € (He), 
(6.99) E(z,y):— 
V (z, y), 若 以 上 不 然 . 


推论 6.20 (Tenenbaum, 1999) 设 e>0. 3 (x,y) € (He) -KA 


iE rR(u)  zxo(u) 
(6.100) tansa + Of oy ), 
_ e%{zw(u) — y} zR(u)iIn(u+1) | ro(u) 
ex) sen an OC y x) 


同一 文章 中 证 明 的 定理 6.19 的 第 二 个 推论 与 函数 In P^ (n) 有 关 . 与 其 
对 偶 的 关于 In P+(n) 的 结论 精确 化 了 de Bruijn (1951b) 的 渐 近 公式 , FEY 
EH 290 中 证 明 . 该 推论 的 基本 意义 是 用 一 个 具体 例子 说 明 利 用 (6.98) ET 
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Wa, y) 特性 的 各 种 可 能 性 @. 容易 用 该 技巧 来 得 到 一 大 类 形 如 f (P7 (n)) 的 
数论 函数 均值 的 具体 计算 . S 


十 [ ve 一 ey um ees T DAL 十 e ln (1 — 31; 


推论 6.21 i620. 对 z>2 一 致 地 有 


A:= 


3 In P (n) =e ?zlnnz-4d Ar + O (ze D 
1<n<z 

86.5 86.3 注 记 中 描述 的 w(u) — er 的 估计 可 用 来 对 (6.83) 中 定义 的 E(u) 作 
渐 近 估计 , 尤其 是 得 到 (6.84). 

定理 6.17 中 给 出 的 Kubilius 容量 K(n,y) 的 估计 基本 上 归结 到 Hilde- 
brand 关于 W(z,y) 的 公式 (5.83) 以 及 关于 P(x,y) 的 推论 6.20. 

定理 6.17 可 有 许多 应 用 . 这 里 讲述 其 中 两 个 . 

第 一 个 是 Elliott (1980) 定理 12.5 的 加 强 . 回顾 两 个 分 布 函 数 尺 和 G 的 
Lévy 距离 L(F,G) 定义 为 


L(F,G) :=inf{6 > 0: F(z — ô) — ô < G(z) < F(z+6)+6 (Yz € R)}. 


推论 6.22 (Tenenbaum, 1999) 设 了 为 实 加 性 函数 . 对 任意 N 21, 
设 AN, Bn 为 实数 ， 满足 By > 0. 令 


Fy (z) = Un (f(n) < An 十 zBn), Gn(z) = P(Zf N X An + zBn), 


其 中 Zn 表示 (3.8) 中 定义 的 随机 变量 ,那么 对 任意 es > 0 且 对 0«chz«1, 
2<y<N 一 致 地 有 


1 
(6.102) L(FN,GN)&e M 》 Lh g(uj0t9v e NUE, 
y«pXN v>1 
|f(p"))»hBu/u 


第 二 个 应 用 是 关于 函数 
O(x,y, z) := |{n < z : ny > z)| 


的 , 其 中 n 是 ”最 大 的 y- 脆 因子 . Erdós 的 一 般 整 数 素 因 子 双重 指数 增加 律 
(可 见 定 理 3.10) 预示 了 只 要 ln z 相对 于 Iny SEX, O(c, y, z) 便 相 对 于 x 来 说 
较 小 ; 而 且 在 第 500 页 习题 293 中 得 到 该 量 的 一 个 上 界 估计 . 这 里 叙述 一 个 
更 细 的 结论 . 

— @ 相对 于 脆 数 的 该 研究 的 对 偶 版 本 见 Tenenbaum 和 吴杰 (2007b). 
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dp 


Ai(w) := | e(t) dt (w > 0), 

c(u,v) :一 | o(t)w(u-t)dt (u21,v 20), 

0(u,v):— e(u)+o(u,v) (u21,v20) 

&(u, v) := (1 — y)o(u — 1) + vo(v)u(u v) (uz 1, v 2 0). 
由 第 五 章 中 Dickman 函数 的 估计 容易 得 到 


(6.103) Aw) = ch eoo) (w 2 1). 


HF L<u(t) <1(t2>1) H ovth) > ov){un(v+ 1}-* MO<h<l<v 
RZ, 这 说 明 只 要 v — 1 — v» 1/In(v +1) BA 9(u, v) x (v). 


定理 6.23 (Tenenbaum, 1999, 2006) iX e > 0. 在 条 件 
(6.104) r22, y>2, 1 € z € expexp { (ln y)? 5E} 
下 有 


(6.105) O(z,y,z) = (e? iD Es + 2) 


Iny 


) }arr(v) + O(zo(u)2*9"* + 2°), 
其 中 以 := (Inz)/Iny, v := (Inz)/Iny. 若 还 有 1«z«z/y, 则 一 致 地 有 


(6.106) O(z,y,2) = ZU 一 is 十 oe 十 eR. 十 z) À 


特别 地 , X 

(ny)? € z < min (a/y in(u+t) exp exp { (In y) a 
则 
(6.107) O(z,y,z) = {1 + o(2 balu, v)z. 

注意 到 条 件 z < z/y 并 没有 局 限 性 , 这 是 因为 当 z/y < z < x 时 有 
O(z, y, z) = U(z,y) — V(z, y). 
习题 
297. (a) 证 明 在 (5.1) 的 记号 下 , 下 列 等 式 对 z >y>2 成 立 : 
[z= XO  S(z/n,y) + W(z,y) — V(z/v.y). 


n€S(z/y,y) 


298. 


299. 


300. 


习 题 - 531 - 


(b) 应 用 定理 5.8 和 定理 6.4, 由 (a) 推出 卷 积 等 式 
ne L NE aai. 
重 证 (6.35). 
在 下 列 习 题 中 , Vi(z yz) 表示 满足 
Q(my,z): M. v=k 


z«p&y, p" |n 
的 整数 n < x NA. A r= yt, z= yà. 
X0o<A<I1,u>0, & 


9o(A, u) := o(u/À) + L olv/A)w(u — v) dv, 
其 中 约定 Vo(0, u) exu. 
(a) WBX} u > 1 À 


(u—1)/A 
9o(A, u) € o(u/A) 十 x | o(v) dv, 
0 


从 中 推出 doi, u) < eA X} u > 1 MZ. 
(b) 证 明 区 间 估 计 
A € Sou) «eA  (0€AX1l,u21-42) 
(c) 证 明 
Um 9o(A, u) ZÀ: 


(a) 证 明 Buchstab 恒等式 


Vo(r,y,z) = V(x,z) + 5 Vo(r/p,p — 1,2). 


y«p&c 
(b) 用 习题 216 的 结果 证 明 对 y > z > 2, x > yz 一 致 地 有 
Folz, y, z) = z0o(A, u)(1 + O(1/1nz)]. 


(a) 证 明 


AS Ou) = oA u — A) (0€A&X1,u21l) 


(b) 用 习题 299 的 (a) 和 (b) uEBDSE Oc A «1l, u 21/8 


u(r, u) = (à, u — 1) — vo (à, u — A). 
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(c) 证 明 存 在 一 个 和 
成 立 ， Xem 


S Ovu)| < Axo(v) Xf 3 € u < 4 


Vol, u) =A{1+O(o(u))}  (u>1). 


301. Żif Poisson 分 布 律 . 用 公式 
dv 
KY, (A, u) = I Ok 1(A,u 一 DE (k > 1) 
入 


归纳 地 定义 一 列 函 数 (91 (A, u)) So. 
用 习题 298 和 习题 300 的 结论 , 证 明 对 k>0,0< 和 <1,wu> 
k+1+ 入 有 , 
@ sg (m 3] SUR) Se (In x) | 
(b) Au) = (me) {1+ O(o(u-A))}. 
302. 证 明 在 三 重 条 件 y > "i + 1/Le(z)), zy**? < x, k < In(1/A)Le(z) F 
致 地 有 
P(x,y, z) = z9&(A,u)(1-- O(1/1nz)]. 
303. (a) 证 明 若 v < kA 则 9, (A, u) = 0. 
(b) HEMT O<A<1,u>0F DE 0 (Au) = 1. 
(c) X Aus1 k(A,u) := 1/u; BMF (A, u) := 0. 证 明 


k!9, (A, u) = &** * 99(A, u), 


其 中 卷 积 相对 于 变量 4 
(d) 计算 Laplace 变换 KR、(s) x e^" 5&(A, u) du, 并 由 (b) 推出 
0 


te oo S d 
Vo(A, s) := i e “SI (A, u) du = exp { -j pu 
0 S As 


v 


(e) 用 习题 298 中 给 出 的 go(A,v) 的 定义 重新 得 到 上 述 结论 . 
304. FH Y 表示 Heaviside 函数 , BB Y (u) := lio col(w) (u € R). 
(a) 证 明 对 0< 和 A<1,wu>0 有 


= (-1)* xk 
9o(A,u) = >> —u (67 x Y) (Au). 
k20 | 


从 中 推出 , LE k 20,78 


1 
34 (A, u) e k! > = 
320 


ETE (A, u), 


其 中 


dv dv 
RO)-1 Feu) = | - cre 
vieux Ku 


(b) 重新 得 到 习题 300(a) 中 的 函数 方程 
305. 设 (s) := J e '"*o(u/A) du. 证 明 对 s #0% 
0 


sQ(s)9o(^, s) = 从 (s) = Ag(As), 


并 推出 卷 积 关系 


u u/r 
f Vo(À, v)o(u — v) dv = x | o(v) dv. 
0 0 
306. (a) 证 明 对 任意 上 eC 有 
Y 9.0, de = DE FO, uE- 1, 
k20 k20 ' 
其 中 函数 FLA, u) 在 习题 304 中 定义 . 
(b) 推出 对 任意 上 >1 有 


D 900ws399 (QE) = ElME-E +1). 
. k2&ln(1/A) 
307. A Dk (A, s) = T e "*9k(A, u) du. 
0 
(a) 用 习题 303 中 证 明 的 表达 式 , 写 出 do, s) 在 s = 0 处 的 一 阶 展 式 . 
(b) 证 明 f {9o(A, u) — À} du = A(1 — À). 


(c) 计算 9,0, 5), 并 写 出 其 在 s — 0 处 的 一 阶 展 式 . 
(d) WEA k > 18 


[ {os iy Jas Me Qe 
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Fouvry 和 Tenenbaum, 494 
Fresnel, Augustin, 168 
Freud, Géza, 298, 319, see also Kara- 
mata 
Freud 和 Ganelius, 319 
Friedlander, John, 见 下 
Friedlander 和 Granville, 495, 528 
Friedlander, Granville, Hildebrand 和 
Maier, 528 
Galambos, Janos, 420, 453, 457 
Galambos 和 Szüsz, 457 
Gallagher, Patrick X., 94, 95, 441, 445 
Ganelius, Tord, 305, 306, 312, see also 
Freud 
Gantmacher, Felix R., 83 
Gauss, Carl Friedrich, 12, 25, 166 
分 布 , 451, 459 
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I'/T 的 Gauss 公式 , 167 
和 , 333, 365 
Gelfond, Aleksandr Osipovich, 21 
Gelfond 和 Linnik, 54, 135 
Girard, Albert, 90 
Girard-Fermat, 90, 143 
Goldbach, Christian, 98, 155 
Goldfeld, Dorian, 366 
Goldston, Pintz 和 Yildirim, 79, 96, 99 
Gorshkov, D.S., 21 
Graham, Sidney W., 54, 366 
Graham 和 Kolesnik, 113, 126 
Graham 和 Vaaler, 94 
Granville, Andrew, 495, see also Fried- 
lander 
Granville fll Soundararajan, 454 
Greaves, George, 79 
Grosswald, Emil, 189 
Grupp, Frieder, see Fouvry 
Hadamard, Jacques, 12, 216, 220, 223 
REAA, 223, 351 
三 圆 引 理 , 241, 242 
Halász, Gábor, 438—440, 446, 454, 459 
Halberstam, Heini, see Davenport; Di- 
amond; Elliott; Ford 
Halberstam 和 Richert, 66, 79, 95, 97, 
98, 419 ' 
Halberstam 和 Roth, 382, 402 
Hall, Richard R., 370, 381, 419, 425, 
426, see also Dupain; Erdós 
Hall 和 Tenenbaum, 93, 268, 381, 393, 
417, 419—421, 424, 427, 448, 
454, 459 
Hankel, Hermann 
公式 , 165 
围 道 , 165, 211, 212, 235, 258, 265, 
268, 349, 350 
Hanrot, Tenenbaum 和 吴杰 , 96, 496 


Hanson, Denis, 20 


Hardy, Godfrey H., 43, 127, 240, 247, 
319, 323 
Hardy-Littlewood 
猜想 , 67 
的 Tauber 型 定理 ，293，296-298， 
326 | 
函数 方程 法 , 227 
C(s) 的 估计 , 227 
Hardy-Littlewood-Karamata, 297, 298, 
305, 338, 339, 456 
Hardy 和 Ramanujan, 403, 411 
Hardy-Ramanujan 
不 等 式 , 422 
Hardy 和 Riesz, 186, 190, 206 
Hardy 和 Wright, 284 
Heath-Brown, D. Roger, 209, 228, 366 
Hengartner, Walter, 见 下 
Hengartner 和 Theodorescu, 396, 398 
Hensley, Douglas, 89, 284, 493, 495 
Heppner, Ernst, 60 
Hermite, Charles, 143, 146 
Hildebrand, Adolf J., 95, 366, 409, 418, 
420, 479, 487, 493-495, 527, 
529, see also Friedlander 
Hildebrand 和 Tenenbaum, 96, 284, 486, 
490, 492—495, 526-528 
Hooley, Christopher, 93 
A-Ž, 268, 401, 427 
Hormander, Lars, 319 
Hurwitz, Adolf, 147, 231 
Huxley, Martin N., 43, 54, 79, 113, 
126-128, 228 
Huxley 和 Kolesnik, 113 
Huxley 和 Watt, 113 
Ikehara, Shikao, 305, 324, 341, see also 
Wiener, 342, see also Wiener 
Ikehara-Ingham, 306, 308 
Ingham, Albert Edward, 189, 217, 249, 
305, 316, 317, 319, 326, see 


also Erdós; Ikehara 
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Ivié, Aleksandar, 126, 209, 228, 229, 
246, 249 
Ivié 和 Tenenbaum, 501 
Iwaniec, Henryk, 66, 93, 94, 497, see 
also Bombieri; Dress; Rosser 
Iwaniec 和 Mozzochi, 43, 54, 113 
Jacobi, C. Gustav 
符号 , 331 
0- PBR, 231 
Jacobsthal, Ernst, 488, 497 
Jensen, Johan 
不 等 式 , 398 
公式 , 218, 221 
Jessen 和 Wintner, 395 
Johnsen, John, 95 
Johnsen-Selberg, 85 
Jordan, Camille, 114 
Kac, Mark, see Erdós 
Kaczorowski, Jerzy, 见 下 
Kaczorowski 和 Pintz, 189 
Kahane 和 Queffélec, 187 
Kalmár, László, 20 
Kamae, Teturo, 见 下 
Kamae 和 Mendés France, 126 
Karamata, Jovan, 294, 296-300, 318, 
319, 380, 511, see also Hardy- 
Littlewood 
Karamata-Freud, 338 
Karatsuba, Anatolij A., 127 
Katznelson, Yitzhak, 71, 73 
Kerner, Sébastien, 285 
Kobayashi, Isamu, 79 
Kolesnik, Grigori, 54, 113, see also Gra- 
ham; Huxley 
Kolmogorov, Andrei N., 396, 429, 453 
Kolmogorov-Rogozin, 396 
Korevaar, Jacob, 293, 314, 319 
Korobov, Nikolai Mikhailovich, 229 


Kronecker, Leopold 


符号 , 365 


记号 , 80, 362 
Kruyswijk, D., see de Bruijn 
Kubilius, Jonas, 408, 419, 455, 456, 
525, see also Turán 
容量 , 524, 529 
Kubilius 模型 
基本 引 理 , 525 
Kusmin, R.O., 125 
Kusmin- Landau, 117, 118, 129 
La Vallée-Poussin, Charles de, 12, 216, 
327 
Lagrange, Joseph, 513 
判别 法 , 142, 143 
Lambek, Joachim, see Moser 
Lambert, Johann Heinrich 
变换 , 318 
级 数 , 318 
Landau, Edmund, 43, 47, 54, 125, 176, 
177, 186-190, 203, 205, 206, 
273, 296, 315, 317, 323, 352, 
355, 356, 365, 369, see also 
Kusmin; Phragmén; Schnee 
记号 , xi 
Landau-Page, 352, 356, 360, 366 
Landau 和 Walfisz, 232 
Laplace, Pierre Simon de, 126 
Laplace-Stieltjes 
变换 , 173 
积分 , 293 
LeVeque, William Judson, 456 
Lebesgue, Henri, 156, 160, 164, 293, 
296, 388, 392, 394 
分 解 定 理 , 388 
Lee, Jungseob, 417 
Legendre, Adrien-Marie, 12 
符号 , 24, 90, 331 
复制 公式 , 160, 212 
Levin, B.V., 见 下 
Levin 和 Timofeev, 455 


Levinson, Norman, 241, 249 
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Lévy, Paul, 395 
距离 , 529 
连续 性 定理 , 391, 393, 430 
Lindelóf, Ernst Leonard, 213, 230, 231, 
see also Phragmén 
假设 , 213, 230, 231, 241 
Lindemann, Ferdinand, 146 
Linnik, Yurii Vladimirovich, 68, see also 
Gelfond 
Liouville, Joseph, 134, 135, 146, 164 
函数 , 60 
Littlewood, John Edensor, 228, 229, 
320 
Loéve, Michel, 391, 393 
Lukacs, Eugene, 391, 393, 399 
Maier, Helmut, 528, see also Friedlan- 
der; Hildebrand 
Maier fll Pomerance, 497 
Maier 和 Tenenbaum, 421 
von Mangoldt, Hans, 46, 228, 243 
PRX, 22, 28, 33, 207 
Mann, Henry B., 381 
Markov, Andrei A., 147 
Markov 常数 , 147 
Mellin, Robert Hjalmar, 163 
Mendes France, Michel, 126, 146, see 
also Brlek; Cantor; Ellison; 
Kamae; Tenenbaum 
Mendès France 和 Tenenbaum, 421 
Mersenne, Marin, 24 
Mertens, Franz, 216, 238, 338 
第 二 定理 , 18, 23 
第 一 定理 , 15, 16, 93, 376, 415 
JSK, 18, 63, 107, 415, 474, 499, 
509, 511 
Miech, Ronald J., 366 
Minkowski, Hermann, 310 
Mobius, August 
反 转 公式 , 32, 33, 36, 50, 63, 503 
PR, 28, 29, 32, 44, 46, 233, 323 


Mollerup, Johannes, see Bohr 
Montgomery, Hugh L., 54, 68, 69, 76, 
94, 126, 369, 439, 440, 442, 
450, 454 
Montgomery-Wirsing, 442 
Montgomery 和 Vaughan, 54, 68, 69, 
95, 365, 454, 458 
Moree, Pieter, see Evertse 
Moser, Leo, 见 下 
Moser 和 Lambek, 38 
Motohashi, Yoichi, 95 
Mozzochi, Charles J., see Iwaniec 
Murty, Marouti Ram, 328 
Murty 和 Thain, 328 
Naimi, Mongi, 501 
Nair, Mohan, 14, 21, 55 
Nanopoulos, Photius, 381 
Newman, Donald J., 189, 321 
Nicolas, Jean-Louis, 109, 284, 286, see 
also Erdós 
Nikodym, Otton, see Radon 
Norton, Karl K., 285, 422, 490 
Novoselov, E.V., 453 
Oppenheim, Alexander, 270 
Page, A., 352, 355, see also Landau 
Paley, Raymond E.A.C., 365 
Paley-Wiener, 73 
Parent, D.P., 146 
Parseval, Marc A., 204 
公式 , 400 
恒等式 , 393 
Pell, John, 151 
Perron, Oskar, 197, 201 
第 二 实效 Perro 公式 , 200 
第 一 实效 Perro 公式 , 199 
AX, 197, 201-203, 205 
Phillips, Eric, 126 
Phragmén, Edvard, 189 
Phragmén-Landau, 177, 178, 189, 362 
Phragmén-Lindelóf, 184, 185 
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Piatetski-Shapiro, Ilya I., 127 
Pintz, János, 249, 497, see also Gold- 
ston; Kaczorowski 
Plancherel, Michel 
定理 , 400 
公式 , 397, 441, 445 
Poisson, Denis 
分 布 , 273, 532 
RMA, 71, 99, 113, 116, 125, 
126, 231 
Pólya, George, 335 
Pólya-Vinogradov, 335, 342, 364 
Pomerance, Carl, 285, 490, see also Maier 
Prachar, Karl, 369 
Radon, Johann, À F 
Radon-Nikodym, 388 
Ramanujan 
恒等式 , 217 
Ramanujan, Srinivasan, 109, 110, 217, 
228, 250, see also Hardy 
高 合 数 , 109 
和 , 37 
Ramaré, Olivier, 366 
Rankin, Robert Alexander, 462, 479, 
486, 497 
定理 , 487, 497 
方法 , 93, 182, 462, 486, 521 
Rényi, Alfréd, 68, 384, 434 
Rényi 和 Turán, 451, 456 
Richert, Hans-Egon, see Halberstam 
Rieger, Georg Johann, 60, 319 
Riemann, Bernhard, 227, 228, 240, 243, 
327 
广义 Riemann 假设 , 352, 365, 366 
假设 , 54, 240—242, 249, 250, 495 
可 积 , 123, 318, 400 
Riemann-Lebesgue, 71, 239 
Riesz, Marcel, 203, 315, see also Hardy 
Rivat, Joël, 见 下 
Rivat 和 Sargos, 127 


Rivat 和 Tenenbaum, 125, 127 
Rivat 和 吴杰 ,127 
Robson, John Michael, see Brlek 
Rogozin, Boris A., 396, see also Kol- 
mogorov 
Rosser, J. Barkley, 见 下 
Rosser-Iwaniec, 79, 93 
Rosser 和 Schoenfeld, 20 
Roth, Klaus Friedrich, 68, 135, see also 
Halberstam 
Rubey, Martin, see Brlek 
Rudin, Walter, 388 
Ruzsa, Imre, 418 
Ryavec, Charles, see Elliott 
Saffari, Bahman, 385, 400, see also Erdős 
Saias, Éric, 482, 494, 495 
Sampath, Ashwin, see Srinivasan 
Sargos, Patrick, see Rivat 
Sárkózy, András, 365, 459, see also Erdós 
Sathe, L.G., 273 
Schnee, Walter, UF, 见 下 
Schnee-Landau, 203, 206, 250 
Schnirelmann, Lev G., 381 
Schoenberg, Isaac Jacob, 399 
Schoenfeld, Lowell, 20, 366, see also 
Rosser 
Selberg, Atle, 12, 61, 69, 72, 79, 228, 
240, 247, 253, 273, 284, see 
also Johnsen 
Selberg 第 法 , 85, 88, 95, 98 
乘 性 函数 , 79, 80 
大 筛 法 不 等 式 , 68 
恒等式 , 12, 60 
TENTE, 95 
IIE, T9, 90, 99 
Selberg-Delange, 284, 288, 324, 371, 
402, 451, 456 
Shapiro, Harold N., 21, 22, 36, 61, see 
also Erdós 
Siegel, Carl Ludwig, 135, 342, 362, 364 
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零点 , 342, 352 
Siegel-Walfisz, 78, 342, 364, 366 
Sitaramachandra, Rao R., see Suryan- 
rayana 
Sitaramaiah, Varanasi, 见 下 
Sitaramaiah 和 Subbarao, 112 
Skalba, Mariusz, 317, 318, 323 
Smati, Hakim, see Balazard 
Smida, Hikma, 96, 493 
Smith, Arthur, 22 
Sokolovskii, A.V., 365 
Soundararajan, Kannan, 96, see also 
Granville 
Sperner, Emmanuel, 402 
Squalli, Hassane, 190 
Srinivasan, Bhama R., 见 下 
Srinivasan 和 Sampath, 247 
Stark, Dudley, see Arratia 
Stef 和 Tenenbaum, 321 
Stein, Charles M., 409 
Stewart, Cameron, see Evertse 
Stieltjes, Thomas Joannes, 186, 187, 
see also Fourier; Laplace 
测度 , 5 
积分 , 4 
Stirling, James 
复 Stirling AÑ, 161, 213, 220, 
222, 225, 229, 245, 248, 353, 
357 
公式 , 7, 162, 277, 465 
SE Stirling 公式 , 159, 224 
数 , 39 
Subbarao, Matukumalli Venkata, see 
Sitaramaiah 
Suryanarayana 和 Sitaramachandra, 60 
Szüsz, Peter, 453, see also Galambos 
Tauber, Alfred, 291, 292 
Tauber 型 
Hardy-Littlewood 的 Tauber 型 
定理 , 296, 297, 326 


Hardy-Littlewood-Karamata EM, 
298, 456 
Karamata 的 Tauber 型 定理 , 294, 
298, 300, 318, 380, 511 
Wiener-Ikehara 的 Tauber 型 定 
理 , 305 
超越 Tauber 型 定理 , 305 
定理 , 291, 293 
极限 下 的 Tauber 型 定理 , 305 
实效 Ikehara-Ingham 定理 ，306,， 
342 
实效 Tauber 型 定理 , 298, 308 
算术 Tauber 型 定理 , 316, 323 
条 件 , 291, 293, 312, 315, 317, 323 
Tchébychev, Pafnouti, 12, 16, 20-22, 
301, see also Bienaymé 
多 项 式 , 301 
和 函数 , 34, 46, 110 
Tenenbaum, Gérald, 111, 381, 424, 427, 
454, 495, 500, 505, 525, 527- 
529, see also Balazard; La 
Bretéche; Delange; De Kon- 
inck; Deshouillers; Dress; Du- 
pain; Erdós; Fouvry; Hall; Han- 
rot; Hildebrand; Ivić; Maier; 
Mendès France; Rivat; Stef 
Tenenbaum 和 Mendés France, 12 
Tenenbaum 和 吴杰 ，89，95，96，205， 
496, 529 
Thain, Nithum, see Murty 
Theodorescu, Radu, see Hengartner 
Thue, Axel, 135 
Tijdeman, Robert, see Evertse 
Timofeev, Nikolai Mikhailovich, see Levin 
Titchmarsh, Edward Charles, 113, 114, 
119, 125, 126, 184, 205, 206, 
209, 224, 227, 228, 231, 247, 
249, 255, see also Brun 
Turan, Paul, 411, 419, 420, see also 
Erdos; Rényi 
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Turán-Kubilius, 404, 406, 407, 409, 410, 
412, 418, 419, 423, 427, 428, 
434, 436, 452, 453, 497 

Vaaler, Jeffrey, 72, 94, 312, see also 
Graham 

Valiron, Georges, 184 

Vaughan, Robert C., 366, 523, see also 
Erdós; Montgomery 

Vaughan 和 Wooley, 523 

Vinogradov, Aleksei Ivanovich, 366, see 
also Bombieri 

Vinogradov, Ivan M., 54, 127, 229, see 
also Pólya 

记号 , xi 

Volterra, Vito, 493 

Voronoi, Georges, 43, 54, 113, 120, 121, 
127 

Vose, Michael D., 111 

Walfisz, Arnold, 44, 45, 54, see also 
Landau, Siegel 

Wallis, John, 8, 434 

Warlimont, Richard, 369 

Watson, George Neville, see Whittaker 

Watt, Nigel, 113, see also Huxley 

Weierstrass, Karl, 124, 157, 163, 164, 


168, 175, 295 
Weyl, Hermann, 119, 120, 123, 124, 
126 


Wey] 判别 法 , 123, 129 

Weyl-van der Corput, 119, 126 

Whittaker, Edmund Taylor, JL'F 

Whittaker 和 Watson, 513 

Widder, David Vernon, 4, 247, 474, 
517 

Wiener, Norbert G., 305, see also Pa- 
ley 

Wiener-Ikehara, 240, 305 

Wintner, Aurel, see Jessen; Erdôs 

Wirsing, Eduard, 325, 369, 438, 439, 


442, see also Montgomery 


Wooley, Trevor D., see Vaughan 
Yildirim, Cem Y., see Goldston 
Zagier, Don Bernard, 189, 321 


A 

Be AYE 111, 284, 285, 474, 479, 482, 
486, 493, 495, 505, 510—512, 
514, 517, 524-526 


B 
半 经 验方 差 , 406 
倍数 集 , 382, 383, 424, 425 
本 原 列 , 402 
变换 
Abel 变换 , 3 
Fourier-Stieltjes 变换 , 311 
Lambert 变换 , 318 
Laplace 变换 ，89，472，510，512， 
517, 532 
Laplace 逆 变 换 , 198, 473, 474, 481, 
484, 493, 511,517 
Laplace-Stieltjes 变换 , 173, 293 
Mellin-Stieltjes 变换 , 337 
Weyl-van der Corput 变换 , 126 
双边 Laplace 变换 , 321 
不 等 式 
Berry—Esseen 不 等 式 , 306, 308, 311, 
320, 321, 325, 392, 451, 452 
Bienaymé-Tchébychev 不 等 式 , 404 
van der Corput 不 等 式 , 116-119, 
125 
Erdós-Turán 不 等 式 , 124, 125, 127, 
129 
Hardy-Ramanujan 不 等 式 , 422 
Jensen 不 等 式 , 398 
Kolmogorov-Rogozin 不 等 式 , 396 
Pólya-Vinogradov 不 等 式 , 335, 342, 
364 
Turán-Kubilius 不 等 式 , 404, 406, 
407, 409, 410, 412, 418, 419, 
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423, 427, 428, 434, 436, 452, 
453 
Weyl-van der Corput 不 等 式 , 126 
SI Turdn—Kubilius 不 等 式 , 497 


C 
猜想 
Elliott-Halberstam 猜想 , 366 
Goldbach 猜想 , 98 
长 度 
多 项 式 的 长 度 , 300 
常数 
Markov 常数 , 147 
陈景润 (Chen, Jin Run), 366 
VE, 52 
乘 性 函数 , 27, 30, 32, 37, 38, 52, 55, 56, 
61, 66, 77, 79, 80, 82-84, 98, 
104, 108, 109, 172, 194, 254, 
274, 275, 283, 345, 393, 413, 
419, 426, 430, 431, 434, 435, 
438-440, 442, 446, 448, 451, 
453, 454, 456, 458, 461, 462 
Selberg 意义 下 的 乘 性 函数 , 79 
单调 乘 性 函数 , 38 
的 分 布 , 456 
奇异 的 乘 性 函数 , 80 
正规 的 乘 性 函数 , 80 
正则 的 乘 性 函数 , 80 
纯 奇 异 分 布 函数 , 388 
EX, 461 


D 

单调 乘 性 函数 , 38 

FT, 332 

SAR, 146 

点 
不 连续 点 , 387 
连续 点 , 387 
试验 点 , 416 
增长 点 , 387 


第 二 中 值 公 式 ，5，128，231，476，513， 


522 


Abel 定理 , 289, 319 

Axer 定理 , 58 

Bachet 定理 , 21, 138 

Bohr-Mollerup 定理 , 157, 166 

Bombieri-Vinogradov 定理 , 95, 98, 
99, 366 

Brun-Titchmarsh 定理 , 78 

Cantor-Bernstein 定理 , 146 

Daboussi 定理 , 457 

Davenport-Erdós 定理 , 383 

Delange 定理 , 430, 456 

Erdós-Wintner 定理 , 427, 429, 453, 
457 

Erdós-Kac M, 287, 288, 451, 
456 

Fatou-Korevaar 定理 , 314 

Girard-Fermat 定理 , 90, 143 

Halász 定理 , 438-440 

Hardy-Littlewood 定理 , 296 

Hardy-Ramanujan 定理 , 411 

Hardy-Littlewood-Karamata 定理 ， 
305, 320 

Jessen- Wintner 定理 , 395 

Karamata 定理 , 294, 297, 298, 300, 
318, 380, 511 

Karamata-Freud £, 299, 319, 
323 

Kusmin-Landau 定理 , 118 

Landau-Page 定理 , 352, 356, 360, 
366 

Lebesgue 分 解 定理 ,388 

Liouville 定理 , 134, 135, 146 

Maier-Tenenbaum 定理 , 421 

Minkowski 定理 , 310 

Paley-Wiener 定理 , 73 

Phragmén-Landau 定理 , 177, 178, 
189, 362 


名 词 索 引 I - 579 - 


Phragmén-Lindelóf 定理 , 184, 185 
Plancherel 定理 , 400 
Rankin 定理 , 487 


Schnee-Landau 定理 , 203, 206, 250 


Siegel 定理 , 362, 364, 366 
Siegel-Walfisz 定理 , 78, 342, 364, 
366 
Stef- Tenenbaum 定理 , 321 
Tauber 型 定理 , 305 
Voronoi 定 理 , 121 
Wirsing 定理 , 439 
脆 数 的 Erdôs-Wintner 定理 , 497 
连续 性 定理 , 391, 430 
三 级 数 定理 , 429 
算术 基本 定理 , 11, 21, 30 
素数 定理 , 237, 246, 247 
中 国 剩余 定理 , 67, 329, 332, 488, 
489 
$68 (Tong, Kwang-Chang), 54 
对 角 线 法 
Cantor 对 角 线 法 , 135, 146 
Cantor-Mendés France 对 角 线 法 ， 
146 
独立 随机 变量 , 418 
和 , 396, 418, 429 
多 项 式 
Tchébychev 多 项 式 , 301 
的 长 度 , 300 


E 

二 次 
互 反 律 , 25 
无 理 数 , 143-147, 150, 151 
型 , 79, 83, 84, 87, 366 

二 进 制 , 146 


F 
方差 
半 经 验方 差 , A06 
脆 数 半 经 验方 差 , 496 


经 验方 差 , 390, 404, 406, 409 
方程 
Pell 方程 , 151 
Volterra 方程 , 493 
微分 差分 方程 , 468, 472, 493, 507, 
509, 511, 527 
方法 
Rankin 方法 ，93，462，479，486， 
521 
参数 方法 , 93 
ABT IE, 426 
圆 法 , 523 
反正 弱 分 布 , 279, 280 
反 转 公式 
Fourier 变换 反 转 公式 , 163, 391 
Laplace 变换 的 反 转 公式 , 473, 474, 
481, 484, 493, 511, 517 
Mellin 变换 反 转 公式 , 163 
Móbius 反 转 公式 , 32, 33, 36, 50, 
63 
广义 Móbius 反 转 公式 , 81 
非 实效 常数 , 135, 342, 362, 364 
分 布 
Gauss 分 布 , 451, 459 
乘 人 性 函数 的 分 布 , 456 
纯粹 分 布 , 395, 399, 429 
反正 弦 分 布 , 279, 280 
复合 对 数 分 布 , 420 
加 性 函数 的 分 布 , 429 
极限 分 布 , 380, 389, 392, 393, 399, 
400, 426, 429—431, 433, 451, 
453, 456, 457, 497 
局 部 分 布 , 273, 411 
均匀 分 布 , 387 
退化 分 布 , 388, 403 
正 态 分 布 , 451, 459 
分 布 函数 
纯 离散 型 分 布 函数 , 387 
纯 奇 异 分 布 函 数 , 388, 395, 400 
加 性 函数 的 分 布 函数 , 456 
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绝对 连续 分 布 函数 , 388, 395 
数论 函数 的 分 布 函数 , 388, 392, 393, 
399, 400, 426, 429—431, 433, 
451, 453, 457, 497 
iB 464) Fi PBK, 388 
原子 性 分 布 函数 , 387, 390, 395, 400 
分 数 
不 完全 分 数 , 138 
完全 分 数 , 138 
符号 
Jacobi 符号 , 331 
Kronecker 符号 , 365 
Legendre 符号 , 24, 90, 143, 331 
复合 对 数 分 布 , 420 
复制 
公式 , 160, 212, 351 


G 
概率 密度 , 280 
PRA, 321 
公式 
Euler sin nz 公式 , 72 
Euler-Maclaurin 公式 , 5, 6, 8-10, 
54, 161, 207, 210, 231, 466, 
467 | 
Jensen 公式 , 218, 221 
Laplace 变换 的 反 转 公式 , 197 
Legendre-Gauss 公式 , 167 
Mertens 公式 ，18，63，107，415， 
474, 499, 509, 511 
Parseval 恒等式 , 393 
Perron 公式 , 197, 201-203, 205 
Plancherel 公式 , 397, 441, 445 
Poisson 求 和 公式 , 71, 99, 113, 116, 
125, 126, 231 
Ramanujan 公式 , 228 
Stirling 公式 , 277, 465 
第 二 中 值 公式 ，5，128，231，476,， 
513, 522 
复 Stirling 公式 ，161，213，222， 
225, 229, 245, 248, 353, 357 


复制 公式 , 160, 212, 351 

FT(s) 的 Euler 公式 , 155, 166 

互补 公式 , 163, 164, 168, 212, 264, 
350, 351 

均值 公式 , 204 

类 数 公式 , 366 

w(x) 的 显 式 公式 ，243，246，249， 
250 

dx; x) 的 显 式 公 式 , 356 

实 Stirling 公式 , 159, 224 

sin nz 的 Euler 公式 , 164, 168 

余 切 公式 , 357 

C(s) 的 Euler 公式 ，18，56，173， 
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广义 Riemann 假设 , 352, 365, 366 
H 

函数 


Alladi-Erdós 函数 ，58，112，422 

Bernoulli PŽ, 6, 7 

Buchstab PR, 93, 507, 511, 526 

Dickman PAR, 89, 94, 468, 472, 
479, 494, 512, 530 

Dirichlet L-PR#, 95, 336, 343, 352 

Euler B-PRÂ, 158 

Gamma PK, 155 

Hooley A- 函 数 , 268, 401, 427 

Jacobi 3- 函数 , 231 

Jacobsthal PRÉ, 488, 497 

Tchébychev 函数 , 34, 46 

纯 跳 函数 ,388 

分 布 函数 , 311, 387 

广义 Dickman 函数 ,89 

缓 升 函数 , 319, 439 

凝聚 函数 , 320, 395, 396 

球 对 称 函 数 ,168 

数论 函数 的 分 布 函数 , 380 

特征 函数 , 311, 391, 429, 431 

梯形 函数 , 308 
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函数 方程 


方法 , 227 

L(s,x) 的 对 称 函数 方程 , 349, 350 
O(c, y) 的 函数 方程 , 505 

U(x, y) 的 函数 方程 , 467 

v(x) KRAI F, 231 

C(s) 的 不 对 称 函 数 方程 , 212 

C(s) 的 对 称 函 数 方程 , 212 


Fejér 核 , 72, 304, 394, 397 
.整数 的 核 , 60, 64 


Cesàro AIX, 186 
Gauss 和 , 333, 365 
Ramanujan 和 , 37 
分 数 部 分 和 , 128 
两 平方 数 之 和 ,90，91，128，369， 
371 
整数 部 分 和 , 128 
恒等式 
Buchstab 人 恒等式 ，468-471，506， 
531 
Ramanujan 恒等式 , 217, 250 
Selberg 恒等式 , 60 
MA 
最 小 余 项 和 式 , 9 
环 
数论 函数 环 , 30, 36, 38 
唯一 因子 分 解 环 , 30 
形式 Dirichlet RAH, 29 
黄金 分 割 数 , 141, 147, 148 
2x31, 439 
函数 , 319 
化 圆 为 方 , 146 
互补 公式 , 163, 164, 168, 212, 264, 350, 
351 
ERE 
二 次 互 反 律 , 25 


J 
简单 , 403 
渐 近 独立 , 405 
ME TIE, 426 
RS (Jia, Chaohua), 55 
假设 
Riemann 假设 , 54 
加 性 函数 , 27, 409, 427, 496 
基本 引 理 
组 合 筛 法 基本 引 理 , 66, 97 
基础 判别 式 , 365 
Br, 112 
第 ; 个 素 因子 的 正规 阶 , 417 
第 3 个 因子 的 正规 阶 , 421 
极 大 阶 , 104-107, 109-111 
极 小 阶 , 104, 106-110 
T(n) HARK, 110 
有 限 阶 , 184, 185 
正规 阶 , 380, 403, 460 
记号 
Landau id E, xi 
Vinogradov 记号 , xi 
几乎 处 处 , 404 
经 验方 差 , 404, 406, 409 
卷 积 
Dirichlet 卷 积 , 30 
分 布 函数 的 卷 积 , 393 
if, 30, 32 
绝对 连续 的 分 布 函数 , 388, 395 
IBS 
Lévy 距离 , 529 
均 阶 , 41 
均匀 分 布 
模 1 均匀 分 布 , 126 
均值 , 42, 46, 52, 61, 128, 318, 390, 393, 
404, 416, 427, 430—432, 435, 
437, 438, 448, 451, 454, 457, 
529 
公式 , 204 
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K 
可 数 , 135, 146 


L 
L PRE, 95 
L 级 数 , 336, 343, 352 
£? (N"), 453 
类 数 公式 , 366 
链 
因子 链 , 401 
连 分 数 , 138 
等 价 , 143, 144 
BT, 149 
连续 性 定理 , 391, 430 
零点 
C(s) 的 零点 ，127，217，220-223， 
228-230, 232, 234 
临界 带 域 , 213, 215, 217, 220, 343, 351 
aen 
广义 挛 生 素数 , 99 
素数 , 66, 76, 79 


M 

满 平方 数 , 59 

密 率 , 377 
Schnirelmann E, 381 
乘 性 密 率 , 382, 383 
对 数 密 率 , 378 
渐 近 密 率 , 377 
解析 密 率 , 379 
上 对 数 密 率 , 378 
上 渐 近 密 率 , 377 
上 自然 密 率 , 377 
下 对 数 密 率 , 378 
下 渐 近 密 率 , 377 
下 自然 密 率 , 377 
序 贯 密 率 , 382, 383 
因子 密 率 , 381, 425 
自然 密 率 , 377 

模型 
Kubilius 模型 , 497, 523 


N 
凝聚 


, 396 


函数 , 320, 395, 396 
因子 上 的 凝聚 , 401 


TU, 97 


P 


信 进 赋值 , 15 
判别 法 


偏差 
平方 


Fejér 判别 法 , 129 
Weyl 判别 法 , 123, 124 


, 123, 124, 128, 130 


非 平方 剩余 , 97 
剩余 , 24, 90, 91, 98, 143 


平稳 相位 , 126 


Q 


强 乘 性 函数 , 27 
强加 性 函数 , 27 
ERAT PK PR, 168 
求 和 法 


Abel 求 和 法 , 3 


求 和 与 积分 的 比较 , 4, 183 


R 


容 斥 原理 , 36, 39, 63 


容量 


Kubilius 容量 , 524, 529 


5S WN, 388 


S 


三 角 积 分 , 114 
三 进 制 , 146 


得 法 


Eratosthéne fi, 63, 65, 97 

Selberg RMI, 95 

Selberg Mi, 79, 85, 88, 90, 95, 
98, 99 
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纯粹 Brun fiiit, 64 
大 得 法 , 68, 74, 76, 78, 94, 98, 419 
AE, 85 
算术 大 得 法 , 74 
维 数 , 93 
SASHA, 64, 100 
组 合 第 法 基本 引 理 , 66, 97 
剩余 类 
可 逆 剩 余 类 , 28, 35, 78, 90, 328 
平方 剩余 类 , 24 
实 部 引 理 , 219, 223 
实效 上 界 估计 , 454 
示 性 函数 
Euler 示 性 函数 , 37 
收敛 
到 Gauss 分 布 , 390, 459 
SX, 391, 404, 451, 455 


Stirling 数 , 39 

超越 数 , 135, 146, 147 

HE, 461 

IEDZ, 97 

代数 数 , 134, 135, 146, 148 

二 次 无 理 数 , 143-147, 150, 151 

合 数 , 24 

k- 自 由 数 , 37 

连 分 数 等 价 , 144 

满 平方 数 , 59 

无 平方 因子 脆 数 , 501 

无 平方 因子 数 , 37, 49, 60, 106, 131, 

368, 501 

双 曲 律 , 42, 47, 54, 59, 121, 317 
数论 函数 ,27 
随机 变量 , 279, 280, 325, 387, 404, 418 

Bernoulli 分 布 的 随机 变量 , 405 

几何 分 布 的 随机 变量 , 405 
素数 , 11 

广义 挛 生 素数 , 99 

间 差 距 , 99, 487, 488 

挛 生 素数 , 66, 76, 79 


拟 素数 , 97 


特征 
Dirichlet 特征 , 331 
本 原 特征 , 95 
本 原 特征 , 332 
的 正 交 性 , 331 
实 特 征 , 344, 352, 356 
主 特征 , 331 

特征 标 
交换 群 的 特征 标 , 328 
(Z/qZ)* 的 特征 标 , 330 


W 
完全 乘 性 函数 , 27 
完全 加 性 函数 , 27 
唯一 因子 分 解 环 , 30 
吴杰 (Wu, Jie), 95, see also Hanrot; 
Rivat; Tenenbaum 
无 零点 区 域 
L(s, x) 的 无 零点 区 域 , 342, 343, 352 
C(s) 的 无 零点 区 域 , 217, 224, 229, 
234, 238, 246, 480, 519 


X 
L(s,x) 的 显然 零点 , 351 
C(s) 的 显然 零点 , 217, 220 
序列 的 和 , 381 


Y 

引 理 
Gallagher 引 理 , 441, 445 
Landau 引 理 , 296 
Montgomery-Wirsing 引 理 , 442 
Riemann-Lebesgue 引 理 , 71, 239 
Kubilius 模型 基本 引 理 , 525 
三 圆 引 理 , 241 
实 部 引 理 , 219, 223, 243 

因子 
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脆 数 的 因子 , 523 

和 , 43 

链 , 401 

上 的 凝聚 , 401 

剩余 类 中 因子 分 布 , 369 

$l, 28, 37, 41, 104-106, 109-111, 
187, 266, 279, 282, 411, 412, 
421, 426 


化 圆 为 方 , 146 
内 整 点 问题 , 113, 120, 128 
圆 法 , 523 
原 根 , 331, 367 
原理 
容 斥 原理 , 36, 39, 63, 424 
圆 内 整 点 问题 , 113, 128 
原则 
抽 居 原则 , 133, 183, 223, 357 
对 偶 原 则 , 69, 79 


原子 性 
分 布 函数 , 387, 395, 400 
约 化 数 ，136，138，141-145，147-151， 
194 
次 约 化 数 , 149 


Z 
振荡 定理 , 177, 189, 191, 234, 235, 528 
整数 的 核 , 181, 193 
整数 列 , 376 
指数 对 , 126 
HAF, 384 
中 国 剩余 定理 , 75 
自然 边界 , 232, 233 
最 小 多 项 式 , 134 
最 小 余 项 和 式 , 9 
坐标 
绝对 收敛 坐标 , 175 
收敛 坐标 , 175, 177-179, 181, 183, 
188, 191-195 
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Abel, Niels 

变换 , 3 

定理 , 319 

判别 法 , 4 

RAE, 3 
Abel 型 定理 , 290, 291, 293 
Alladi, Krishnaswami, 93, 321, 476, 492, 

493 

Alladi 和 Erdós, 58, 112, 422 
Aparicio Bernardo, Emiliano, 21 
Arratia, Richard, 见 下 
Arratia 和 Stark, 525 
Artin, Emil, 157, 161 
Axer, Aleksander, 58 
Ayoub, Raymond, 365 
Babu, G. Jogesh, 395, 453 
Bachet, Claude-Gaspard, 21, 138 
Balazard, Michel, 284, 285, 422 
Balazard, Delange 和 Nicolas, 284 
Balazard 和 Smati, 265 
Balazard 和 Tenenbaum, 265 
Barban 和 Vinogradov, 525 
Bateman, Paul T., 250, 257, 265 
Behrend, Felix, 402 


Bernoulli, Jacques 


分 布 的 随机 变量 , 405 

PR, 6, 121, 212, 220 

数 , 6, 211, 347 
Bernstein, Felix, see Cantor 
Berry-Esseen 

FER, 306, 308, 311, 320, 321, 

392, 451, 452 

定理 , 325 
Bertrand，Joseph 

公设 , 12, 22 
Besicovitch, Abram S., 424 
Beurling, Arne, 88, 94 
Bézout, Etienne, 21 
Bienaymé, Jules, 见 下 
Bienaymé-Tchébychev, 404 
Bingham, Goldie 和 Teugels, 293 
Blanchard, André, 249 
Bohr, Harald, 187, 188, 190, 306 
Bohr-Mollerup, 157 
Bombieri, Enrico, 68, 94, 366 
Bombieri-Vinogradov, 95, 98, 99, 366 
Bombieri 和 Davenport, 95, 98 
Bombieri 和 Iwaniec, 54, 113, 228 
Borel, Émile, 见 下 
Borel-Carathéodory, 219, 227 
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Bovey, John D., 421 

de la Bretèche, Régis, 见 下 

de la Bretéche 和 Tenenbaum, 409, 417, 
421, 422, 494, 495, 497, 500, 
501 

Brlek, Srečko, 见 下 

Brlek, Mendès France, Robson 和 Rubey, 
146 

de Bruijn, Nicolaas Govert, 462, 471, 
474, 476, 479, 482, 492-494, 
528 

de Bruijn, van Ebbenhorst Tengbergen 
和 Kruyswijk, 401 

Brun, Viggo, 64, 66, 67, 76, 79, 93, 97, 
503 

Brun-Titchmarsh, 78 

Buchshtab, Aleksandr Adolfovich 

函数 , 93, 507, 511, 526 
恒等式 , 468-471, 506, 531 

Burgess, David A., 365 

Cahen, Eugene, 188 

Cantor, Georg, 135, 146 

Cantor-Bernstein, 146 

Cantor-Mendès France, 146 

Carathéodory, Constantin, see Borel 

Carlson, Fritz, 206 

Cartan, Henri, 55, 175 

Cashwell, Edmond D., 见 下 

Cashwell 和 Everett, 30 

Cesaro, Ernesto, 186, 290, 323 

Chowla, Sarvadaman, 366 

Cohen, Eckford, 60 

Conrey, J. Brian, 249 

van der Corput, Johannes Gualtherus, 
43, 54, 113, 115-118, 120, 121, 
125-127, 231 

Cramér, Harald, 391, 393 

Daboussi, Hédi, 12, 55, 95, 385, 454, 
457, 458, 490, 523 


Daboussi 和 Delange, 95, 458 
Davenport, Harold, 365, 366, see also 


Bombieri 
Davenport 和 Erdós, 381—383 
Davenport 和 Halberstam, 68 
De Koninck 和 Tenenbaum, 285, 421, 
422 
Dedekind, Richard, 146 
Delange, Hubert, 95, 253, 265, 284, 
286, 305, 320, 368, 380, 430, 
434, 437, 438, 454—456, see 
also Daboussi, 457 
Delange 和 Tenenbaum, 187 
Deshouillers, Dress 和 Tenenbaum, 285 
Diamond, Harold, 54, 247, 270, 320 
Diamond 和 Halberstam, 93 
Dickman, Karl 
J X Dickman MŽ, 89 
PHA, 89, 94, 468, 472, 479, 494, 
512, 530 
Dirichlet, Peter G. Lejeune, 327, 328, 
337 
通 近 定理 , 133, 136, 145, 182, 371 
I"/T 的 Dirichlet 23%, 167 
R, 30, 80 
L RR, 336 
类 数 公式 ,366 
双 曲 律 , 41, 42, 59 
算术 数列 素数 定理 , 78 
算术 数列 素数 定理 , 97, 328, 337 
特征 , 94, 331 | 
形式 Dirichlet 级 数 , 29, 79 
因子 数 问题 , 41, 42 
因子 问题 , 113, 120 
Dress, Francois, 189, see also Deshouillers, 
190 
Dress, Iwaniec 和 Tenenbaum, 366 
Drmota, Michael, 318 
Dupain, Hall 和 Tenenbaum, 381 
Dyson, Freeman J., 135 
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van Ebbenhorst Tengbergen, Ca., see 
de Bruijn 

Edwards, Harold M., 209 

Elliott, Peter D.T.A., 79, 94, 95, 321, 
393, 395, 410, 418—420, 453- 
455, 457, 525, 529 

Elliott 和 Ryavec, 455 

Ellison 和 Mendès France, 54, 249, 365, 
366 

Ennola, Veikko, 466, 467, 490 

Ératosthène 

第 法 , 63, 65, 97 

Erdós, Paul, 12, 20, 38, 55, 99, 111, 
265, 389, 400, 417, 420, 421, 
430, 453, 529, see also Al- 
ladi; Davenport 

Erdós 和 Hall, 426 

Erdós, Hall fil Tenenbaum, 382 

Erdós 和 Ingham, 323 

Erdós 和 Kac, 287, 288, 451, 456 

Erdós fli Nicolas, 109 

Erdós, Saffari fll Vaughan, 385 

Erdős 和 Sárközy, 109 

Erdós, Sárkózy 和 Szemerédi, 402 

Erdós 和 Shapiro, 54 

Erdós 和 Tenenbaum, 109, 421 

Erdós 和 Turán, 124 

Erdós-Turán 

不 等 式 , 124, 125, 127, 129, 130 
Erdós fil Wintner, 427, 429, 453, 457 


Esseen, Carl-Gustav, 398, see also Berry 


Estermann, Theodor, 362 
Euclide, 328 
第 二 定理 , 11 
第 一 定理 , 11, 21 
驾 转 相 除 法 , 140 
Euler, Leonhard, 25, 146, 155, 164 
常数 , 7, 9 
公式 , 18, 56 
7”N TE PRL, 28, 29, 35-37, 44, 59, 
106, 110, 250, 257, 266, 399, 


400, 427 
Euler-Maclaurin 
公式 , 5, 6, 8, 9, 54, 128, 161, 207, 
210, 231, 466, 467 
Everett, Cornelius J., see Cashwell 
Evertse, Jan-Hendrik, À F 
Evertse, Moree, Stewart 和 Tijdeman, 
494 
Farey, John 
序列 , 45, 59 
Fejér, Lipót 
Ek, 129, 304, 394 
判别 法 , 129 
Feller, William, 306, 312, 325, 391, 393, 
429 
Fermat, Pierre de, 90, see also Girard 
Fibonacci, Leonardo 
数列 , 141 
Ford, Kevin, 424 
Ford 和 Halberstam, 93 
Fouvry, Étienne, 见 下 
Fouvry 和 Grupp, 95 
Fouvry 和 Tenenbaum, 494 
Fresnel, Augustin, 168 
Freud, Géza, 298, 319, see also Kara- 
mata 
Freud 和 Ganelius, 319 
Friedlander, John, 见 下 
Friedlander 和 Granville, 495, 528 
Friedlander, Granville, Hildebrand fil 
Maier, 528 
Galambos, Janos, 420, 453, 457 
Galambos 和 Szüsz, 457 
Gallagher, Patrick X., 94, 95, 441, 445 
Ganelius, Tord, 305, 306, 312, see also 
Freud 
Gantmacher, Felix R., 83 
Gauss, Carl Friedrich, 12, 25, 166 
分 布 , 451, 459 
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I"/T 的 Gauss 公式 , 167 
fll, 333, 365 
Gelfond, Aleksandr Osipovich, 21 
Gelfond 和 Linnik, 54, 135 
Girard, Albert, 90 
Girard—Fermat, 90, 143 
Goldbach, Christian, 98, 155 
Goldfeld, Dorian, 366 
Goldston, Pintz 和 Yildirim, 79, 96, 99 
Gorshkov, D.S., 21 
Graham, Sidney W., 54, 366 
Graham 和 Kolesnik, 113, 126 
Graham 和 Vaaler, 94 
Granville, Andrew, 495, see also Fried- 
lander 
Granville 和 Soundararajan, 454 
Greaves, George, 79 
Grosswald, Emil, 189 
Grupp, Frieder, see Fouvry 
Hadamard, Jacques, 12, 216, 220, 223 
乘积 公式 , 223, 351 
三 圆 引 理 , 241, 242 
Halász, Gábor, 438-440, 446, 454, 459 
Halberstam, Heini, see Davenport; Di- 
amond; Elliott; Ford 
Halberstam 和 Richert, 66, 79, 95, 97, 
98, 419 
Halberstam 和 Roth, 382, 402 
Hall, Richard R., 370, 381, 419, 425, 
426, see also Dupain; Erdós 
Hall 和 Tenenbaum, 93, 268, 381, 393, 
417, 419—421, 424, 427, 448, 


454, 459 
Hankel, Hermann 
公式 , 165 
围 道 , 165, 211, 212, 235, 258, 265, 
268, 349, 350 ` 


Hanrot, Tenenbaum 和 吴杰 , 96, 496 


Hanson, Denis, 20 


Hardy, Godfrey H., 43, 127, 240, 247, 
319, 323 
Hardy-Littlewood 
猜想 , 67 
的 Tauber 型 定理 ，293，296-298， 
326 
函数 方程 法 , 227 
C(s) 的 估计 , 227 
Hardy-Littlewood-K aramata, 297, 298, 
305, 338, 339, 456 
Hardy 和 Ramanujan, 403, 411 
Hardy-Ramanujan 
不 等 式 , 422 
Hardy 和 Riesz, 186, 190, 206 
Hardy 和 Wright, 284 
Heath-Brown, D. Roger, 209, 228, 366 
Hengartner, Walter, 见 下 
Hengartner 和 Theodorescu, 396, 398 
Hensley, Douglas, 89, 284, 493, 495 
Heppner, Ernst, 60 
Hermite, Charles, 143, 146 
Hildebrand, Adolf J., 95, 366, 409, 418, 
420, 479, 487, 493-495, 527, 
529, see also Friedlander 
Hildebrand 和 Tenenbaum, 96, 284, 486, 
490, 492—495, 526-528 
Hooley, Christopher, 93 
A- 函 数 , 268, 401, 427 
Hórmander, Lars, 319 
Hurwitz, Adolf, 147, 231 
Huxley, Martin N., 43, 54, 79, 113, 
126-128, 228 
Huxley 和 Kolesnik, 113 
Huxley 和 Watt, 113 
Ikehara, Shikao, 305, 324, 341, see also 
Wiener, 342, see also Wiener 
Ikehara-Ingham, 306, 308 
Ingham, Albert Edward, 189, 217, 249, 
305, 316, 317, 319, 326, see 


also Erdós; Ikehara 
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Ivié, Aleksandar, 126, 209, 228, 229, 
246, 249 
Ivié 和 Tenenbaum, 501 
Iwaniec, Henryk, 66, 93, 94, 497, see 
also Bombieri; Dress; Rosser 
Iwaniec 和 Mozzochi, 43, 54, 113 
Jacobi, C. Gustav 
符号 , 331 
O-PRC, 231 
Jacobsthal, Ernst, 488, 497 
Jensen, Johan 
不 等 式 , 398 
公式 , 218, 221 
Jessen 和 Wintner, 395 
Johnsen, John, 95 
Johnsen-Selberg, 85 
Jordan, Camille, 114 
Kac, Mark, see Erdós 
Kaczorowski, Jerzy, 见 下 
Kaczorowski 和 Pintz, 189 
Kahane 和 Queffélec, 187 
Kalmár, László, 20 
Kamae, Teturo, 见 下 
Kamae 和 Mendés France, 126 
Karamata, Jovan, 294, 296-300, 318, 
319, 380, 511, see also Hardy- 
Littlewood 
Karamata-Freud, 338 
Karatsuba, Anatolij A., 127 
Katznelson, Yitzhak, 71, 73 
Kerner, Sébastien, 285 
Kobayashi, Isamu, 79 
Kolesnik, Grigori, 54, 113, see also Gra- 
ham; Huxley 
Kolmogorov, Andrei N., 396, 429, 453 
Kolmogorov-Rogozin, 396 
Korevaar, Jacob, 293, 314, 319 
Korobov, Nikolai Mikhailovich, 229 
Kronecker, Leopold 
符号 , 365 


记号 , 80, 362 
Kruyswijk, D., see de Bruijn 
Kubilius, Jonas, 408, 419, 455, 456, 
525, see also Turán 
容量 , 524, 529 
Kubilius 模型 
基本 引 理 , 525 
Kusmin, R.O., 125 
Kusmin-Landau, 117, 118, 129 
La Vallée—Poussin, Charles de, 12, 216, 
327 
Lagrange, Joseph, 513 
判别 法 , 142, 143 
Lambek, Joachim, see Moser 
Lambert, Johann Heinrich 
变换 , 318 
RR, 318 
Landau, Edmund, 43, 47, 54, 125, 176, 
177, 186-190, 203, 205, 206, 
273, 296, 315, 317, 323, 352, 
355, 356, 365, 369, see also 
Kusmin; Phragmén; Schnee 
记号 , xi 
Landau-Page, 352, 356, 360, 366 
Landau 和 Walfisz, 232 
Laplace, Pierre Simon de, 126 
Laplace-Stieltjes 
变换 , 173 
积分 , 293 
LeVeque, William Judson, 456 
Lebesgue, Henri, 156, 160, 164, 293, 
296, 388, 392, 394 
分 解 定理 , 388 
Lee, Jungseob, 417 
Legendre, Adrien—Marie, 12 
符号 , 24, 90, 331 


。 AAAA, 160, 212 


Levin, B.V., 见 下 
Levin 和 Timofeev, 455 


Levinson, Norman, 241, 249 
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Lévy, Paul, 395 
IBS, 529 
连续 性 定理 , 391, 393, 430 
Lindelôf, Ernst Leonard, 213, 230, 231, 
see also Phragmén 
假设 , 213, 230, 231, 241 
Lindemann, Ferdinand, 146 
Linnik, Yurii Vladimirovich, 68, see also 
Gelfond 
Liouville, Joseph, 134, 135, 146, 164 
PRX, 60 
Littlewood, John Edensor, 228, 229, 
320 
Loéve, Michel, 391, 393 
Lukacs, Eugene, 391, 393, 399 
Maier, Helmut, 528, see also Friedlan- 
der; Hildebrand 
Maier 和 Pomerance, 497 
Maier 和 Tenenbaum, 421 
von Mangoldt, Hans, 46, 228, 243 
函数 ,22, 28, 33, 207 
Mann, Henry B., 381 
Markov, Andrei A., 147 
Markov 常数 , 147 
Mellin, Robert Hjalmar, 163 
Mendès France, Michel, 126, 146, see 
also Brlek; Cantor; Ellison; 
Kamae; Tenenbaum 
Mendés France 和 Tenenbaum, 421 
Mersenne, Marin, 24 
Mertens, Franz, 216, 238, 338 
第 二 定理 , 18, 23 
第 一 定理 , 15, 16, 93, 376, 415 
公式 , 18, 63, 107, 415, 474, 499, 
509, 511 
Miech, Ronald J., 366 
Minkowski, Hermann, 310 
Mobius, August 
反 转 公式 , 32, 33, 36, 50, 63, 503 
函数 , 28, 29, 32, 44, 46, 233, 323 


Mollerup, Johannes, see Bohr 
Montgomery, Hugh L., 54, 68, 69, 76, 
94, 126, 369, 439, 440, 442, 
450, 454 
Montgomery-Wirsing, 442 
Montgomery 和 Vaughan, 54, 68, 69, 
95, 365, 454, 458 
Moree, Pieter, see Evertse 
Moser, Leo, 见 下 
Moser 和 Lambek, 38 
Motohashi, Yoichi, 95 
Mozzochi, Charles J., see Iwaniec 
Murty, Marouti Ram, 328 
Murty 和 Thain, 328 
Naimi, Mongi, 501 
Nair, Mohan, 14, 21, 55 
Nanopoulos, Photius, 381 
Newman, Donald J., 189, 321 
Nicolas, Jean-Louis, 109, 284, 286, see 
also Erdós 
Nikodym, Otton, see Radon 
Norton, Karl K., 285, 422, 490 
Novoselov, E.V., 453 
Oppenheim, Alexander, 270 
Page, A., 352, 355, see also Landau 
Paley, Raymond E.A.C., 365 
Paley-Wiener, 73 
Parent, D.P., 146 
Parseval, Marc A., 204 
公式 , 400 
恒等式 , 393 
Pell, John, 151 
Perron, Oskar, 197, 201 
第 二 实效 Perro 公式 , 200 
第 一 实效 Perro 公式 , 199 
公式 , 197, 201-203, 205 
Phillips, Eric, 126 
Phragmén, Edvard, 189 
Phragmén-Landau, 177, 178, 189, 362 
Phragmén-Lindelóf, 184, 185 


名 词 索引 | - 591 : 


Piatetski-Shapiro, Ilya I., 127 
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定理 , 400 
公式 , 397, 441, 445 
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分 布 , 273, 532 
求 和 公式 ，71，99，113，116，125， 
126, 231 
Pólya, George, 335 
Pólya-Vinogradov, 335, 342, 364 
Pomerance, Carl, 285, 490, see also Maier 
Prachar, Karl, 369 
Radon, Johann, 见 下 
Radon-Nikodym, 388 
Ramanujan 
恒等式 , 217 
Ramanujan, Srinivasan, 109, 110, 217, 
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高 合 数 , 109 
和 , 37 
Ramaré, Olivier, 366 
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486, 497 
定理 , 487, 497 
方法 , 93, 182, 462, 486, 521 
Rényi, Alfréd, 68, 384, 434 
Rényi 和 Turán, 451, 456 
Richert, Hans-Egon, see Halberstam 
Rieger, Georg Johann, 60, 319 
Riemann, Bernhard, 227, 228, 240, 243, 
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广义 Riemann 假设 , 352, 365, 366 
假设 , 54, 240-242, 249, 250, 495 
可 积 , 123, 318, 400 
Riemann-Lebesgue, 71, 239 
Riesz, Marcel, 203, 315, see also Hardy 
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Rivat 和 Sargos, 127 


Rivat 和 Tenenbaum, 125, 127 
Rivat 和 吴杰 , 127 
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Rosser, J. Barkley, 见 下 
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Rosser 和 Schoenfeld, 20 
Roth, Klaus Friedrich, 68, 135, see also 
Halberstam 
Rubey, Martin, see Brlek 
Rudin, Walter, 388 
Ruzsa, Imre, 418 
Ryavec, Charles, see Elliott 
Saffari, Bahman, 385, 400, see also Erdós 
Saias, Eric, 482, 494, 495 
Sampath, Ashwin, see Srinivasan 
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Sathe, L.G., 273 
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Schnee-Landau, 203, 206, 250 
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Schoenberg, Isaac Jacob, 399 
Schoenfeld, Lowell, 20, 366, see also 
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乘 性 函数 , 79, 80 
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恒等式 , 12, 60 
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fik, 79, 90, 99 
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Sitaramachandra, Rao R., see Suryan- 
rayana 
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Skalba, Mariusz, 317, 318, 323 
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Srinivasan 和 Sampath, 247 
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Stein, Charles M., 409 
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357 
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实 Stirling 公式 , 159, 224 
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Subbarao, Matukumalli Venkata, see 
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Suryanarayana 和 Sitaramachandra, 60 
Szüsz, Peter, 453, see also Galambos 
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Tauber 型 
Hardy-Littlewood 的 Tauber 型 
定理 , 296, 297, 326 


Hardy-Littlewood-Karamata 定理 ， 
298, 456 
Karamata 的 Tauber 型 定理 , 294, 
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超越 Tauber 型 定理 , 305 
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342 
实效 Tauber 型 定理 , 298, 308 
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和 函数 , 34, 46, 110 
Tenenbaum, Gérald, 111, 381, 424, 427, 
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Timofeev, Nikolai Mikhailovich, see Levin 
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249, 255, see also Brun 
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412, 418, 419, 423, 427, 428, 
434, 436, 452, 453, 497 
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Graham 

Valiron, Georges, 184 

Vaughan, Robert C., 366, 523, see also 
Erdós; Montgomery 

Vaughan 和 Wooley, 523 

Vinogradov, Aleksei Ivanovich, 366, see 
also Bombieri 

Vinogradov, Ivan M., 54, 127, 229, see 
also Pólya 
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Volterra, Vito, 493 

Voronoi, Georges, 43, 54, 113, 120, 121, 
127 

Vose, Michael D., 111 

Walfisz, Arnold, 44, 45, 54, see also 
Landau, Siegel 

Wallis, John, 8, 434 

Warlimont, Richard, 369 

Watson, George Neville, see Whittaker 

Watt, Nigel, 113, see also Huxley 

Weierstrass, Karl, 124, 157, 163, 164, 


168, 175, 295 
Weyl, Hermann, 119, 120, 123, 124, 
126 


Weyl 判别 法 , 123, 129 

Weyl-van der Corput, 119, 126 

Whittaker, Edmund Taylor, 见 下 

Whittaker fll Watson, 513 

Widder, David Vernon, 4, 247, 474, 
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Wiener, Norbert G., 305, see also Pa- 
ley 

Wiener-Ikehara, 240, 305 

Wintner, Aurel, see Jessen; Erdós 

Wirsing, Eduard, 325, 369, 438, 439, 


442, see also Montgomery 


Wooley, Trevor D., see Vaughan 
Yildirim, Cem Y., see Goldston 
Zagier, Don Bernard, 189, 321 


ZE] 
二 次 
互 反 律 , 25 
无 理 数 , 143-147,150,151 
XJ, 79, 83, 84, 87, 366 
二 进 制 , 146 
几乎 处 处 , 404 
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三 进 制 , 146 
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Bienaymé-Tchébychev 不 等 式 , 404 
Erdós-Turán 不 等 式 , 124, 125, 127, 
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Hardy-Ramanujan 不 等 式 , 422 
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Kolmogorov-Rogozin 不 等 式 , 396 
Pólya-Vinogradov 不 等 式 , 335, 342, 
364 
Turán-Kubilius 不 等 式 , 404, 406, 
407, 409, 410, 412, 418, 419, 
423, 427, 428, 434, 436, 452, 
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van der Corput 不 等 式 , 116-119, 
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Weyl-van der Corput 不 等 式 , 126 
脆 数 的 Turán-Kubilius 不 等 式 , 497 
中 国 剩余 定理 , 75 
互 反 律 
二 次 互 反 律 , 25 
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互补 公式 , 163, 164, 168, 212, 264, 350, 


AX 


分 布 


351 


T(s) 的 Euler 公式 , 155, 166 

dx; x) 的 显 式 公式 , 356 

plr) MAAK, 243, 246, 249, 
250 

sinzz 的 Euler A, 164, 168 

C(s) 的 Euler 25%, 18, 56, 173, 
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Euler sin rz 公式 , 72 

Euler-Maclaurin 公式 , 5, 6, 8-10, 
54, 161, 207, 210, 231, 466, 
467 
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Laplace 变换 的 反 转 公式 , 197 

Legendre-Gauss 公式 , 167 

Mertens 公式 ，18，63，107，415， 
474, 499, 509, 511 

Parseval 恒等式 , 393 

Perron 公式 , 197, 201-203, 205 

Plancherel 公式 , 397, 441, 445 

Poisson 求 和 公式 , 71, 99, 113, 116, 
125, 126, 231 

Ramanujan 公式 , 228 

Stirling 公式 , 277, 465 

互补 公式 , 163, 164, 168, 212, 264, 
350, 351 

余 切 公式 , 357 

均值 公式 , 204 

实 Stirling 公式 , 159, 224 

复 Stirling 公式 ，161，213，222， 
225, 229, 245, 248, 353, 357 

复制 公式 , 160, 212, 351 

类 数 公式 ,366 

第 二 中 值 公式 ，5，128，231，476， 
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Gauss 分 布 , 451, 459 
反正 弦 分 布 , 279, 280 
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加 性 函数 的 分 布 , 429 

正 态 分 布 , 451, 459 

均匀 分 布 , 387 

局 部 分 布 , 273, 411 

极限 分 布 , 380, 389, 392, 393, 399, 
400, 426, 429—431, 433, 451, 
453, 456, 457, 497 

纯粹 分 布 , 395, 399, 429 

复合 对 数 分 布 , 420 

退化 分 布 , 388, 403 

乘 性 函数 的 分 布 , 456 


分 布 函 数 


加 性 函数 的 分 布 函 数 , 456 

纯 奇 异 分 布 函 数 , 388, 395, 400 

纯 离 散 型 分 布 函 数 , 387 

绝对 连续 分 布 函数 , 388, 395 

iB 457115 PARK, 388 

原子 性 分 布 函数 , 387, 390, 395, 400 

数论 函数 的 分 布 函数 , 388, 392, 393, 
399, 400, 426, 429—431, 433, 
451, 453, 457, 497 


不 完全 分 数 , 138 
完全 分 数 , 138 


化 圆 为 方 , 146 

双 曲 律 , 42, 47, 54, 59, 121, 317 
反正 弦 分 布 , 279, 280 

反 转 公式 


Fourier 变换 反 转 公式 , 163, 391 
Laplace 变换 的 反 转 公式 , 473, 474, 


481, 484, 493, 511, 517 


Móbius 反 转 公式 , 32, 33, 36, 50, 


63 
Mellin 变换 反 转 公式 , 163 
广义 Móbius 反 转 公式 , 81 
引 理 
Gallagher 引 理 , 441, 445 
Kubilius 模型 基本 引 理 , 525 
Landau 引 理 , 296 


Montgomery-Wirsing 引 理 , 442 
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Riemann-Lebesgue 引 理 , 71, 239 
三 圆 引 理 , 241 
实 部 引 理 , 219, 223, 243 
方法 
Rankin 方法 ，93，462，479，486， 
521 
参数 方法 , 93 
H, 523 
渐 逝 矩 方法 , 426 
方差 
半 经 验方 差 , 406 
经 验方 差 , 390, 404, 406, 409 
脆 数 半 经 验方 差 , 494 
方程 
Pell 方程 , 151 
Volterra 方程 , 493 
微分 差分 方程 , 468, 472, 493, 507, 
509, 511, 527 
无 零点 区 域 
C(s) 的 无 零点 区 域 , 217, 224, 229, 
234, 238, 246, 278, 517 
L(s, x) 的 无 零点 区 域 , 342, 343, 352 
长 度 
多 项 式 的 长 度 , 300 


五 加 
加 性 函数 , 27, 409, 427, 496 
半 经 验方 差 , 406 
可 数 , 135, 146 
对 角 线 法 
Cantor 对 角 线 法 , 135, 146 
Cantor-Mendés France 对 角 线 法 ， 
146 
平方 
非 平方 剩余 , 97 
剩余 , 24, 90, 91, 98, 143 
平稳 相位 , 126 
本 原 列 , 400 
示 性 函数 
Euler 示 性 函数 , 37 


记号 
Landau 记号 , xi 
Vinogradov 记号 , xi 


7N IBI 
子 
上 的 凝聚 , 401 
和 , 43 
脆 数 的 因子 , 523 
剩余 类 中 因子 分 布 , 369 
链 , 401 
数 , 28, 37, 41, 104-106, 109-111, 
187, 266, 279, 282, 411, 412, 
421, 426 


DE 


多 项 式 
Tchébychev 多 项 式 , 301 
的 长 度 , 300 
导 子 , 332 
收敛 
到 Gauss 分 布 , 390, 459 
ét, 391, 404, 451, 455 
2, 136, 138, 141-145, 147-151, 
194 
次 约 化 数 , 149 
自然 边界 , 232, 233 
阶 , 112 
T(n) 的 极 大 阶 , 110 
正规 阶 , 380, 403, 460 
有 限 阶 , 184, 185 
极 大 阶 , 104-107, 109-111 
极 小 阶 , 104, 106-110 
第 5 个 因子 的 正规 阶 , 421 
第 3 个 素 因子 的 正规 阶 , 417 


七 画 
判别 法 
Abel 判别 法 , 4 
Fejér 判别 法 , 129 
Wey] 判别 法 , 123, 124 
吴杰 (Wu, Jie), 95, see also Hanrot; 


Rivat; Tenenbaum 
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均匀 分 布 
模 1 均匀 分 布 , 126 
均 阶 , 41 
均值 , 42, 46, 52, 61, 128, 318, 390, 393, 
404, 416, 427, 430-432, 435, 
437, 438, 448, 451, 454, 457, 
529 
公式 , 204 
坐标 
收敛 坐标 , 175, 177-179, 181, 183, 
188, 191-195 
绝对 收敛 坐标 , 175 
完全 加 性 函数 , 27 
完全 乘 性 函数 , 27 
序列 的 和 , 381 
拟 素数 , 97 
求 和 与 积分 的 比较 , 4, 183 
求 和 法 
Abel 求 和 法 , 3 
纯 奇 异 分 布 函数 ,388 
Rr, 149 
连 分 数 , 138 
等 价 , 143, 144 
连续 性 定理 , 391, 430 
陈景润 (Chen, Jin Run), 366 
函数 
Alladi-Erdós PR, 58, 112, 422 
Bernoulli 函数 , 6, 7 
Buchstab 函数 , 93, 507, 511, 526 
Dickman PR, 89, 94, 468, 472, 
479, 494, 512, 530 
Dirichlet L-K, 95, 336, 343, 352 
Euler -函数 ,158 
Gamma 函数 , 155 
Hooley A-PRËX, 268, 401, 427 
Jacobi V-t, 231 
Jacobsthal PRX, 488, 497 
Tchébychev 函数 , 34, 46 
J X Dickman MŽ, 89 
分 布 函 数 , 311, 387 


纯 跳 函数 , 388 

特征 函数 , 311, 391, 429, 431 
梯形 函数 , 308 
ERT PK PHBL, 168 

缓 升 函数 , 319, 439 
数论 函数 的 分 布 函数 , 380 
EE PREX, 320, 395, 396 


PCT Fz 


$(z, y) 的 函数 方程 , 505 

V(z,y) 的 函数 方程 , 467 

V(x) 的 函数 方程 , 231 

C(s) 的 不 对 称 函 数 方程 , 212 

C(s) 的 对 称 函 数 方程 , 212 

L(s, x) 的 对 称 函 数 方程 , 349, 350 
Jrik, 227 


JVE 
单调 乘 性 函数 , 38 


卷 积 


和 式 


定理 


Dirichlet 卷 积 , 30 
分 布 函 数 的 卷 积 , 393 
if, 30, 32 


Cesàro AIX, 186 

Gauss 和 , 333, 365 

Ramanujan 和 , 37 

分 数 部 分 和 , 128 

两 平方 数 之 和 ，90，91，128，369， 
371 

整数 部 分 和 , 128 


最 小 余 项 和 式 , 9 


Abel 定理 , 289, 319 

Axer 定理 , 58 

Bachet 定理 , 21, 138 

Bohr-Mollerup 定理 , 157, 166 

Bombieri-Vinogradov 定理 , 95, 98, 
99, 366 

Brun-Titchmarsh 定理 , 78 
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Cantor-Bernstein 定理 , 146 

Daboussi 定理 , 457 

Davenport-Erdós 定理 , 383 

Delange 定理 , 430, 456 

Erdós-Kac se ##, 287, 288, 451, 
456 

Erdós-Wintner 定理 , 4277, 429, 453, 
457 

Fatou-Korevaar 定理 , 314 

Girard-Fermat 定理 , 90, 143 

Halász 定理 , 438-440 

Hardy-Littlewood 定理 , 296 

Hardy-Littlewood-Karamata 定理 ， 
305, 320 

Hardy-Ramanujan 定理 , 411 

Jessen- Wintner 定理 , 395 

Karamata 定理 , 294, 297, 298, 300, 
318, 380, 511 

Karamata-Freud 定理 , 299, 319, 
323 

Kusmin-Landau 定理 , 118 

Landau-Page 定理 , 352, 356, 360, 
366 

Lebesgue 分 解 定 理 , 388 

Liouville 定理 , 134, 135, 136, 

Maier-Tenenbaum 定理 , 421 

Minkowski 定理 , 310 

Paley-Wiener 定理 , 73 

Phragmén-Landau 定理 , 177, 178, 
189, 362 

Phragmén-Lindelôf 定理 , 184, 185 
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